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Avendo  tradotto  dall'inglese  la  storia  delle  matematiche,  e 
'incile  della  lisiea  e dell'astronomia,  ho  creduto  conveniente  com- 
pletare il  ciclo  elei I?»  storia  delle  scienze,  che  hanno  maggiore 
attinenza  con  la  matematica,  madre  di  tutte  le  altre,  col  volgere 
dal  tedesco  nel  nostro  idioma  i’dftellente  opera  del  Mach:  Die 
Mechtunk  in  liner  Entieickelung  li isto riseh-k r itiseli  dargeslellt . 

Antro  speranza  che  anche  questo  lavoro  incontrerà  il  favore 
del  nostro  pubblico  studioso,  e che  esso  varrà  a dare  nuovo 
impulso,  fra  noi,  allo  studio  della  storia  delle  scienze. 

Della  presente  opera  del  Mach  è stata  pubblicata  una  tra- 
duzione inglese  da  I . .1.  Mae  Connnck.  (1)  e una  francese  da 
E.  Bertrand  (2). 

Debbo  qui  ringraziare  innanzi  tutto  il  chiarissimo  professore 
dott.  Ernesto  Mach,  il  quale  non  solo  è stato  così  gentile  da 
concedermi  il  permesso  di  volgere  nel  nostro  idioma  la  sua  opera, 
ina  ha  voluto  mettere  a mia  disposizione  tutte  le  aggiunte 
fatte  ad  essa  prima  ancora  che  ne  uscisse  la  6"  edizione  te- 
desca. 

Inoltre  porgo  vivi  ringraziamenti  all’amico  prof.  Vadati  pel 
valido  ausilio  datomi  in  questa  pubblicazione. 


Roma,  gennaio  1909. 


Dionisio  Gambioli. 


1 The  Siena-  of  Mechunics,  a criticai  and  li  istoriceli  acconti/ 
of  its  decelopment.  — London  o Chicago,  1902. 

2 La  Mécanique.  Exposé  historique  et  critique  de  son  dé- 
velojqiement.  — Paris,  1904. 


del  Prof.  G.  Vailati. 


Il  titolo  olle  E.  Mach  lm  voluto  dare  alla  sua  opera  di  cui 
i|iii  si  presenta  la  traduzione  italiana  “ La  meccanica  esposta 
storicamente  e criticamente  -nel  suo  scoi  (/ime  rito  „ indica  già 
abbastanza  per  se  stesso  che  la  trattazione  storica  lm,  in  essa, 
il  carattere,  non  di  uno  scopo,  ma  di  un  mezzo,  o di  un  sussidio, 
per  l’analisi  critica  delle  teorie,  e per  la  determinazione  del  loro 
significato  e della  loro  portata. 

Preoccupazione  fondamentale  del  Mach  è quella  di  distin- 
guere quale  parte,  nell’avanzamento  delle  conoscenze  e nello 
sviluppo  delle  dottrine  meccaniche,  sia  da  attribuire  ai  vari 
processi  mentali  che  vi  hanno  concorso:  all  intuizione,  sia 
essa  istintiva  o basata  consciamente  sulla  memoria  e sul  con- 
fronto di  esperienze  antecedenti  alle  ricerche  sperimentali  di- 
rette alla  verifica  o al  controllo  di  date  ipotesi  preconcette  ai 
processi  di  generalizzazione  e di  unificazione  miranti  a lar 
rientrare  una  sempre  più  granile  quantità  e varietà  di  fatti  in 
un  numero  sempre  minore  di  schemi  teorici  sempre  più  sem- 
plici, più  coerenti  e più  comprensivi. 

Dei  principi  e dei  concetti  fondamentali  della  meccanica 
egli  tenta  di  ricostruire  lo  sviluppo  embrionale,  di  riconoscere 
le  influenze  che  essi  ebbero  a subire  dall’ambiente  in  cui  nac- 
quero e si  svolsero,  di  seguirli  attraverso  a tutte  le  fasi  del 
loro  svolgimento.  I processi  di  adattamento  che  ne  determinarono 
le  trasformazioni  successive  — i contrasti  che  si  manifestarono  tra 


i vari  modi  di  descrivere,  o spiegare,  gli  stessi  fatti  le  combi- 
nazioni, o interferenze,  dei  vari  schemi  a cui  si  ricorse  per 
rappresentarli  — le  azioni  e reazioni  che  si  esercitarono  tra  le 
teorie  scientifiche  propriamente  dette  e le  speculazioni  filoso- 
fiche — le  ripercussioni  teoriche  delle  applicazioni  pratiche  e 
tecnologiche  — tutti  gli  episodi  insemina  che  costituiscono  il 
lato  più  interessante  e istruttivo  della  lotta  dell’uomo  per  1 ac- 
quisto del  sapere,  assumono,  nell’opera  del  Mach,  tutto  quel 
rilievo  e quella  potenza  di  suggestione  che  ad  essi  può  deri- 
vare dal  trovarsi  rappresentati  ed  esemplificati  nel  caso  della 
pili  perfetta  ed  organica  di  tutte  le  scienze:  di  quella  scienza 
che,  tanto  per  la  precisione  e la  portata  delle  sue  previsioni, 
(pianto  per  la  varietà  ed  imponenza  delle  sue  applicazioni  pra- 
tiche, può  riguardarsi  come  il  modello  di  tutte  le  altre. 

Un  altro  carattere  fondamentale  della  esposizione  del  Mach 
è costituito  da  quella  che  si  potrebbe  chiamare  la  sua  “ conce- 
zione economica  „ delle  teorie  scientifiche. 

Allo  stesso  modo  come  il  possesso  di  concetti  generali  equi- 
vale alla  capacità  di  “ dimenticare  artificialmente  davanti  a 
dati  fatti,  tutte  quelle,  tra  loro  particolarità,  o caratteri,  che  non 
interessano  per  lo  scopo  che  si  può  avere  in  vista,  e di  con- 
centrare l’attenzione  su  quei  lati  o qualità  loro  che,  per  il 
momento,  sono  da  riguardare  come  “essenziali,,,  così  avviene, 
secondo  il  Mach  anche  di  ogni  specie  di  teorie  e concezioni 
scientifiche  astratte. 

Queste  sono  da  lui  riguardate  come  dei  particolari  “ stru- 
menti „ per  realizzare,  nel  modo  più  semplice,  meno  faticoso, 
più  “economico,,,  una  corrispondenza  sempre  più  esatta  tra 
le  nostre  aspettazioni,  o credenze,  e i fatti  a cui  esse  si  rife- 
riscono. Ed  egli  ritiene  che,  come  il  valore  d’ogni  strumento, 
così  anche  quello  delle  teorie  sia  da  misurare  dal  servizio  che 
ci  rendono,  dalla  fatica  che  ci  risparmiano,  dalla  sicurezza  e 
dall'estensione  dei  risultati  a cui  esse  ei  portano. 

L>a  questa  sua  concezione,  per  così  dire  pragmatistica,  del 
significato  e del  compito  delle  teorie  e dei  principi  della  mec- 


vili 


callidi,  il  Mach  si  trova  naturalmente  condotto  a degli  apprez- 
zamenti di  fondamentale  importanza  anche  pei  ciò  che  riguarda 
i limiti  e la  natura  del  contributo  che  i progressi  delle  cono- 
scenze meccaniche  possono  apportare  alla  risoluzione  dei  pro- 
blemi piò  fondamentali  della  filosofia  e della  teoria  della  cono- 
scenza. 

Così,  per  esempio,  la  distinzione  espressa  ordinariamente 
eoi  contrapporre  le  qualità  “ primarie  „ (estensione,  figura, 
struttura,  resistenza  alla  pressione  o al  moto,  ecc.)  alle  qualità 
“ secondarie  „ (colore,  sapore,  ecc.)  della  “ materia  „ e col 
qualificare  le  prime  come  le  sole  che  abbiano  una  esistenza 
« fuori  di  noi  „ , e le  seconde  invece  come  puramente  “ sog- 
gettive „ c dipendenti  (lidio  stato  dei  nostri  organi  sensorii  — 
è da  lui  riguardata  come  avente  la  sua  sola  base  e giustifica- 
zione nel  fatto  che  le  qualità  indicate  come  “ primarie  „ sono 
pili  direttamente  soggette  che  non  le  altre  a venire  modificate 
per  mezzo  dello  nostre  azioni,  cioè  per  mezzo  dei  nostri  sforzi 
muscolari,  mentre  sulle  altre  noi  non  abbiamo  alcuna  presa  se 
non  .per  via  indiretta. 

È nota  l’osservazione,  di  Francesco  Bacone,  che  l’uomo  non 
può  agire  sulle  cose  se  non  trasportandole,  deformandole,  riu- 
nendole, separandole  — agendo  insomma  su  di  esse  “ mecca- 
nieamento  „ e lasciando  poi  “ ad  esse  „ l’ufficio  di  fare  il  resto. 
Il  Mach  trova  in  questo  fatto  la  spiegazione  e la  giustificazione 
della  tendenza,  che  mostrano,  in  grado  maggiore  o minore,  tutte 
le  scienze,  a dare,  quanto  più  è possibile,  alle  proprie  teorie 
una  base  “ meccanica  „ e a tradurre  le  proprie  leggi  e ipotesi 
in  termini  di  moto,  di  forza,  di  energia. 

La  maggior  soddisfazione  che  si  trova  ordinariamente  nelle 
spiegazioni  prendenti  le  mosse  da  considerazioni  meccaniche, 
per  quanto  possa  apparire  dovuta  a cause  semplicemente  teo- 
riche o speculative,  si  rieonnette  intimamente,  secondo  il  Mach, 
al  fatto  che  i fenomeni  studiati  dalla  meccanica  rappresentano, 
per  il  tecnico,  qualche  cosa  di  analogo  a ciò  che  la  moneta 
rappresenta  per  il  commerciante:  un  mezzo  cioè  universale  di 


scambio,  la  cui  appropriazione  basta  a rendere  possibile  il  con 
seguimento  di  ogni  altra  cosa  desiderabile. 

Riconoscere,  di  (mesta  tendenza,  la  causa  e l’origine,  è ri- 
conoscere, nello  stesso  tempo,  anche  i limiti  della  sua  proficua  e 
legittima  esplicazione. 

L’illusione  che.  nel  campo  economico,  ha  dato  origine  alle 
teorie  “ mercantilista  „ , trova  qui  il  suo  perfetto  riscontro  in 
quelle  dottrine  metafisiche,  che,  come  quelle  per  esempio  adot- 
tate dai  filosofi  meccanicisti  del  secolo  xvm.  riguardavano  le 
leggi  della  meccanica  come  sufficienti  a “ rendere  ragione  ,,  di 
tutti  i fatti  dell'  Universo,  e concepivano  questo  come  capace 
di  venire,  qualche  giorno,  dedotto,  come  un  teorema  o un  co- 
rollario geometrico,  da  qualche  ancora  ignota  formula  relativa 
ai  moti  e agli  urti  di  atomi  e molecole. 

Le  costruzioni  filosofiche  di  questa  specie  sono  qualificate 
dal  .Mach  come  della  pura  “ mitologia  meccanica  „.  non  meno 
antropomorfica,  per  quanto  in  diverso  senso,  di  quelle  mitolo- 
gie “ animistiche  „ di  cui  ci  è offerto  esempio  dalle  cosmogo- 
nie antiche. 

♦ 


( tIOVAKM  VAILATI. 


PREFAZIONE  DELL’AUTORE 


Il  presente  volume  non  è un  trattato  intorno  all’applicazione 
dei  principi  della  meccanica;  esso  piuttosto  è lavoro  di  espo- 
sizione critica  animato  da  uno  spirito  tintimela  fisico;  e la  parte 
matematica  è tutt’affatto  accessoria. 

La  meccanica  vi  è trattata  non  come  un  ramo  di  matema- 
tica, ma  come  un  ramo  delle  scienze  fisiche;  e se  da  questo 
lato  il  lettore  avrà  interesse  di  conoscerne  il  contenuto,  sarà 
curioso  di  sapere  come  siano  stati  ottenuti  i principi  della  mec- 
canica, da  (piali  fonti  siano  stati  attinti,  e tino  a qual  punto  si 
possano  considerare  come  min  conquista  /irne  assicurata,  troverà, 
lo  speriamo,  in  quest’opera,  qualche  lume.  Questo  contenuto,  il 
«piale  per  il  filosofo  ed  il  fisico  offre  l'interesse  maggiore  e più 
generale,  si  trova  infatti  .nascosto  sotto  la  veste  didattica  della 
scienza  odierna. 

(Ili  elementi  fondamentali  delle  nozioni,  che  studia  la  mec- 
canica. si  sono  sviluppati  quasi  compiutamente,  quando  si  son 
fatte  le  ricerche  su  casi  speciali  e semplicissimi  dei  fenomeni 
meccanici  : e l’analisi  storica  delle  discussioni  riguardanti  questi 
casi  rimane  ancora  il  mezzo  più  eflicace  ed  il  più  naturale  per 
conoscere  gli  elementi  essenziali  dei  principi,  e si  può  nuche 
dire  che  solo  per  questa  via  possiamo  arrivare  alla  compiuta 
comprensione  dei  risultati  generali  della  meccanica.  Uniforman- 
domi a lidi  vedute  sono  giunto  ad  un’esposizione  forse  alquanto 
lunga,  nello  stesso  tempo  però  abbastanza  chiara,  l’er  l’im per- 
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lezione  del  linguaggio  ordinario  mi  è stato  impossibile,  a meno 
di  non  volere  talvolta  sacrificare  la  forma,  mettere  da  banda 
le  brevi  ed  esatte  notazioni  matematiche. 

Le  idee  svolte  in  quest’opera  furono  sin  da  principio  e quasi 
senza  eccezione  accolte  con  gran  freddezza  ed  assai  lentamente 
ottennero  migliore  accoglienza.  Tutte  le  concezioni  essenziali, 
che  essa  contiene,  furono  espresse  per  la  prima  volta  in  una 
breve  comunicazione  intitolata  Ueber  die  Definitioh  der  Mosse, 
5 p.  in-8;  (Sulla  definizione  di  massa),  che  incontreremo  nel 
cap.  II.  n.  V.  che  Pogge  udori!  riliutò  di  pubblicare  nei  suoi 
Annidi,  e perciò  comparve  un  anno  dopo  (1808)  nel  Reperto- 
rio di  fisica  sperimentale  di  Cari.  Nel  1871  in  una  conferenza 

10  ho  chiaramente  indicato  il  punto  di  vista,  in  cui  mi  ero  po- 
sto, nella  critica  della  conoscenza  rispetto  alla  scienza  in  gene- 
rale ed  (dia  fisica  in  particolare.  Secondo  un  tal  modo  di  vedere 

11  concetto  di  causa  è sostituito  da  quello  di  funzione;  la  sco- 
perta della  reciproca  dipendenza  dei  fenomeni  e la  loro  descri- 
zione economica  allora  divengono  lo  scopo,  mentre  i concetti 
fisici  non  sono  più  che  semplici  inCzzi  per  giungervi.  Ora  non 
mi  premeva  più  di  chiedere  a nessun  direttore  di  Rivista  di 
assumersi  la  responsabilità  della  pubblicazione  di  questa  con- 
ferenza. e.  nel  1872.  io  la  feci  pubblicare  in  un  opuscolo  fi). 

Inoltre  ebbi  la  contentezza  di  vedere  nel  1874  da  Kirchlioff 
introdurre  nella  sua  Meccanica  (2)  e da  Helmholtz  (8)  la  descri- 
zione come  dimostrazione,  idea  che  non  corrispondeva  che  ad 
una  parte  delle  mie  idee  e che  destò  nondimeno  “ In  meraviglia 
generale  „ dei  contemporanei.  Ma  la  grande  autorità  di  Kir- 
ehhoff  esercitò  gradatamente  la  sua  grande  influenza  e il  risul- 
tato evidentemente  ne  fu  che  la  min  Meccanica,  quando  fu  pub- 


1 Die  (leseli idi  te  and  die  1 [’urzttl  dea  Satres  des  Krlialtiinij 
der  .\rbeil,  Praga,  Calve,  1872. 

(2)  Yorlesuiìijen  iiber  inuthciua/ischc  Phi/ai/e:  Mediani k,  Leip- 
zing.  1874. 

(3.  Die  Thatsachen  in  iter  Watirnehniung,  Berlin,  1879. 
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blicata.  nel  1883,  non  sembrò  più  si  peregrina.  Davanti  a questo 
incalcolabile  appoggio,  die  cosi  diede  Kirclihoff  alle  mie  idee. 
.70  considero  come  assolutamente  secondario  il  l'atto  che  si  sia 
ritenuto,  e in  parte  si  ritenga  ancora,  la  mia  esposizione  tisica 
dei  principi  come  una  estensione  della  sua,  benché  essa  sia.  in 
realtà,  non  soltanto  più  antica  rispetto  all’epoca  della  sua  appa- 
rizione, ma  ancora  più  radicale. 

Ho  già  esposto  la  mia  opinione  sulla  natura  di  ogni  scienza, 
la  (piale  consiste  nel  considerarla  come  una  economia  del  pen- 
siero. in  una  conferenza  fatta  sulle  forme  dei  liquidi  (1);  l’ho 
sostenuta  nel  mio  opuscolo  del  1872  già  citato,  e l'ho  infine 
discussa  particolareggiatamente  in  un  discorso  accademico  sulla 
Natura  economica  della  ricerca  fisica  (2).  Ora  non  sono  più 
solo  (li  questa  opinione,  poiché  con  mia  grande  soddisfazione 
A ve  nari  us  ha  sviluppato  in  una  maniera  tutta  sua  propria  idee 
molto  simili  alle  mie  (8).  La  tendenza  veramente  filosofica  di 
riunire  tutte  le  scienze  in  un  unico  sistema  — tendenza  che  fa 
d’altronde  una  opposizione  vigorosa  alle  usurpazioni  della  filo- 
sofia speculativa  — non  sani  certamente  disconosciuta  nel  mio 
libro. 

Le  questioni  qui  trattate  mi  preoccupavano  già  nella  mia 
giovinezza,  e l' interessamento  che  destavano  in  me  fu  potente- 
mente  eccitato  dall  ammirevole  introduzione  che  Lagrauge  fece 
precedere  i capitoli  della  sua  M éeanique  anah/tique,  come  da  una 
Memoria  di  Jolly  scritta  con  finezza  e con  chiarezza  (Principien 
der  Mechanik,  Stuttgart.  1852).  L’eccellente  storia  critica  dei 
principi  della  meccanica  del  Duhring  (. Kritische  Geschichte  der 
Pi  incipien  der  Mechanik,  Berlin.  1873),  non  ha  più  esercitato 
un'influenza  sensibile  sopra  le  mie  idee,  poiché,  all'epoea  della 


ili  Popolar,  Il  issenscliafllischen  Vorlesune/en,  Leipzig,  18%. 
pag.  1 e seg. 

(2)  Jhìd,  pag.  20iì  e seg. 

(8)  Philosophie  a/s  Dénlen  der  II  eli  nach  dem  Pria  cip  des 
kleinsten  Kraftmaasses,  Leipzig,  1870. 


XIII 


sua  pubblicazione  io  possedevo  ed  avevo  g i à spiegato  tutti  gli 
elementi  essenziali  j tuttavia  si  troveranno  molti  punti  di  con- 
tatto. almeno  per  ciò  die  riguarda  la  parte  negativa  della  cri- 
tica. Il  numero  dei  fautori  di  quest’opera  di  molto  è accresciuto 
in  questi  venti  anni,  ed  il  richiamo  occasionale  dei  miei  svol- 
gimenti negli  scritti  di  Blondiot,  Boltzmann,  Foppl  Hertz,  Love, 
Maggi,  T’earson,  Siate.  \ oss  e d’altri,  mi  danno  affidamento  a 
sperare  che  il  mio  lavoro  non  sarà  riuscito  vano.  .Mi  ha  fatto 
particolarmente  piacere  di  vedere  K.  Pearson  e J.-B.  Stallo 
prendere  lo  stesso  mio  atteggiamento  verso  la  metafisica  e tro- 
vare in  W.  K.  Clifford  un  pensatore,  il  cui  fine  è quasi  identico 
al  mio. 

I nuovi  apparecchi  di  dimostrazione  descritti  in  questo  libro 
furono  costruiti  intieramente  dietro  le  mie  indicazioni  nel  labo- 
ratorio dell’Istituto  di  lisica  dell’ Università  di  Praga,  che  io  ho 
alti  e \olte  diretto.  Alcune  illustrazioni,  copie  fedeli  di  antiche 
incisioni,  sono  in  relazione  meno  strette  col  testo.  Le  effigie  dei 
grandi  investigatori,  riprodotte  in  questi  disegni  in  un  modo  sì 
originale  e sì  naturale,  mi  hanno  spesso  arrecato  nel  lavoro  una 
impressione  di  freschezza,  a cui  io  spero  partecipino  i miei 
lettori. 

Vienna,  190d. 


E.  Mach. 


Lavori  di  Auding,  Dukem,  Foppl,  Hartmann,  Seeliger,  Vai- 
lati  e Wohhvill  sono  presi  in  considerazione  in  un’appendice 
divisa  in  sei  parti  alle  quali  il  testo  rimanda.  Devo  suggeri- 
menti per  aggiunte  e modificazioni  ai  signori  E.  Lampe  (Ber- 
lino) e V.  Sarater  (North  Wobarn,  Mass.) 

Vienna,  novembre  1908. 

E.  Mach. 
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INTRODUZIONE 


1.  La  parte  della  fisica,  che  è la  più  antica  e ad  un  tempo 
la  più  semplice,  e che  perciò  viene  considerata  come  la  base 
della  comprensione  di  molte  altre  parti  di  questa  scienza,  ha  per 
oggetto  lo  studio  del  moto  e delFequilibrio  delle  masse:  essa 
dicesi  meccanica. 

2.  La  storia  dello  sviluppo  della  meccanica  è affatto  indi- 
spensabile per  comprendere  compiutamente  la  scienza  nella  sua 
condizione  presente,  e fornisce  anche  un  esempio  semplice  ed 
istruttivo  del  processo,  col  quale  si  costituiscono  generalmente 
le  sciènze  fisiche.  La  conoscenza  istintiva  ed  involontaria  dei 
fenomeni  della  natura  precede  sempre  senza  dubbio  la  loro  co- 
noscenza cosciente,  scientifica,  cioè  la  indagine  deliberata  dei 
fenomeni.  La  prima  è dovuta  alle  relazioni  fra  i fenomeni  della 
natura  ed  il  soddisfacimento  dei  nostri  bisogni.  L’acquisto  delle 
cognizioni  più  elementari  non  riguarda  il  solo  individuo  ; ma  esso 
è previamente  effettuato  dallo  sviluppo  della  specie.  Infatti  è 
necessario  di  fare  una  distinzione  fra  le  esperienze  di  meccanica 
e la  scienza  della  meccanica,  secondo  il  significato  che  ora  si 
attribuisce  a questa  parola. 

Egli  è certo  che  le  esperienze  meccaniche  sono  antichissime. 
Esaminando  attentamente  i bassorilievi  ed  i disegni  dei  monu- 
menti egiziani  ed  assiri,  troviamo  rapjmesentati  molto  bene  nu- 
merosi strumenti  ed  apparecchi  meccanici  ; ma  la  storia  della 
scienza  di  questi  popoli  o non  esiste  affatto  od  è poco  o punto 
attendibile.  A lato  degli  strumenti  ingegnosissimi  vi  trovi  dei 
procedimenti  del  tutto  grossolani  come,  ad  esempio,  il  trasporto 


di  enormi  massi  di  pietre  per  mezzo  dei  traini.  Tutto  ciò  porta 
seco  il  carattere  della  scoperta  istintiva,  incompleta,  accidentale. 

Le  tombe  dei  tempi  preisto- 
rici contengono  pure  numerosi 
istrumenti,  la  cui  costruzione  e 
l’uso  suppongono  un’abilità  tec- 
nica poco  comune  e molta  espe- 
rienza meccanica.  Talché  molto 
prima  che  si  fosse  pensato  ad 
una  teoria,  nel  senso  ora  at- 
tribuito a questa  parola,  s’in- 
contrano strumenti,  macchine, 
esperimenti  e cognizioni  mec- 
caniche. 

Talvolta  si  è condotti  a 
pensare  che  la  mancanza  dei  do- 
cumenti scritti  alteri  il  nostro 
giudizio  riguardo  ai  popoli  anti- 
chi. Si  trovano  specialmente  ne- 
gli autori  antichi  certi  passi  stac- 
cati, che  sembrano  testimoniare 
la  dottrina  ben  più  profonda  di 
quella  che  generalmente  si  at- 
tribuisce a questi  popoli.  Pren- 
diamo, per  esempio,  il  passo  se- 
guente di  Vitruvio  (1):  “ Vox 
miteni  est  spiritus  (lueus,  et 
auris  ictu  sensibilis  auditui.  Ea 
movetur  circulorum  rotundatio- 

nibus  infiuitis,  uti  si  in  plaeidam 

auqam  lapide  immisso  naseantur  innumerabiles  undarum  circuii 
crescentes  a centro  et  quam  latissime  possint  vagantes,  nisi 


1 Vedi  Vitruvio,  De  Ardi  iteci  tira,  Uh.  V,  cap.  IH,  pag.  (5, 
stampato  n Firenze  per  gli  eredi  di  Filippo  Giunti,  anno  1522. 
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angustia  loci  interpellaverit.  aut  alitila  offensio.  quae  non  pa- 
tiatur  designationes  earum  undarum  ad  exitus  pervenire.  Itaque 
<jum  interpellentnr  offensionibus.  priinae  redundautes  insequen- 
tiuin  distur  liant  designationes.  Eadem  ratioue  vox  ita  ad  circi- 
num  ellicit  inotiones.  Sed  in  aqua  circuii  aequa  planitie  in 
Jatitudinem  moventur,  vox  et  in  latitudine  progreditur  et  al- 
titudinem  gradatim  scandii.  Igitur  ut  in  aqua  undarum  desi- 
gnationilms,  ita  in  vóce  cum  offensio  nulla  primam  undam  in- 
terpellaverit, non  disturbai  seeundam  neo  insequentes  sed  omues 
sine  resonantia  perveniunt  ad,  imorum  et  suininórum  aures  „. 

Eccone  la  traduzione:  “ La  voce  è un  vento,  che  scorre  e 
che  si  stende  sensibile  all'udito  con  la  percossa  dell'aria.  ISi  muove 
per  infiniti  giri*  circolari,  ed  appunto  come  sono  quegl’infiniti 
cerchi  delle  onde,  i quali  si  generano  gettando  un  sasso  in  una 
acqua  quieta,  e crescendo  coll'allontanarsi  dal  centro,  si  diffon- 
dono, quanto  più  possono,  se  non  sono  impediti  o dalla  stret- 
tezza del  luogo,  o da  altro  intoppo,  che  non  lascia  giungere 
queste  onde  alla  line  de!  loro  destino;  onde  è che  rimanendo 
le  prime  rattenute  dagl’ intoppi,  ripercuotendosi  interrompono  le 
terminazioni  delle  seguenti.  Non  altrimenti  si  estende  la  voce 
anche  circolarmente:  con  questa  soln  differenza,  die  nell  acqua 
i cerchi  si  estendono  in  larghezza  orizzontale,  ma  la  voce  si 
estende  in  larghezza,  e va  di  mano  in  mano  salendo  anche  in 
altezza;  laonde,  siccome  accade  nella  terminazione  delle  onde, 
così  anche  nella  vose,  quando  non  vi  è intoppo,  che  trattenga 
la  prima,  questa  nou  disturba  la  seconda,  nè  le  altre  appresso, 
ma  tutte  senza  rimbombo  giungono  egualmente  alle  orecchie 
dei  primi  e degli  ultimi.  „ 

Non  direbbesi  di  sentire  un  volgarizzatore,  la  cui  incom- 
pleta esposizione  ci  sia  pervenuta,  allorché  forse  le  opere  più 
profonde,  cui  ha  attinto,  si  sono  perdute?  Pure  a noi,  da 
qui  a migliaia  d’anni,  ci  apparirebbe  sotto  una  strana  luce, 
se  la  nostra  letteratura  popolare,  che  a causa  della  sua  esten- 
sione. correndo  meno  pericoli  di  essere  distrutta,  si  conservasse 
più  lungamente  delle  nostre  opere  scientifiche?  Ma  questa  opi- 


nione  favorevole  è distrutta  da  un  gran  numero  di  altri  passi, 
i quali  contengono  errori  sì  grossolani  e cosi  evidenti,  che  sono 
nppena  compatì  hi  li  con  una  coltura  scientifica  più  avanzata. 

Pertanto  aggiungiamo  che  le  ricerche  recenti  sulla  lettera- 
tura scientifica  degli  antichi  “ conducono  a modificare  il  nostro 
giudizio  in  un  senso  più  favorevole,  t'osi  Schiaparelli  ha  dato 
un  eccellente  ragguaglio  dell’astronomia  dei  Greci;  e Uovi,  nel 
suo  lavoro  sull'ottica  di  Tolomeo,  ha  messo  in  luce  dei  veri  te- 
sori. L’opinione  testé  molto  diffusa,  cioè  che  i ( ■ re  ci  in  parti- 
colàre avessero  completamente  trascurato  1 esperimentare.  è oggi 
del  tutto  insostenibile.  I più  antichi  esperimenti  sono  senza  dub- 
bio quelli  dei  pitagorici,  i quali  si  servivano  del  monocordo  col 
cavalletto  per  la  determinazione  dei  rapporti  delle  lunghezze 
delle  corde  vibranti  armonicamente.  Anassagora  dimostra  che 
l'aria  è pesante  per  mezzo  di  vesciche  gonfie  e chiuse;  Empe- 
doele  mediante  un  vaso  rovesciato,  immerso  nell’acqua  (Aristo- 
tele, Fisica J;  ma  questi  sono  esperimenti  primitivi;  Tolomeo 
espose  ricerche  metodiche  sulla  rifrazione  della  luce:  e le  sue 
osservazioni  di  ottica  fisiologica  sono  tutt’ora  interessanti.  Ari- 
stotele .1  feteor.)  riporta  alcune  osservazioni,  le  quali  condu- 
cono alla  spiegazione  del  fenomeno  dell’arcobaleno.  Si  può 
attribuire  all’immaginazione  di  storici  ignoranti  le  fandonie  as- 
surde. molto  adatte  ad  aumentare  la  nostra  diffidenza,  come  ad 
esempio  la  storia  ili  Pitagora  ed  i martelli  che  producevano 
un  suono,  la  cui  altezza  era  proporzionale  :4  loro  peso.  Plinio 
abbonda  di  storielle  di  questo  genere,  prive  di  ogni  senso  cri- 
tico. In  sostanza  esse  non  sono  nè  peggiori,  nè  più  false  delle 
favole  della  mela  di  Newton  o del  ramino  di  Watt.  Forse  esse 
si  comprenderanno  ancora  meglio, se  si  terrà. conto  della  difficoltà 
e della  spesa  altissima,  che  s’ incontravano  per  la  pubblicazione 
degli  scritti  antichi,  e quindi  la  loro  limitatissima  diffusione  (1). 


il  Vedi  I.  Muu.kr,  Ueber  iliis  Experiment  in  (leu  phi/siha- 
lisehen  Stia/ ieri  iter  Griechen,  Natnrwiss.  \ erein,  Innsbruk,  XXIII, 
1896417. 
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4.  È oggi  diffìcile  stabilire,  dal  punto  di  vista  storico,  quando, 
dove  ed  in  «piai  modo  abbia  realmente  incominciato  lo  sviluppo 
della  scienza.  Sembra  ben  naturale  ammettere  che  l'istintiva 
classificazione  degli  esperimenti  abbia  preceduto  la  loro  classi- 
ficazione scientifica.  Le  tracce  di  questo  processo  si  possono 
ancora  trovare  nella  scienza  odierna:  e possiamo  anche,  al  bi- 
sogno, osservarle  in  noi  stessi.  L'uomo,  per  il  soddisfacimento 
dei  propri  bisogni,  fa  involontariamente  ed  istintivamente  degli 
esperimenti,  dei  quali  si  serve  in  una  maniera  iueoscente  e senza 
pensarvi.  A questi  appartengono  per  esempio  i primi  esperimenti 
che  riguardano  l'applicazione  della  leva  sotto  le  sue  forme  più 
differenti.  Ma  ciò  che  si  trova  in  un  modo  cosi  istintivo  ed  ir- 
riflessivo può  solo  sembrare  come  qualche  cosa  di  speciale  o di 
sorprendente,  ed  in  generale  non  provoca  alcuna  nuova  idea. 

La  transizione  di  questo  studio  ad  una  conoscenza  e ad  una 
cognizione  classificata,  scientifica  dei  fenomeni  non  diviene  pos- 
sibile, se  non  quando  si  sono  costituite  certe  professioni  speciali, 
che  soddisfano  determinati  bisogni  sociali.  Ciascuna  di  queste  pro- 
fessioni si  occupa  di  certe  classi  speciali  di  fenomeni  naturali. 
Ma  le  classi  di  quelli,  die  esercitano  questi  mestieri,  si  rinno- 
vano; gli  antichi  membri  scompaiono  e ne  subentrano  dei  nuovi. 
Si  doveva  quindi  sentire  la  necessità  di  far  conoscere  ai  nuovi 
venuti  le  esperienze  possedute,  di  imparare  ad  essi  da  quali 
condizioni  dipende  il  raggiungimento  di  un  dato  line,  ond'essi 
possono  precedentemente  determinarne  i risultati. 

Questa  esigenza  dapprima  costringe  ad  una  riflessione  più 
precisa,  come  ognuno  oggi  può  ancora  osservar  su  se  stesso. 
D'altra  parte  il  nuovo  membro  considera  come  straordinarie 
delle  cose,  che  gli  antichi  facevano  macchinalmente  e che  diven- 
gono in  questo  modo  per  lui  occasioni  di  riflessione  e di  ricerca. 

Quando  vogliamo  iniziare  qualcuno  alla  conoscenza  di  certi 
fenomeni  naturali,  noi  possiamo  o farglieli  osservare  da  se  stesso 
(ma  allora  non  hnvvi  insegnamento)  ovvero  dobbiamo  descriver- 
glieli in  un  modo  qualunque  per  risparmiargli  la  fatica  di  ripe- 
tere personalmente  e da  capo  ciascun  esperimento.  Ma  la  de- 
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nizione non  è possibile  che  quando  si  tratta  di  fenomeni,  i 
quali  si  ripetono  continuamente  o che,  per  lo  meno,  risultino  di 
parti,  che  si  riproducono  costantemente.  Si  può  descrivere  o rap- 
presentare astrattamente  col  pensiero  solo  quello  che  è uniforme 
o ,.he  segue  una  legge  ; poiché  la  descrizione  suppone  per  rap- 
presentare gli  elementi,  l’applicazione  di  certe  determinazioni, 
le  quali  si  comprendono  solo  quando  gli  elementi  si  ripetono. 

5.  Fra  i numerosi  fenomeni  della  natura  alcuni  di  essi  sem- 
brano comuni,  altri  appaiono  come  straordinari,  sorprendenti, 
sconcertanti  e per  cosi  dire  in  contraddizione  coi  primi.  Finché 
si  verifica  ciò,  noi  non  possediamo  una  concezione  stabile  ed  uni- 
laterale della  natura;  onde  il  compito  di  ricercare  fra  la  molti- 
plicità  degli  elementi  sempre  presenti  dei  lenomeui  naturali 
quelli  che  sono  della  stessa  specie.  D’altra  parte  la  descrizione 
e la  comunicazione  piò  brevi  e più  economiche  sono  rese  perciò 
possibili  ; l’acquisto  di  questa  facoltà  di  riconoscere  nella  com- 
plicazione dei  fenomeni  questi  elementi  sempre  simili  conduce 
d’altronde  ad  una  concezione  sinottica,  unitaria,  Ionica  e in- 
cile dei  fatti.  Quand’anche  si  sia  giunti  a scoprire  ovunque  un 
piccolo  numero  di  elementi  semplici,  sempre  gli  stessi,  i quali  si 
assomigliano  in  un  modo  comune,  questi  ci  sembrano  come  cose 
note,  che  non  ci  sorprendono  più;  nulla  più  di  estraneo,  di  nuovo 
o ili  confuso  troviamo  nei  fenomeni  ; noi  ci  familiarizziamo  con 
essi,  i quali  non  ci  lasciano  più  perplessi;  essi  sono  spiegai. 
Questo  è un  processo  di  adattamento  del  pensiero  ai  fatti. 

1*.  I/economia  nella  comunicazione  e nella  concezione  appar- 
tiene alla  vera  essenza  della  scienza.  In  ciò  risiede  il  suo  eie- 
. mento  acquietante,  esplicativo  ed  estetico  di  questa,  ed  è in- 
dubbiamente della  più  grande  importanza  dal  punto  di  vista 
dell’origine  storica  della  scienza.  In  principio  ogni  economia 
ebbe  per  iscopo  immediato  il  soddisfacimento  dei  bisogni  tisici. 
per  il  lavoratore,  ed  ancor  più  per  l’ investigatore,  la  più  breve, 
la  più  semplice  conoscenza  di  una  classe  determinata  di  feno- 
meni naturali,  quella  che  si  può  raggiungere  col  minimo  numero 
di  sforzi  intellettuali,  naturalmente  diviene  per  sé  stesso  uno 


scopo  economico;  in  questo,  quantunque  non  sia  da  principio 
che  un  mezzo  per  ottenere  un  risultato  determinato,  i bisogni 
Usici  sono  quasi  intieramente  trascurati,  poiché  i bisogni  in- 
tellettuali corrispondenti  sono  svegliati  e richiedono  di  essere 
soddisfatti. 

('osi  dunque  la  scienza  della  natura  si  propone  di  ricercare 
ciò  che  havvi  di  invariabile  nei  fenomeni,  negli  elementi  di  essi, 
nel  modo  con  cui  sono  collegati  insieme  e nella  loro  mutua  di- 
pendenza. Essa  si  sforza,  mediante  una  descrizione  generale  e 
compiuta,  di  rendere  inutili  nuovi  sperimenti,  di  risparmiarceli, 
per  esempio  quando  la  conoscenza  della  dipendenza  reciproca  di 
due  fenomeni  fa  si,  che  l’osservazione  del  primo  rende  inutile 
quello  dei  secondo,  che  e predeterminato  e codeterminato  dal 
primo.  Ma  si  può  risparmiare  molto  lavoro  della  descrizione 
stessa,  introducendovi  il  metodo,  e cercando  di  descrivere  il  più 
possibile  nello  stesso  tempo  e nel  modo  più  breve.  Studiando  i 
particolari,  tutto  ciò  diverrà  molto  più  chiaro,  di  quanto  sia 
possibile  in  una  esposizione  generale.  Tuttavia  è opportuno  di 
segnalare  liti  da  ora  i punti  di  vista  fondamentali,  di  cui  avremo 
occasione  di  occuparci  nel  corso  della  nostra  opera. 

7.  Entreremo  subito  in  modo  più  particolare  nel  nostro  sog- 
getto; e,  senza  fare  della  storia  della  meccanica  il  principale 
nostro  scopo,  considereremo  il  suo  sviluppo  storico  per  quanto 
sia  necessario  al  coni  (trend  intento  dello  stato  attuale  di  questa 
scienza,  e per  quanto  non  distrugga  l’unità  del  nostro  lavoro. 
Facendo  astrazione,  che  non  possiamo  permetterci  di  trascurare 
i grandi  incentivi  dati  dagli  uomini  più  illustri  ili  tutte  le  epo- 
che. incentivi  i quali,  tutto  considerato,  sono  d’altronde  più  fe- 
condi di  quelli  che  possono  dare  le  migliori  menti  odierne,  non 
havvi  spettacolo  più  grandioso,  né  più  intellettualmente  elevato 
di  quello  offerto  dalla  potente  intellettualità  degli  investigatori 
fondamentali.  Benché  non  possedessero  alcun  metodo,  poiché 
essi  furono  creati  dal  loro  sforzo  e sarebbero  rimasti  sempre 
incompresi  senza  conoscere  le  loro  opere,  tuttavia  essi  s impos- 
sessarono, si  resero  padroni  della  loro  .rateria  e ad  essa  imposero 
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la  forma  astratta.  Chi  conosce  il  corso  compiuto  dello  sviluppo  della 
scienza  giudicherà  evidentemente  in  un  modo  assai  più  indipen- 
dente e più  esatto  il  significato  di  un  movimento  scientifico 
odierno  di  colui,  che,  limitandosi  nel  suo  giudizio  al  periodo  di 
tempo,  in  cui  è vissuto,  non  può  fondarsi  che  sull’indirizzo 
momentaneo,  che  ha  preso  questo  movimento. 


CAPITOLO  PRIMO 
Sviluppo  dei  principi  della  statica 


I.  U principio  della  leva. 

I.  Le  più  antiche  ricerche  di  meccanica,  di  cui  abbiamo 
qualche  notizia,  quelle  dei  Greci  antichi,  relative  alla  statica, 
riguardano  l’equilibrio.  Parimente,  quando  i (ìreci  fuggiaschi, 
dopo  la  presa  di  Costantinopoli  da  parte  dei  Turchi  nel  1453. 
diedero  al  pensiero  in  occidente  un  nuovo  impulso  per  mezzo 
degli  scritti  antichi,  che  essi  avevano  conservati,  furono  le  ricerche 
sulla  statica,  principalmente  originate  dni  lavori  di  Archimede, 
quelle  di  cui  si  occuparono  i più  grandi  investigatori  di  quel 
tempo. 

Le  ricerche  sullo  altre  parti  della  meccanica  non  incomincia- 
rono che  assai  tardi  presso  i (ìreci,  e non  si  possono  paragonare 
ai  grandi  progressi  che  questo  popolo  fece  nelle  matematiche  e 
particolarmente  in  geometria.  * 

I documenti  sulla  meccanica,  riguardanti  i più  antichi  inve- 
stigatori greci,  sono  assai  rari.  Archila  da  Taranto  (circa  il  quat- 
trocento a.  C'.)  si  segnalò  in  geometria,  in  cui  si  occupò  del  ce- 
lebre problemn  della  duplicazione  del  cubo,  e costruì  alcuni 
istrumenti  di  meccanica  per  il  tracciamento  delle  diverse  curve. 
In  astronomia  insegnò  che  la  terra  era  sferica  e che  essa  com- 
piva in  un  giorno  una  rotazione  intorno  al  proprio  asse  ; in  mec- 
canica trovò  la  teoria  della  puleggia.  In  uno  dei  suoi  scritti 
sulla  meccanica  egli  deve  avere  applicata  la  geometria  a questa 
scienza,  ma  non  si  ha  alcun  documento  certo,  il  quale  fornisca 
qualche  particolare.  Inoltre  Aulo  Gellio  (X.  12)  riferisce  che 
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Archita  aveva  costruita  una  macchina  automatica  straordinaria 
consistente  in  una  colomba  volante  di  legno,  che  era  probabil- 
mente messa  in  movimento  per  mezzo  dell’aria  compressa.  E 
infatti  una  caratteristica  della  preistoria  della  meccanica  che  da 
un  lato  si  sia  richiamata  l’attenzione  sulla  sua  utilità  pratica  e 
che  dall  altro  essa  sia  stata  applicata  alla  costruzione  di  macchine 
automatiche,  le  iptali  potevano  servire  solo  a meravigliare  gli 
ignoranti. 

Anche  più  tardi,  all’epoca  di  G'tesibio  (285-247  a.  C.)  ed  Erone 
(1°  secolo  a.  queste  tendenze  nou  erano  sostanzialmente  cam- 
biate. Durante  il  decadimento  della  cultura,  nel  medio-evo  si 
ripetè  questo  stesso  fenomeno.  Si  conoscono  le  ingegnose  mac- 
chine automatiche  ed  i complicati  meccanismi  di  orologeria,  la 
costruzione  dei  quali  la  credenza  popolare  attribuiva  all’opera  del 
demonio.  Imitando  la  apparenza  esteriore  della  vita,  l’uomo  nutriva 
speranza  di  penetrare  il  fondamento  interno.  La  credenza  mera- 
vigliosa della  possibilità  del  moto  perpetuo  è pure  in  relazione 
eon  questa  concezione  errata  della  vita.  Solo  gradualmente  e 
lentamente,  e sotto  forma  vaga,  si  presentarono  da  principio 
alla  mente  dei  pensatori  i genuini  problemi  della  meccanica. 

I problemi  meccanici  di  Aristotile  (364-322  a.  0.)  sono  una 
conferma  di  questo  modo  di  vedere.  Aristotele  sa  riconoscere 
e porsi  i problemi:  egli  concepì  il  principio  del  parallelogramma 
ilei  moti;  e fu  sul  punto  di  scoprire  la  forza  centrifuga;  ma  non 
fu  felice  nella  risoluzione  dei  problemi.  L’ intiero  lavoro  ha  un 
carattere  più  dialettico  che  scientifico;  Aristotele  si  tien  pago  di 
mettere  in  evidenza  le  aporie  (le  difficoltà),  che  contengono  i 
problemi.  Del  resto  tutto  questo  libro  di  Aristotele  caratterizza 
benissimo  lo  stato  intellettuale  corrispondente  all’inizio  di  una 
ricerca  scientifica. 

Ciò  che  si  verifica  secondo  le  leggi  della  natura,  ma  di 
cui  la  causa  non  è apparente,  ci  sembra  meraviglioso...  Sono  di 
tal  genere  i fatti,  in  cui  il  minore  vince  il  maggiore,  i piccoli 
pesi  superano  i maggiori  e quasi  tutti  i problemi  che  noi  chia- 
miamo meccanici....  Ma  alle  difficoltà  di  questa  specie  apparten- 
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gono  i| nello  che  sono  inerenti  alla  leva,  poiché  sembrerebbe 
contradditorio  che  una  forza  minima  metta  in  moto  un  grande 
peso,  cui  è ancora  aggiunto  un  carico  più  grosso.  Chi  non 
può  muovere  un  peso  senza  l'aiuto  di  una  leva,  può  facilmente 
muoverlo  coll’aiuto  di  essa.  La  causa  primordiale  di  tutto  ciò 
è inerente  alla  natura  del  cerchio,  ed  è veramente  •naturalis- 
simo. poiché  non  havvi  nulla  di  contradditorio  a ciò.  che  il  me- 
raviglioso esca  dal  inara viglioso.  Ma  un  insieme  di  proprietà 
contrarie  in  un  tutto  unitario  è ciò  che  vi  ha  di  più  meravi- 
glioso. Il  cerchio  è veramente  composto  in  questo  modo,  perchè 
esso  è generato  da  qualche  cosa  che  si  muove  e da  qualche  cosa 
che  rimane  nel  suo  luogo  „. 

In  un  altro  passo  dello  stesso  lavoro  havvi  la  testimonianza 
di  un  presentimento  degli  spostamenti  virtuali  sotto  forma  assai 
indeterminata. 

• Queste  considerazioni  mostrano  che  si  sa  scoprire  un  problema 
e si  sa  enunciarlo;  ma  l’ investigatore  è ben  lungi  ancora  dalla 
sua  risoluzione. 

2.  Archimede  da  Siracusa  (287-212  a.  0.)  ha  lasciato  un  gran 
numero  ili  opere,  alcune  delle  quali  ci  sono  pervenute  complete,  fra 
le  altre  un  trattato  di  De  Aeqtt i ponile  rantibus,  che  contiene  alcune 
proposizioni  sulla  leva  e sul  baricentro  e che  ora  esamineremo. 

In  questo  trattato  Archimede  parte  dalle  seguenti  ipotesi,  che 
egli  considera  come  evidenti  per  sé  stesse: 

a i Due  pesi  eguali  applicati  ad  egual  distanza  i dal  punto 
di  appoggio)  si  fanno  equilibrio. 

b)  Due  pesi  eguali  applicati  a distanze  disuguali  (dal  punto 
di  appoggio)  non  si  fanno  equilibrio  ed  il  peso,  che  è più 
distante,  discende. 

Da  queste  ipotesi  egli  deduce  la  proposizióne  seguente: 

" Pesi  commensurabili  sono  in  equilibrio,  quando  sono  in  ra- 
gione. inversa  delle  loro  distanze  dal  punto  di  appoggio  „. 

Potrebbe  sembrare  superfluo  di  fare  una  analisi  minuta  di 
queste  ipotesi;  ina  considerandole  meglio,  ci  accorgiamo  che 
questa  analisi  è indispensabile. 
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Immaginiamo  un’asta  rigida  senza  peso  appoggiata  ad  un  punto; 
n distanze  eguali  da  esso  si  sospendono  pesi  eguali.  Archimede 
suppone  questi  pesi  in  equilibrio  e assume  questa  ipotesi  per 
punto  di  partenza. 

l’er  la  simmetria  di  tutto  il  sistema  non  liavvi  alcuna  ragione 
di  moto  in  un  senso  piuttosto  che  in  un  altro.  Sembra  evidente. 

r ZS  1 Vlrtl1  principio  della  ragione  sufficien- 
ti Q te>  clie  l'ipotesi  sia  in  dipendente  ad  ogni 

i-'iy.  g.  esperienza.  Ma  allora  si  dimenticherebbero 

gran  numero  di  esperienze  positive  e negative  che  vi  sono  già  conte- 
nute; esperienze  negative  per  esempio  come  queste  : il  colore  dei 
bracci  della  leva,  la  posizione  dello  spettatore, un  fenomeno  qualun- 
que che  avviene  nella  vicinanza,  non  hanno  alcuna  influenza; 
d altra  parte  un'esperienza  positiva,  chiaramente  messa  in  evidenza 
nella  seconda  ipotesi,  e per  la  quale  sono,  non  soltanto  i pesi, 
ma  anche  le  loro  distanze  dal  fulcro,  i fattori  che  determinano 
la  rottura  dell’equilibrio,  o.  se  si  vuole,  i determinanti  del  moto. 
Queste  esperienze  sono  necessarie  per  comprendere  che  realmente 
lo  stato  di  riposo  (di  non  moto)  è l’unico,  die  sia  determinato 
in  un  sol  modo  dalle  condizioni  determinanti  della  ipotesi  (1). 

Ma  la  conoscenza  delle  circostanze  determinanti  un  feno- 
meno si  può  considerare  come  sufficiente  solo  quando  essa  dà 
una  determinazione  unica  di  questo.  Le  esperienze,  di  cui  or 
ora  si  è parlato,  permettono  di  fare  l’ipotesi  che  i soli  pesi  e le 
loro  distanze  sono  determinanti;  solo  allora  la  prima  proposizióne 
di  Archimede  acquista  realmente  un  alto  grado  di  evidenza  e 
diviene  eminentemente  idonea  a servire  ili  base  ad  ulteriori  ri- 
cerche. 

Per  l’osservatore  posto  nel  piano  di  simmetria  dell’apparecchio, 
la  prima  proposizione  diviene  una  convinzione  istintiva,  che  as- 
solutamente s’ impone  e che  d’altra  parte  è fondata  nella  sim- 


(1)  Se  si  ammettesse,  ad  esempio,  che  il  peso  destro  cada,  sarebbe 
istantaneamente  determinato  il  moto  in  senso  contrario;  basterebbe 
cue  lo  spettatore  si  mettesse  dalla  parte  opposta. 
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inetria  del  nostro  proprio  corpo.  Si  può  anche  aggiungere  die  la 
analisi  delle  proposizioni  del  carattere  di  questa  è un  mezzo  ec- 
cellente per  avvezzare  il  nostro  pensiero  ad  una  precisione  ana- 
loga a quella,  che  la  natura  manifesta  nei  suoi  fenomeni. 

Archimede  in  seguito  cercò  di  ricondurre  il  caso  generale 
della  leva  al  caso  particolare,  che  è per  sè  stesso  evidente.  Nelle 
sue  linee  generali  il  suo  ragionamento  è il  seguente:  I due  pesi 
eguali  1.  sospesi  alle  estremità  a e b (fig.  3)  di  un’asta  a b mobile 
intorno  al  suo  punto  di  mezzo  c,  sono  in  equilibrio.  Se  si  sospende 
il  tutto  ad  un  filo  attaccato  in  c.  questo  filo  dovrà  sostenere  il 
peso  2,  facendo  astrazione  da  quel  lo  dell'asta.  Due  pesi  eguali 
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applicati  alle  estremità  equivalgono  perciò  ad  un  peso  doppio 
applicato  nel  mezzo. 

Ora  sospendiamo  i pesi  2 ed  I (fig.  4)  alle  estremità  di  una 
leva,  i cui  bracci  sono  proporzionali  ai  numeri  1 e 2.  Si  può  im- 
maginare il  peso  2 sostituito  da  due  pesi  1,  applicati  alle  di- 
stanze I e 2 dal  punto  di  sospensione.  Allora  havvi  completa 
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simmetria  rispetto  al  fiderò  e quindi  havvi  equilibrio.  Supponiamo 
ancora  i pesi  He!  ftìg.  5)  sospesi  alle  estremità  dei  bracci  della 
leva  4 e 3.  Questi  pesi  saranno  sostituiti  rispettivamente  da  3 

e 4 paia  di  pesi  — applicati  simmetricamente  come  si  vede  nella 
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figura,  e si  ha  ili  nuovo  la  simmetria  perfetta.  Xel  ragionamento 
ci  siamo  serviti  di  numeri  particolari,  ma  esso  si  può  facilmente 
generalizzare. 

4.  È interessante  vedere  come,  dopo  i lavori  di  Stevino,  Ga- 
lileo modificasse  il  modo  di  vedere  di  Archimede. 

Galileo  immagina  un  prisma  omogeneo  pesante;  lo  sospende 
(fig.  6)  nelle  sue  estremità  ad  un’asta  omogenea  orizzontale  della 

stessa  lunghezza,  e sospende  que- 
st’asta nel  suo  punto  di  mezzo: 
havvi  certamente  equilibrio.  Ora 
Galileo  asserisce  clic  sono  com- 
presi in  questo  caso  tutti  gli  al- 
tri ; e lo  dimostra  in  questo  modo. 
Indichiamo  con  2 (?«  + >')  la  lun- 
ghezza dell’  intiera  asta  o del 
prisma:  si  tagli  il  prisma  in  due  altri  prismi  di  lunghezze  2 ni 
e 2/i  rispettivamente;  ciò  che  si  può  lare  senza  alterare  l'equi- 
librio, legando  all’asta  le  estremità  contigue  dei  primi  2 in  e 2 u. 
Tutti  i legami  precedenti  si  possono  distruggere,  qualora  si  so- 
spendano prima  le  due  parti  del. prisma  all’asta  nei  loro  punti 
di  mezzo.  Essendo  la  lunghezza  totale  2 (m  -f-  «).  la  metà  di  essa 
sarà  m -f-  n ; la  distanza  del  punto  di  sospensione  del  prisma 
metà  di  destra  al  punto  di  sospensione  dell’asta  è in,  ed  n è la 
distanza  corrispondente  pel  prisma  metà  di  sinistra. 

Da  ciò  si  comprende  agevolmente  che  questo  fenomeno  di- 
pende dal  .peso  e non  dalla 
forma  del  corpo.  Dunque  è ma- 
nifesto che  havvi  equilibrio, 
quando  un  peso  qualunque  2 ni 
è sospeso  ad  una  distanza  n ed 
un  peso  2 n ad  una  distanza  in  da  ambo  le  bande  del  puntò, 
di  appoggio  (sospensione). 

Questo  processo  mette  in  evidenza  meglio  ancora  di  quello 
di  Archimede,  gli  elementi  istintivi  della  nostra  conoscenza  del 
principio  della  leva;  ma,  benché  tutto  questo  sia  assai  bello,  vi 
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si  trova  ciò  non  ostante  un  avanzo  di  quella  complicazione  propria 
agli  investigatori  dell  antichità. 

Un  tìsico  moderno  avrebbe  trattato  questo  problema  in  un 
modo  assai  differente;  ecco,  per  esempio,  il  metodo  seguito  da 
Lagran  ge  : 

Un  prisma  orizzontale  omogeneo  è sospeso  pel  suo  centro; 
poi  s’immagina  diviso  in  due  prismi  di  lunghezza  2 m e 2 ri  ri- 
spettivamente, e si  considerano  i baricentri  di  questi  prismi  par- 
ziali, a cui  si  applicano  dei  pesi  proporzionali  a 2 m e 2 ir.  questi 
pesi  posti  a delle  distanze  n ed  m dal  punto  di  appoggio  con- 
tinuano a farsi  equilibrio.  Intanto  aggiungiamo  che  una  brevità 
cosi  elegante  del  problema  esige  un’eccellentissima  intuizione 
matematica. 

5.  L’oggetto,  che  Archimede  ed  i suoi  successori  si  proposero 
nelle  loro  dimostrazioni,  era  di  ricondurre  il  caso  generale  più 
complicato  della  leva  al  caso  più  semplice  e che  sembra  evidente 
per  sè  stesso,  di  discernere  il  semplice  nel  complicato  od  anche  in- 
versamente. Infatti  noi  riguardiamo  un  fenomeno  come  spiegato, 
allorché  perveniamo  a scoprirvi  fenomeni  più  semplici  già  noti. 

Queste  deduzioni  fatte  da  Archimede  e dai  suoi  successori 
possono  a prima  vista  sorprendere  il  nostro  assenso:  ma  una  più 
attenta  considerazione  la  sorgere  dei  dubbi  intorno  al  loro  rigore. 
Si  domanda  in  qual  modo  il  semplice  fatto  dell’equilibrio  dei 
pesi  eguali  a distanze  eguali  dal  punto  di  appoggio  logicamente 
possa  condurre  alla  proporzionalità  inversa  dei  pesi  e dei  bracci 
della  leva? 

Se,  lungi  dal  potere  dimostrare  a priori  il  semplice  fatto  che 
l'equilibrio  dipende  dal  peso  e dalla  distanza,  si  deve  andare  a 
cercarlo  nella  esperienza,  tanto  meuo  si  potrà  determinare  la 
forma  di  questa  dipendenza  (la  legge  di  proporzionalità)  con  un 

mezzo  semplicemente  speculativo  ! 

Ù un  fatto  che  Archimede  e tutti  i suoi  successori  fecero  un 
uso  tacito,  più  o meno  simulato,  della  ipotesi  che  l'effetto  di 
ima  forza  F,  applicata  ad  una  distanza  L da  un  asse  di  rota- 
zione. è misurata  dal  prodotto  l’.L,  detto  momento  statico.  Anzi- 


tutto  è chiaro  che,  nel  còso  di  una  disposizione  esattamente  .sim- 
metrica, I equilibrio  sussiste  qualunque  sia  la  legge  P.f(L  \ colla 
quale  ciò  che  determina  l'alterazione  dell’equilibrio  dipende  da  1 • 
perciò  e impossibile  dedurre  dalla  persistenza  dell’equilibrio  pel 
caso  della  simmetria,  la  forma  determinata  I’.L  di  ,|uesta  legge 
Qmndi  1We  ^ndameiikle  della  dimostrazione  si  .leve  trovare 
nella  trasformazione  che  si  ha  in  vista;  e difatti  vi  si  trova.  Si 
consideri  un  peso  applicato  da  una  patte  dell’asse  di  rotazione- 

S‘  d,V‘;la. ln  due  I,arti  eSuftlb  «He  si  spostano  simmetrica, nente 
rispetto  al  fulcro  primitivo;  uno  di  questi  pesi  si  avvicina  al- 
asse  di  rotazione  tauto  quanto  si  è allontanato  l’altro.  Ora  se 
si  la  ipotesi  ohe  nello  spostamento  l’effetto  rimane  lo  stesso  ciò 
equivale  aver  deciso  sulla  forma  della  legge,  la  quale  fa  dipen- 
dere d momento  dalla  distanza  L.  poiché  questa  permanenza  della 
azione  delle  due  parti  del  peso  non  è possibile  che  quando  que- 
sta legge  abbia  la  forma  P.L,  cioè  nel  caso  della  propor  Jnu- 
r "d  °Rni  dimostrazione  non  ci  può  insegnare  nulla 
d<  Piu  d.  questo;  perciò  è superflua.  Un  ingegno  versato  nella 
meccanica  non  s.  persuaderà  mai  che  è a priori  identica, mente 
nidi f ferente  per  1 equilibrio  spostare  due  pesi  eguali  simmetri- 
camente rispetto  all’asse  di  rotazione  o simmetricamente  rispetto 
ad  un  punto  postò  da  una  parte  di  quest’asse.  Poiché  precisa- 
mente I influenza  della  posizione  dell’asse  di  rotazione  è stata 
riconosciuta  importante,  e per  questo  è stata  studiata;  essa  non 
deve  essere  quindi  in  questa  ricerca  considerata  a priori  come 
indi! ferente.  D altra  parte  o che  questo  errore  sia  commesso  in 

buona  fede  o ad  arte,  il  vizio  della  dimostrazione  rimane  lo 
stesso. 

Re  si  sospende  un  prisma  omogeneo  pel  suo  baricentro  con 
un  hlo.  che  passa  per  una  puleggia  ed  è caricato  di  un  peso 
uguale  a quello  del  prisma,  quest’ultimo  è in  equilibrio;  e,  senza 
distruggere  I equilibrio,  si  può  praticare  in  questo  prisma  una 
sezione  m un  punto  qualunque.  Nello  stesso  modo  si  può  fare 
equilibrio  ad  un  secondo  prisma  di  questa  specie,  di  lunghezza 
dnersa  ed  in  diversa  posizione  rispetto  alla  sezione,  e poscia 
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collegato  invariabilmente  al  primo,  senza  alterare  questo  equili- 
bra (Stevino,  Lagrange).  Sembra  die  in  tal  guisa  si  deducano 
nuov,  casi  di  equilibrio  della  leva.  Procedendo  esattamente,  non 
si  può  mai  dedurre  da  una  cosa  all’  infuori  di  ciò  che  vi  si  è 
messo.  Archimede,  Stevino  e Galileo  cadono  nello  stesso  errore 
«.  Pure  Huygens  critica  questa  dimostrazione  e ne  propone 
un  a tra,  che  egli  crede  rigorosa.  Il  suo  processo  consiste  in  fondo 
ne  ar  ruotare  i due  prismi  parziali,  di  cui  più  sopra  si  è parlato 
nel  metodo  di  Lagrange,  di  90»  intorno  alle  verticali  dei  loro  ba- 
ncentn  (fig.  8-«r)  e nel  dimo- 


strare che  esiste  l’equilibrio. 

Lo  si  può  abbreviare  e sem- 
plificare ne!  modo  seguente  : 

In  un  piano  rigido  e senza 
Pesi 1 (‘g.  8)  si  conduca  una  retta 
passante  per  un  punto  S,  e su 
questa  retta,  da  una  parte  e dal- 
1 altra  di  S,  si  prendano  i seg- 
menti SA  e SB  di  lunghezza  1 .. 
e 2 rispettivamente.  Si  pongano, 
perpendicolarmente  a questa 
retta  ed  in  modo  elio  i loro  cen- 
tri siano  nelle  estremità  A e B 


Fig,  s. 


di  questa,  due  prismi  sottili,  omogenei,  pesanti,  CD  ed  EF,  i 
i ni  pesi  rispettivi  siano  4 e 2.  Si  congiunga  il  centro  G di  AC 
col  punto  S mediante  la  retta  GSH;  da  C si  conduca  la  paral- 
lela < I'  a questa  retta  e si  trasporti  la  parte  di  prisma  CG  pa- 
rallelamente a se  stessa  in  FH.  Quindi  tutto  diviene  simmetrico 
intorno  ali  asse  GH  e vi  è equilibrio  intorno  a quest’ultimo. 
Ma  pure  havvi  equilibrio  intorno  all’asse  AB  e perciò  intorno 
a ogni  asse  passante  per  S ed  in  particolare  intorno  all’asse 
condotto  per  S perpendicolarmente  ad  AB.  Cosi  si  ottiene  il 
caso  generale  dell’equilibrio  della  leva. 

Questa  dimostrazione  pare  non  contenga  altre  ipotesi  all’in- 
fuori  di  quella  dell  equilibrio  dei  due  pesi  uguali  p , p (fig.  9) 
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posti  in  un  piano  orizzontale  rigido  alle  distanze  eguali  / , / da 
un  asse  AA'  di  questo  piano.  Per  concedere  a questa  ipotesi  lo 
stesso  grado  di  evidenza  a priori  che  alla  prima  proposizione  di 
Archimede,  basta  immaginare  di  collocarsi  nell'intorno  del  punto 
M nel  piano  verticale  condotto  per  AA';  ammesso  ciò,  ne  risulta 


che  una  traslazione  di  pesi  parallelamente  all'  asse  di  rotazione 
non  cambia  nulla  nelle  relazioni  di  equilibrio  o di  moto  e cosi 
resta  giustificato  il  processo  di  Huygens. 


Fi Q.  ù. 


L’errore  del  ragionamento  sta  in  questa  affermazione:  Se 
l’equilibrio  esiste  ad  un  tempo  per  due  assi  del  piano,  esisterà 
per  ogni  asse  passante  per  il  loro  punto  d'intersezione;  se  tale 


deduzione  non  fosse  una  verità  puramente  istintiva,  essa  non  po- 
trebbe essere  dedotta  che  dall'ipotesi  di  un’azione  di  forze  pro- 
porzionale alle  loro  distanze  dall’asse.  Ma  è proprio  questo  che 
costituisce  il  vero  nocciolo  della  teoria  della  leva  e del  baricentro. 

Si  riferisca  a due  assi  coordinati  rettangolari  un  sistema  piano 
di  punti  materiali.  Siano  m , m'  , m"  ...  le  masse  dei  punti  del 
sistema  ed  x , .r' , .r"  . . . y , y' , y"  ...  le  loro  coordinate  (lig.  10)  : 
le  coordinate  del  loro  baricentro  sono  date  dalle  formule  ben  note: 

t 2 nix  2 m u 

' ~ ~2rn  ’ v — I in  ' 

Ora  si  facciano  ruotare  gli  assi  di  un  angolo  a;  le  nuove 
coordinate  ed  i punti  del  sistema  sono: 

x,  = x cos  a — y sen  « , y,  = ./•  sen  « -)-  y eoa  a . 

Onde  il  nuovo  baricentro  ha  per  coordinate: 


si  — 


2 m ( x cos  « — y sen  a i 


— cos  a 


2 ni  ./• 

TmT 


— sen  a 


- ni  y 


= £ cos  a — ìj  sen  a : 

e similmente  : 

t),  — £ sen  a t]  cos  a . 

Dunque  si  vedo  che  le  coordinate  del  nuovo  baricentro  si 
ottengono  applicando  semplicemente  a quelle  del  primo  bari- 
centro le  formule  di  trasformazione  delle  coordinato;  quindi  il 
centro  di  gravità  rimane  lo  slesso.  Se  scegliamo  il  centro  di  gra- 
vità stesso  come  origine  delle  coordinate,  allora  abbiamo: 

2 m ,r  = 2 ni  y = 0 ; 

e tali  relazioni  si  verificano  anche  quando  si  faccia  eseguire  una 
rotazione  qualsiasi  al  sistema  di  assi  coordinati.  Se  l'equilibrio 
sussiste  per  due  assi  rettangolari,  continuerà  perciò  ad  esistere 
per  ogni  altro  asse  passante  per  il  loro  punto  d’intersezione  e 
reciprocamente.  Quindi  l’equilibrio  intorno  a due  assi  qualunque 
passanti  per  un  punto  di  un  piano  costituisce  la  condizione  ne- 
cessaria e sufficiente  per  l’equilibrio  intorno  ad  ogni  altro  asse 
passante  per  questo  punto  del  piano. 


Mn  questa  emidi/, ione  nou  si  verificherebbe  pili  se  le  coordi- 
nate del  baricentro  fossero  date  da  un'equazione  di  una  forum 
più  generale,  come: 

e = i"  / (JQ  + f &)  + »i"  f (•'■")  + • ■ • 

s m -j-  m'  -J-  in"  -j-  . . . 

Il  ragionamento  di  Huygens  è perciò  inammissibile,  e con- 
tiene rideutico  errore  che  si  è osservato  nel  caso  di  Archimede. 

Archimede,  nel  suo  tentativo  di  ricondurre  il  caso  complicato 
della  leva  al  caso  semplice,  che  istintivamente  si  comprende,  ha 
errato  probabilmente,  perchè  egli  ha  fatto  involontariamente  uso 
degli  studi  sul  baricentro  fatti  mediante  la  proposizione  che 
trattasi  di  dimostrare.  E caratteristico  che  Archimede,  e molti 
altri  con  lui.  non  abbiano  voluto  ammettere  la  ovvia  osserva- 
zione sul  significato  del  prodotto  P.L,  ma  abbiano  cercato  di  ap- 
profondire la  questione. 

Infatti  ora  non  si  può  giungere,  ed  ancor  meno  all’epoca  di 
Archimede,  ad  alcuna  comprensione  della  leva,  se  nou  si  discerne 
nel  fenomeno  il  prodotto  P.L,  come  la  circostanza  determinante 
dell'alterazione  dell’equilibrio.  Le  deduzioni  di  Archimede  sono 

sbagliate  in  quanto  che, 
nella  sua  ricerca  della 
dimostrazione  logica,  ca- 
ratteristica del  genio 
greco,  egli  vuol  evitare 
l'accettazione  di  questo 
fatto,  óra  riguardando  il 
significato  di  P.L  come 
jlato  sperimentalmente, 
le  deduzioni  di  Archi- 
mede  conservano  ancora 
un  notevole  valore,  poi- 
ché esse  convalidano  l’una  coll'altra  le  concezioni  dei  casi  diversi, 
mostrano  la  concordanza  del  semplice  e del  complicato,  e stabi- 
liscono uno  stesso  modo  di  concezione  per  tutti  i casi. 
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Si  può  rappresentare  con  una  costruzione  geometrica  assai 
semplice  la  somma  dei  prodotti  delle  forze  per  i loro  bracci  di 
leva,  cioè  la  circostanza  determinante  dell’alterazione  dell'equili- 
brio. Infatti  s'immagini  (iig.  11)  un  prisma  orizzontale,  omogeneo, 
di  asse  AB.  appoggiato  al  suo  centro  C.  I pesi  elementari  sono 
proporzionali  alle  lunghezze  degli  elementi  corrispondenti  del- 
l'asse. Si  prenda  come  ordinata  su  ciascuno  di  questi  elementi 
la  distanza  dall’asse,  presa  positivamente  a destra  di  C,  e por- 
tata allora  verso  l'alto,  negativamente  a sinistra  di  ( e portata 
verso  il  basso.  La  somma  delle  aree  dei  due  triangoli  CAD  e 
CBE  è CAD  + CBE  = 0,  la  quale  rende  istintiva  la  persistenza 
dell’equilibrio.  Si  dividano  i prismi  in  due  parti  mediante  una 
sezione  in  M;  si  sostituiscano  alle  superficie  MTElì  e TMCAD  i 
rettangoli  equivalenti  MI  Wiì  e M VX  A,  ottenuti  conducendo  le 
parallele  alla  base  dai  punti  ? ed  E,  centri  di  TE  e TD.  Ora 
si  facciano  ruotare  i due  prismi 
parziali  intorno  ad  8 ed  a Q, 
lino  a che  non  vengano  ad  es- 
sere perpendicolari  ad  AB.  L’e- 
quilibrio è ancora  identico,  es- 
sendo LXAM  -f-  MUWB  “ 0.  /■’/;/.  i2. 

Si  può  aggiungere  che  le  considerazioni  ili  Archimede  furono 
di  ima  grande  utilità,  anche  quando  nessuno  ebbe  più  alcun 
dubbio  sul  significato  dei  prodotto  P.L,  e che  l’opinione  in  pro- 
posito era  stata  stabilita  in  modo  saldo  tanto  storicamente,  quanto 
mediante  molte  verificazioni. 

Le  esperienze  non  sono  mai  assolutamente  esatte,  ma  esse 
possono  almeno  condurre  a congetturare  che  la  soluzione  ohe 
spiega  il  legame  fra  tutti  i fenomeni  si  trova  nel  concetto  quan- 
titativo esatto  P.L.  Solo  in  questo  senso  le  deduzioni  di  Archi- 
mede.  di  (ialileo,  eoe.,  per  la  prima  volta  divengono  compren- 
sibili : e solo  ora  si  può  con  assoluta  sicurezza  fare  le  trasfor- 
mazioni, gli  allungamenti  o le  compressioni  necessarie  dei  prismi. 
Ln  prisma  sospeso  pel  suo  centro  si  può  sezionare,  ove  si  vuole, 
senza  distruggere  l’equilibrio,  e diverse  disposizioni  analoghe  si 
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possono  combinare  insieme  in  modo  da  fornire  de’  casi  di  equi- 
librio apparentemente  nuovi,  ma  la  conversione  di  un  caso  di 
equilibrio  o la  sua  suddivisione  in  parecchi  altri  è possibile  solo, 
quando  si  prenda  in  considerazione  innanzi  tutto  il  significato  del 
prodotto  P.L. 

Io  non  posso  essere  d’accordo  col  signor  O.  HBlder,  che  sostiene 
l'esattezza  delle  deduzioni  di  Archimede  contro  le  mie  critiche 
nel  suo  saggio:  " Deukcn  unti  Anschauuny  in  iter  Geometrie  ”, 
quantunque  io  sia  assai  soddisfatto  del  nostro  grande  accordo 
rispetto  alla  natura  delle  scienze  esatte  ed  ai  loro  fondamenti. 
Potrebbe  sembrare  che  Archimede  ( De  nequiponderantibus ) ri- 
guardasse come  esperienza  generale  che  due  pesi  eguali  pos- 
sono sotto  qualunque  condizione  sostituirsi  mediante  uno  eguale 
al  loro  peso  unito  al  centro  (Teorema  5,  corollario  2).  In  tal  caso 
sarebbe  necessaria  la  sua  tardiva  deduzione,  poiché  la  ragione 
cercata  consegue  immediatamente  come  si  è detto  più  sopra.  Il 
modo  di  esprimersi  di  Archimede  non  è a favore  di  questa 
veduta.  Tuttavia  un  teorema  di  questa  specie  non  si  può  riguar- 
dare come  evidente  a priori;  e le  vedute  date  in  ciò  che  pre- 
cede mi  pare  che  siano  tuttora  incontrastate. 

vedere  in  qual  modo  i fisici 
forma  semplice  delle  leggi 
della  leva  trasmessa  da  Ar- 
chimede e come  ne  abbiano 
fatto  uso. 

Leonardo  da  Vinci  (1452- 
1519 1.  famoso  pittore  e scien- 
ziato, pare  sia  stato  il  primo 
a riconoscere  l’ importanza 
della  nozione  generale  ilei 
momento  statico.  Questa  idea 
generale  si  ritrova  in  parecchi  passi  dei  suoi  manoscritti.  Considera, 
per  esempio,  un’asta  Al)  (fig.  18)  mobile  intorno  ad  A ed  alla  cui 
estremità  I)  è sospeso  un  peso  P,  e subisce  lo  sforzo  orizzontale  di 
un  peso  L mediante  un  filo  che  passa  per  una  puleggia.  Leonardo 


7.  È interessante  ed  istruttivo 
moderni  abbiano  generalizzato  la 
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giunge  a determinare  il  rapporto  delle  forze  necessarie  per  l'equi- 
librio, osservando  da  un  lato  che.  il  braccio  della  leva  per  il 
peso  P non  è AD,  ma  che  la  leva  potenziale  è AH;  dall’altro 
che  il  braccio  di  leva  per  il  peso  Q non  è AD.  ma  che  la  leva 
potenziale  è AC.  È assai  difficile  dire  in  qual  modo  Leonardo 
sia  giunto  a questa  veduta  generale;  ma  è ben  chiaro  che  egli 
ha  riconosciuto  ciò  che  determina  l’azione  di  un  peso. 

Considerazioni  analoghe  si  trovano  nelle  opere  di  Guido 

tumidi.  ' 

S.  Ora  ci  proponiamo  di  ricercare  come  siasi  potuto  arrivare 
alla  nozione  di  momento  statico  (che  è il  prodotto  di  una  forza 
per  la  distanza  della  sua  linea  di  azione  dall’asse),  benché  oggi 
non  sia  piti  possibile  dire  esattamente  il  cammino  che  è stato 
seguito.  Si  ammette  facilmente 
che  vi  è equilibrio  nel  caso  di 
una  puleggia,  il  cui  filo  è tirato 
da  forze  eguali  nei  due  sensi. 

Infatti  esiste  un  piano  di  sim- 
metria nell'intiero  apparecchio,  il 
piano  EE,  normale  al  piano  dei 
due  fili  e bisettor©  del  loro  an- 
golo. Siccome  il  moto  della  puleggia  in  queste  condizioni  non 
può  essere  determinato  iu  modo  unico  con  nessuna  regola, 
cosi  non  si  può  produrre  questo  moto.  Inoltre  osserviamo  ora 
che  il  materiale,  di  cui  è composta  la  carrucola,  non  ha  altro  ef- 
fetto che  quello  di  determinare  la  forma  del  moto  dei  punti  di 
applicazione  dei  (ili;  è evidente  che  senza  alterare  l’equilibrio  si 
può  toglierne  una  porzione  qualunque,  la  sola  parte  essenziale 
essendo  formata  di  due  raggi  fissi,  che  termina  ni  punti  di  con- 
tatto. I raggi  fissi  normali  alle  direzioni  delle  forze  qui  rappresen- 
tano i bracci  della  leva  di  Archimede. 

Si  consideri  ora  un  verricello  flig.  15)  di  raggio  1 e 2,  ed 
i carichi  rispettivi  siano  2 e I.  Questo  caso  corrisponde  esatta- 
mente al  caso  generale  della  leva  di  Archimede.  L’  equilibrio 
non  è in  nulla  modificato,  se  si  fa  passare  sulla  puleggia  un 


— 24  — 


secondo  (ilo  teso  da  forze  2 da  ciascuna  parte.  Ora  è evidente 
che.  senza  tenere  più  oltre  conto  degli  altri  due  fili, 'ai  possono 
concepire  i due  fili  della  figura  16  come  si  facessero  equilibrio. 

Se  adesso  facciamo  astrazione  da  tutte  le  circostanze  accessorie, 

l 

Fiff.  IO.  1 

da  tutti  i punti  che.  non  essendo  essenziali,  si  possono  trascu- 
rare, si  giunge  subito  alla  nozione  che  le  circostanze  determi- 
nanti il  moto  sono  non  le  forze  soltanto,  ma  ancora  le  perpen- 
dicolari abbassate  dall’asse  sulle  loro  linee  di  azione.  Onde  la 
causa  determinante  è il  prodotto  della  forza  per  la  perpendico-  ] 
lare  abbassata  dall’asse  sulla  linea  di  azione;  in  altre  parole,  il 
cosi  detto  linimento  statico. 

1).  Abbiamo  considerato  lìti  qui  lo  sviluppo  della  conoscenza 
del  principio  della  leva.  In  modo  del  tutfo  indipendente  da 
questa  si  sviluppò  la  conoscenza  del  principio  del  piano  incli- 
nato. Ma  non  è necessario  per  comprendere  quest’ ultima  mac- 
china di  ricorrere  ad  un  nuovo  prin- 
cipio oltre  quello  della  leva.  Galileo, 
ad  esempio,  espose  la  teoria  del 
piano  inclinato  come  una  conse- 
guenza di  quella  della  leva.  Essendo 
b dato(fig,17)sopra  un  piano  inclinato 
il  peso  Q tenuto  in  equilibrio  dal 
peso P, Galileo  dimostra  che  non  occorre  che  il  pesoQ  giaccia  diret- 
tamente sul  piano  inclinato,  ma  che  il  punto  essenziale  è piuttosto 
la  forma,  od  il  carattere,  del  moto  di  Q.  Dunque  si  può  sup- 
pone che  questo  peso  Q sia  Hsso  all’asta  AC,  normale  al  piano 
e mobile  intorno  al  punto  C.  Per  una  rotazione  infinitamente 

* 

i m 
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piccola  dell’asta  il  peso  Q si  muove  sopra  un  arco  di  cerchio 
elementare  posto  nel  piuno  inclinato.  Il  fatto  che  il  cammino  si 
incurva  se  il  moto  continua,  non  ha  alcuna  influenza,  poiché  nel 
caso  dell’equilibrio  questi  spostamenti  ulteriori  non  si  producono 
effettivamente,  e la  mobilità  istantanea  è la  sola  circostanza  de- 
terminante. Se  ora  rammentasi  l’ osservazione  di  Leonardo  da 
Vinci, citata  pili  sopra,  si  otterrà  facilmente  l’equazione: 


Q.CB  = PCA; 

d’onde  : 

Q CA  ca 

"F  = "oÌÌ"  "TÌT 


Cosi  otteniamo  la  legge  di  equilibrio  sul  piano  inclinato. 
Dunque  si  può  dire  in  generale  che  si  può  facilmente  dedurre 
dal  principio  della  leva  la  teoria  delle  altre  macchine  semplici. 


II.  //  principio  ilei  piano  inclinato. 

1.  Lo  studio  delle  proprietà  meccaniche  del  piano  inclinato 
fu  fatto  la  prima  volta  da  Stevino  (1048-1(520)  ed  in  un  modo 
del  tutto  originale.  Se  un  peso  giace  (iig.  18)  sopra  una  tavola 
orizzontale,  il  principio  di  simmetria,  di  cui  si  è già  fatto  uso, 
fa  subito  vedere  che  havvi  equilibrio.  Lungo  un  muro  verticale 
invece  la  caduta  non  viene  impedita  in  nessun  modo.  Quindi  il 
piano  inclinato  sembrerebbe  come  un 
caso  intermedio  fra  questi  due  casi  estre- 
mi. L’equilibrio  non  sussisterà  couiesul 
sostegno  orizzontale,  ma  la  caduta  è in 
qualche  modo  diminuita,  come  senei  caso 

del  muro  verticale  il  peso,  che  cade, 

' ’ Fig.  IH. 

avesse  da  vincere  lo  sforzo  di  un  con- 
trappeso minore  di  esso.  Gli  antichi  investigatori  incontrarono 
grandissime  difficoltà  a discernere  la  leggestatica,  che  spiega 
questo  fenomeno. 

Il  processo  di  Stevino  è in  sostanza  il  seguente:  immagina 
un  prisma  triangolare  cogli  spigoli  laterali  orizzontali;  la  figura  l?) 


rappresenta  una  sua  sezione  ABC.  Per  fissare  le  idee  si  prenda 
AC  orizzontale  ed  AB  = 2BC.  Su  questo  prisma  Stevino  la  pas- 
sare un  filo  senza  fine,  portante  14  palle  equidistanti  ed  equiba- 
riehe,  efie  vantaggiosamente  possono  essere  sostituite  da  una 
catena  omogenea  chiusa.  Questa  catena  sarà  o no  in  equilibrio. 
Supponiamo  che  non  sia  in  equilibrio;  se  essa  si  muove  non  muta 
nelle  sue  condizioni  ; onde,  una  volta  principiato  il  moto,  esso  deve 
continuare  indefinitivamente  ; cosi  si  avrebbe  un  corpo  in  moto 


Fio-  19-  Fin-  20. 


perpetuo,  ciò  che  Stevino  considera  come  assurdo.  Quindi  è possi- 
bile solo  il  primo  caso:  la  catena  è in  equilibrio.  Perciò  senza  alte- 
rare l’equilibrio  si  può  sopprimere  la  parte  simmetrica  ADC  delia 
catena;  la  parte  rimanente  è divisa  in  due  pezzi  AB  e BC.  che 
si  fanno  fra  loro  equilibrio.  Da  ciò  consegue  che  sui  piani  in- 
clinati della  stessa  altezza,  pesi  uguali  agiscono  in  ragione  in- 
versa della  lunghezza  dei  piani. 

Nella  sezione  retta  del  prisma  della  figura  20.  AC  è oriz- 
zontale. Ili  è verticale  ed  è AB  = 2BC:  inóltre,  essendo  PeQ 
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i pesi  delle  parti  di  catena  AB  e BC,  essi  sono  proporzionali 
alle  lunghezze  su  cui  giacciono;  onde  si  avrà: 

q bc  " ' 

La  generalizzazione  è per  se  stessa  evidente. 

2.  Indubbiamente  questa  ipotesi,  da  cui  parte  8 te  vi  no,  cioè 
che  la  catena  chiusa  non  si  muove,  contiene  evidentemente  solo 
una  cognizione  meramente  istintiva.  Egli  si  accorse  subito,  e 
noi  con  lui.  di  non  avere  mai  osservato,  nè  veduto  nulla  che  as- 
somigliasse ad  un  moto  di  questo  genere,  e che  nulla  di  siinilte 
esistesse  in  natura.  Questa  convinzione  ha  una  potenza  Ionica 
cosi  grande,  da  ammettere  senza  obbiezioni  la  legge  di  equilibrio 
sul  piano  inclinato,  che  ne  è una  conseguenza;  mentre  invece 
questa  legge  sembrerebbe  dubbia,  se  fosse  presentata  come 
un  risultato  dell’esperienza  diretta,  ovvero  esposta  in  un  altro 
modo.  In  ciò  non  havvi  nulla  di  sorprendente,  quando  riflet- 
tiamo che  ogni  risultato  sperimentale  è oscurato,  alterato  da  cir- 
costanze estranee  ( l'attrito,  ecc.)  ; ed  ogni  congettura  che  se  ne 
trae  rispetto  alle  circostanze  determinanti  può  cosi  trovarsi  er- 
rata. Il  fatto  che  Stevino  attribuisce  maggior  valore  ad  una  co- 
noscenza istintiva  di  questa  specie  che  ad  una  sua  osservazione 
semplice,  chiara  e diretta,  può  sorprenderci,  se  noi  stessi  non 
proviamo  questo  sentimento.  Quindi  la  domanda  che  ci  si  pre- 
senta da  se  stessa,  consiste  nel  sapere  donde  viene  questo  va- 
lore maggiore.  Per  rispondervi  bisogna  ricordarsi  che  il  bisogno 
della  dimostrazione  scientifica  e la  critica  scientifica  general- 
mente sono  una  conseguenza  del  riconoscimento  della  fallibilità 
dell’investigatore.  Ora  noi  sentiamo  chiaramente  che  la  conoscenza 
istintiva  si  è formata  senza  che  noi  abbiamo  in  nulla  contribuito 
su  essa  personalmente,  che  essa  è indipendente  da  ogni  parteci- 
pazione volontaria  ila  parte  nastra.  Noi  cosi  non  abbiamo  alcuna 
diffidenza  sulla  nostra  propria  interpretazione  soggettiva  dei  fatti 
osservati. 

La  deduzione  di  Stevino  è uno  dei  più  preziosi  documenti 
che  possediamo  sulla  storia  primitiva  della  meccanica,  e getta 


una  vivida  luce  sul  processo  di  formazione  della  scienza,  sul- 
l'origine della  conoscenza  istintiva.  Rammentiamo  ancora  che 
Archimede  possedeva  esattamente  la  stessa  tendenza  di  Stevino, 
ma  la  seguì  con  molto  meno  fortuna.  Anche  in  epoche  posteriori 
le  conoscenze  istintive  furono  ancora  spesso  il  punto  di  partenza 
delle  ricerche.  Ogni  sperimentatore  può  giornalmente  osservare 
sopra  se  stesso  in  qual  modo  egli  è guidato  da  esse;  e quando 
giunge  a formulare  in  un  modo  astratto  ciò  che  esse  conten- 
gono, egli  ha  generalmente  realizzato  un  gran  progresso  scien- 
tifico. 

Non  liawi  alcun  errore  nel  processo  di  Stevino  ; e se  ne 
contenesse-  uno,  esso  sarebbe  comune  a noi  tutti.  Infatti  la  ca- 
ratteristica evidente  dei  grandi  investigatori  è precisamente 
questa  unione  di  un  istinto  fortissimo  e di  una  grandissima  po- 
tenza d’astrazione.  Questo  modo  di  vedere  non  conduce  per  nulla 
a lare  dell’istinto  nella  scienza  un  nuovo  misticismo  e neppure 
a ritenerlo  come  iniallibiJe.  allorché  facili  esperienze  possono 
farlo  apparire  in  difetto.  Ogni  conoscenza  istintiva,  fosse  anche 
di  una  forza  logica  sì  grande  come  il  principio  di  simmetria, 
impiegato  da  Archimede,  può  trarci  in  errore.  Molti  lettori  forse 
si  ricorderanno  l’emozione  intellettuale  che  provarono,  quando 
per  la  prima  volta  in  loro  detto  che  l’ago  calamitato,  collocato 
nel  meridiano  magnetico,  veniva  deviato  in  una  determinata 
direzione  inori  di  esso  da  una  corrente  elettrica,  condotta  da 
un  (ilo  metallico  posto  parallelamente  al  di  sopra  di  esso.  La 
conoscenza  istintiva  è tanto  soggetta  all'errore  quanto  la  cono- 
scenza chiaramente  acquisita;  iusomma  essa  non  lui  valore  se 
non  in  quei  campi  che  ci  sono  assai  familiari. 

Ora  ci  rimane  a ricercare  l’origine  delie  conoscenze  istintive 
e ad  analizzare  il  loro  contenuto.  Ciò  che  si  osserva  nella  na- 
tura s imprime  incompreso  ed  inannlizzato  nelle  nostre  rappre- 
sentazioni, e queste  poi  imitano  i fenomeni  nei  loro  tratti  ca- 
ratteristici più  sorprendenti  e più  generali.  Queste  esperienze 
accumulate  per  noi  costituiscono  un  tesoro,  ohe  abbiamo  sempre 
f ra  mani,  e solo  una  piccolissima  parte  di  esso  è contenuta  nella 
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serie  delle  nostre  idee  distinte  chiaramente;  il  fatto  cioè  che 
noi  possiamo  farne  uso  più  facilmente  della  natura  stessa,  ed  il 
l'atto  che  esse  sono  in  un  certo  senso  scevre  di  subbiettività, 
conferiscono  ad  esse  ini  grandissimo  valore.  Una  delle  caratte- 
ristiche della  conoscenza  istintiva  è di  essere  principalmente  di 
una  natura  negativa.  Ciò  che  a noi  è possibile  non  è già  di 
predire  ciò  che  avverrà,  ma  solamente  di  dire  le. cose  che  non 
possono  avvenire:  poiché  solo  quest’ultime  contrastano  fortemente 
contro  la  massa  oscura  delle  esperienze,  nella  quale  non  si  può 
discernere  il  fatto  isolato. 

Attribuendo  ciascuno  alla  conoscenza  istintiva  mi  gran  va- 
lore euristico,  il  punto  di  vista,  in  cui  ci  siam  posti,  non  ci 
permette  di  limitarci  alla  constatazione  della  sua  autorità.  Oc- 
corre al  contrario  che  ricerchiamo  le  condizioni,  che  hanno  dato 
luogo  al  suo  sviluppo.  Allora  troviamo  ordinariamente  che  quello 
stesso  principio,  per  conferma  del  quale  siam  ricorsi  alla  cono- 
scenza istintiva,  costituisce  alla  sua  volta  la  condizione  fonda- 
mentale dell’origine  di  questa  conoscenza:  e ciò  è del  tutto- 
ovvio  e naturale.  La  conoscenza  istintiva  ci  conduce  al  principio 
che  la  spiega,  e che  alla  sua  volta  è anche  corroborato  dalla 
esistenza  di  questa  conoscenza,  la  (piale  per  se  stessa  è già  un 
fatto.  Un  attento  esame  dimostra  che  si  verifica  precisamente 
tutto  ciò  nel  caso  di  Stevino. 

3.  Le  deduzioni  di  Stevino  ci  sembrano  di  un  altissimo 
valore  intellettuale,  poiché  il  risultato,  cui  egli  arriva,  eviden- 
temente contiene  più  dell’ipotesi,  da  cui  egli  prende  le  mosse. 
Mentre  da  una  parte  questo  risultato  s' impone  per  evitare  una 
contraddizione,  dall’altra  lascia  in  noi  come  il  bisogno  di  un 
esame  più  approfondito.  Se  Stevino  avesse  chiaramente  spiegato 
il  fenomeno  sotto  tutti  i suoi  aspetti,  come  fece  (ialileo  più. 
tardi,  la  sua  teoria  ci  apparirebbe  meno  ingegnosa,  ma  l’idea 
che  ci  faremmo  del  fenomeno  riuscirebbe  assai  più  chiara  e più 
soddisfacente.  In  sostanza  tutto  è già  contenuto  nel  fatto  della 
catena  chiusa,  che  non  scorre  sul  prisma.  Si  può  asserire  che  la 
catena  non  iscorre,  perchè  il  suo  movimento  non  produce  al- 
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cuna  caduta  di  corpi  pesanti;  ma  si  osserva  pertanto  che  se  la 
catena  si  muove,  parecchi  suoi  anelli  discendono,  mentre  gli 
altri  salgono.  Dunque  bisogna  dire  con  maggior  precisione  che 
la  catena  non  scorre,  perchè  in  questo  movimento  una  discesa 
qualsiasi  di  un  corpo  pesante  trae  seco  una  salita  eguale  di  un 
corpo  dello  stesso  peso  ad  una  salita  di  metà  altezza  di  un 
corpo  di  peso  doppio.  Questa  proposizione  era  ben  nota  a S le- 
vi no,  che  l’ha  enunciata  e che  se  ne  è servito  nella  sua  teoria 
della  puleggia;  ma  è manifesto  che  egli  non  si  peritava  di  af- 
fermare direttamente  e senza  un  appoggio  anteriore,  la  validità 
di  questa  legge  nel  caso  del  piano  inclinato;  ora  se  questa  legge 
non  fosse  generale,  la  conoscenza  istintiva,  di  cui  si  fa  uso  nel 
caso  della  catena  senza  fine,  non  si  sarebbe  potuta  mai  stabilire. 
La  spiegazione  che  si  cerca,  così  la  si  avrebbe  compiuta.  Il 
fatto  che  Stevino  nelle  sue  deduzioni  non  siasi  spinto  troppo 
lungi  e siasi  accontentato  di  mettere  d’accordo  le  sue  conce- 
zioni (trovate  indirettamente)  col  suo  pensiero  istintivo,  ora  non 
ci  deve  più  meravigliare. 

Si  può  ancora  riguardare  in  un  altro  modo  la  teoria  di  Ste- 
vino. Poiché  si  ha  la  ferma  convinzione  istintiva  che  la  catena 
chiusa  pesante  non  gira,  i casi  speciali,  facili  a scegliersi  quan- 
titativamente, i quali  considera  Stevino,  si  presentano  siccome 
tante  esperienze  particolari.  I)  altronde  non  è necessario  che 
l'esperienza  sia  o no  effettivamente  realizzata,  poiché  il  risultato 
non  è dubbio.  Inoltre  Stevino  esperimenta  col  pensiero  ed  i suoi 
risultati  si  sarebbero  potuti  dedurre  mediante  esperienze  corri- 
spondenti fisicamente  realizzate,  in  cui  l’attrito  fosse  stato 
ridotto  quanto  era  possibile.  La  teoria  della  leva  data  da  Ar- 
chimede si  poteva  anche  esporre  secondo  il  metodo  di  Galileo. 
La  realizzazione  tisica  delle  esperienze  eseguite  con  la  mente 
permise  di  dedurre  con  perfetto  rigore  la  legge  mediante  la 
quale  il  momento  dipende  linearmente  dalla  distanza  dell’asse. 
La  meccanica  ci  offrirà  ancora  tra  i più  grandi  investigatori 
numerosi  esempi  di  questi  adattamenti  “ a titolo  di  prova  „ delle 
concezioni  quantitative  particolari  ad  un’impressione  istintiva 
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generale.  Questo  stesso  procedimento  si  riscontra  in  generale  in 
tutte  le  scienze  (1);  ed  è ad  esso  che  si  devono  i progressi 
scientifici  più  importanti  e più  notevoli.  Questo  metodo,  che  è 
seguito  da  tutti  i grandi  investigatori,  e che  consiste  nel  met- 
tere in  armonia  le  rappresentazioni  particolari  con  la  concezione 
generale,  che  uno  si  fa  di  una  categoria  di  fenomeni,  e di  con- 
siderare sempre  il  tutto  nel  caso  di  ciascun  fatto  speciale,  può 
essere  qualificato  come  un  procedimento  veramente  filosofico.  In 
ogni  scienza  il  metodo  filosofico  consisterà  sempre  nel  mettere 
d’accordo  i risultati  ottenuti  con  le  nozioni  generali  più  fondate 
e più  solide.  Solo  in  questo  modo  si  potranno  impedire  le  ecces- 
sive usurpazioni  della  filosofia,  e distruggere  le  pretese  di  certe 
mostruose  teorie  speciali. 

Val  la  pena  di  esaminare  i punti  di  accordo  e di  di- 
screpanza fra  il  cammino  del  pensiero  di  Stevino  e quello  di 
Archimede.  Entrambi  prendono  par  punto  di  partenza  la  cono- 
scenza istintiva.  Stevino  già  possiede  la  concezione  generalissima 
di  una  catena  chiusa,  pesante,  facilmente  movibile  e di  forma 
qualunque,  che  rimane  in  riposo.  Si  può  assai  facilmente  infe- 
rirne la  spiegazione  di  casi  particolari  quantitativamente  sem- 
plici e facili  da  essere  subito  compresi.  Archimede  parte  dal 
caso  più  particolare  che  si  può  immaginare,  da  cui  è impos- 
sibile dedurre  rigorosamente  l'andamento  del  fenomeno  nelle 
condizioni  più  generali.  Con  tutto  ciò  pare  ch’egli  riuscisse  in 
questa  deduzione,  ma  ciò  deriva  dal  fatto  che  uno  possiede  pre- 
cedentemente la  conoscenza  del  caso  più  generale.  Veramente 
anche  Stevino  conosceva  precedentemente  il  risultato  che  cer- 
cava, o almeno  all’ incirca;  ma  il  suo  metodo  gli  permise  di  tro- 
varlo direttamente.  Una  relazione  statica,  rinvenuta  così  con  un 
metodo  di  questa  specie,  ha  maggior  valore  del  risultato  di  una 
esperienza  di  misura,  che  è seni  [ire  affetta  da  errore.  Ma  tale  errore 
aumenta  con  le  circostanze  perturbatrici  come  l'attrito  e scom- 
pare con  esse.  Il  rapporto  statico  esatto  non  si  può  ottenere  che 

(1)  Cfr.  al  riguardo  il  mio  lavoro  Principien  der  Wdrmelehre , 
pag.  151. 


mettendosi  in  circostanze  ideali  e facendo  astrazione  dalie  cause 
perturbatrici.  Cosi  il  procedimento  di  Stevino  e di  Archimede 
sembrerebbe  come  un’ipotesi  senza  la  quale  si  metterebbero 
immediatamente  in  contraddizione  logica  fra  loro  i fatti  isolati 
fornitici  dall’esperienza.  È ora  per  la  prima  volta  che  possiamo 


dominare  logicamente  e scientificamente  i fatti  e ricostruirli  me- 
diante concetti  esatti,  la  cui  disposizione  è per  cosi  dire'  spom 
tanea.  La  leva  ed  il  piano  inclinato  sono  in  meccanica  degli  og- 
getti ideali,  come  1 triangoli  sono  oggetti  ideali  nella  geometria. 
Questi  oggetti  ideali  sono  i soli,  che  possono  compiutamente 
soddisfare  le  condizioni  che  abbiamo  imposto  ad  essi.  La  leva 
fisica  non  soddisfa  a queste  condizioni  solo  in  quanto  essa  si 
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accosta  alla  leva  ideale.  Lì  investigatore  della  natura  si  sforza 
di  adattare  la  sua  idea  alla  realtà. 

Steviuo  cosi  rese  a se  stesso  ed  ai  suoi  lettori  il  servigio  di 
coordinare  nozioni  differenti,  le  une  chiaramente  note,  le  altre 
istintive,  e di  collegarle  fra  loro,  conciliandole  in  modo  che  esse 
si  avvalorino  a vicenda.  Un  piccolo  fatto  fa  vedere  quanto  questo 
metodo  consolidi  i concetti  di  Stevino  stesso:  in  principio  della 
sua  opera  Hypomneinata  mathematica  (Leida  1606)  egli  pose  la 
figura  del  prisma,  che  regge  la  catenella  contornata  dalla  scritta 
“ Wonder  en  is gheen  Wonder,  „ (una  meraviglia  che  non  è una 
meraviglia).  Nulla  di  più  esatto  di  questa  riflessione;  ogni  lampo 
di  progresso  scientifico  provoca  una  specie  di  disillusione;  noi 
riconosciamo  che  una  cosa  che  c’era  parsa  meravigliosa,  non  lo 
è maggiormente  di  altre,  di  cui  noi  abbiamo  una  conoscenza  ■ 
istintiva,  e che  noi  riteniamo  per  se  stesse  evidenti.  Noi  ve-  f 
diamo  che  il  contrario  sarebbe  infinitamente  più  meraviglioso, 
e che  lo  stesso  fatto  si  riproduce  in  tutti  i casi.  Il  problema 
che  era  stato  posto  perde  ogni  carattere  d’ incognito  ; esso  scom- 
pare e non  è più  che  un  ricordo  storico. 

4.  Dopo  che  Stevino  ebbe  scoperto  il  principio  del  piano 
inclinato,  gli  fu  facile  servirsene  per  la  spiegazione  delle  altre 
maccchine  semplici. 

Ecco,  ad  esempio,  una  delle  applicazioni  che  egli  ne  fece:  so- 
pra un  piano  inclinato  (fig.22) 
supponiamo  un  peso  Q trat- 
tenuto da  un  filo  che  passa 
sopra  una  puleggia  A ed  è 
teso  da  un  contrappeso  P. 

Come  più  tardi  Galileo,  cosi 
Stevino  osservò  che  non  è 
necessario  che  il  peso  Q 
si  trovi  sopra  un  piano  in- 
clinato. Il  rapporto  tra  la  forza  ed  il  peso  rimane  costante,  sol- 
tanto quando  il  genere  di  moto  resti  invariato.  Noi  possiamo 
quindi  supporre  che  il  peso,  Q sia  trattenuto  da  un  filo  perpen- 
3 


Fig.  22. 
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dicolare  al  piano  inclinato,  che  passi  su  una  puleggia  D,  e che 
sostenga  da  ultimo  il  peso  R;  la  qual  cosa  viene  a formare  un 
vero  e proprio  poligono  funicolare.  Onde  si  determina  agevol- 
mente la  frazione  di  peso  che  tende  a provocare  la  discesa  del 
corpo.  Infatti  prendendo  un  segmento  verticale  ab  in  direzione 
contraria  al  peso  Q,  ed  abbassando  le  perpendicolari  db,  he  si  avrà: 

P A(  1 ac 

Q"=  AB  = ab  ' 

ac  rappresenta  cosi  la  tensione  del  (ilo  aA.  Si  può  rovesciare 
eoi  pensiero  la  funzione  dei  due  (ili  e supporre  che  ii  peso  Q 
poggi  sul  piano  inclinato  DEF  disegnato  in  punteggiatura.  Ana- 
logamente si  troverà  che  ad  rappresenta  la  tensione  R del  se- 

condo li  lo.  1 er  questa  via  indiretta  Stevino  giunse  a conoscere 
i rapporti  statici  nel  poligono  funicolare  ed  al  principio  del  pa- 
rallelogramma delle  forze,  ma  solamente  uel  caso  speciale,  in 
cui  i fili  (o  forze)  ac  ed  ad  siano  perpendicolari. 


Senza  dubbio  Stevino  si  serve  ulteriormente  della  forma  ge- 
nerale del  principio  della  composizione  delle  forze,  ma  la  via 
pei  la  quale  egli  vi  arriva  non  è del  tutto  chiara  ed  anzi  si 
può  dire  ancora  assai  oscura.  Egli  considera,  per  esempio,  il  caso 
di  tre  Oli  AB,  AC,  AD,  tesi  sotto  angoli  qualunque,  ed  il  primo 
di  essi  sorregge  un  peso  P.  Si  può  allora  determinare  le  ten- 
sioni prendendo  nel  prolungamento  (fig.  28)  AX  di  zVB  un  seg- 
mento AE  e conducendo  per  E le  rette  EF  ed  Ed  rispettiva- 


mente  parallele  ad  AD  e ad  AC.  Le  tensioni  dei  fili  All,  AC, 
AD  stanno  fra  loro  come  i segmenti  AE,  AF,  AG. 

Con  l’aiuto  di  questa  costruzione  egli  potè  risolvere  problemi 
già  assai  complicati,  per  esempio  la 
determinazione  delle  tensioni  in  un 
sistema  ramificato  di  fili,  analogo  a 
quello  della  figura  24.  Questa  de- 
terminazione risulta  immediatamente 
dalla  tensione  data  dal  filo  verticale. 

La  stessa  costruzione  darà  ancora, 
come  fa  vedere  la  figura  25,  il  rapporto  delle  tensioni  dei  fili 
di  un  poligono  funicolare. 

Si  possono  quindi  spiegare  le  altre  macchine  semplici  tanto 
col  principio  del  piano  inclinato,  quanto  con  quello  della  leva. 

III.  I!  principio  della  emù  posizione  delle  forze. 

I.  11  teorema  del  parallelogramma  dello  forze,  cui  arrivò  Ste- 
viuo  e del  quale  fece  uso  senza  però  enunciarlo  formalmente, 
Come  si  sa  è il  seguente: 

A due  forze  (fig.  26)  applicate  ad  un  corpo  A,  le  cui  dire- 
zioni sono  quelle  delle  rette  All  ed  AC  e le  cui  intensità  sono 
proporzionali  ai  seguenti  rettilinei 
AD  ed  AC,  si  può  sostituire  una 
sola  forza  diretta  secondo  la  diago- 
nale Al)  del  parallelogramma  ABCD 
e la  cui  intensità  è proporzionale 
alla  sua  lunghezza. 

Si  suppongano  ad  esempio  due  pesi  proporzionali  alle  lunghezze 
All  ed  AC,  che  tirino  due  fili  disposti  secondo  queste  rette;  essi 
si  potranno  sostituire  con  un  solo  peso  proporzionale  ad  AD  ed 
avente  pure  la  direzione  di  AD.  Le  forze  AH  ed  AC  si  dicono 
componenti,  AD  la  loro  risultante.  Si  comprende  agevolmente 
che  per  converso  ad  ima  sola  forza  si  può  sempre  sostituire  due 
o parecchie  altre  forze. 


Fin- 


2.  Partendo  dalle  ricerche  di  Steviuo  si  cercherà  di  far 
vedere  come  si  sia  potuto  arrivare  al  teorema  generale  del  pa- 
rallelogramma delle  forze.  Si  supporrà  noto  (indirettamente)  il 
rapporto,  dato  da  Steviuo,  di  due  forze  perpendicolari  fra  loro, 
cui  fa  equilibrio  una  terza  forza.  Ora  supponiamo  tre  trazioni 
in  equilibrio,  (die  agiscano  secondo  i tre  fili  (fig.  27)  Or,  Or/, 
0 z e cerchiamo  di  determinarle.  Ciascuna  di  esse  faccia  equi- 
librio alle  altre  (lue.  Per  il 
principio  (li  Steviuo  si  sosti- 
tuisca alla  trazione  0 ;/  le  due 
trazioni  rettangolari,  l'una  se- 
condo 0 u (prolungamento  di 
0.0,  l’altra  secondo  In  perpen- 
dicolare Or»  alla  prima.  Si  scom- 
ponga nello  stesso  modo  la  tra 
zione  0 z secondo  Oli  ed  Otti. 
La  somma  delle  trazioni  secondo 
Oh  deve  fare  equilibrio  alla 
trazione  0.r,  mentre  le  tra- 
tto- i7-  zioni  secondo  Ou  ed  0 w de- 

vono distruggersi.  Queste  ultime  devono  perciò  essere  eguali 
ed  opposte;  le  si  rappresentino  coi  seguenti  0 m ed  Oh;  e cosi 
si  determinano  ad  un  tempo  le  componenti  0 p ed  0<j  secondo 
Ou  e le  trazioni  Or  ed  0 s.  La  somma  Op-\-Or/  è uguale  e di- 
rettamente opposta  alla  trazione  Or.  Si  conduca  st  parallela  a 
0 //  o rt  parallela  a Osi ; queste  due  parallele  determinano  un 

segmento  Ot  = Op  -f-  Or/;  d’onde  ab- 
biamo il  teorema  generaledel  paralle- 
logramma delle_  forze. 

Il  caso  generale  della  composizione 
delle  forze  si  può  dedurre  ancora  in  un 
altro  modo  dalla  composizione  speciale 
di  due  forze  rettangolari.  Abbiansi  le  due  forze  OA  ed  OB  (fig.  28) 
applicate,  al  punto  0.  Si  sostituisca  ad  OB  una  forza  OC  parallela 
ad  OA  ed  una  forza  OD  perpendicolare  ad  essa,  e le  due  forze 
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OA  ed  Oli  sono  al  Ioni  sostituite  dalla  OE=-  OA  + OC  e dalla 
OD:  la  loro  risultante  OF  è ad  un  tempo  la  diagonale  del  paral- 
lelogramma OAF11  costruito  su  OA  ed  013  come  lati. 

3 11  teorema  del  parallelogramma  delle  forze  ha  il  carattere 
di  ciò,  che  è stato  scoperto  indirettamente,  quando  vi  si  giimge 
col  metodo  di  Stevino.  Esso  si  presenta  come  conseguenza  e 
conclusione  di  fatti  noti;  si  vede  solo  che  esso  sussiste,  ma  non 
si  vede  d perchè  esso  sussista,  cioè  non  si  può  (come  in  dina- 
mica, ridurlo  a proposizioni  ancora  più  semplici.  Nella  statica  fu 
\ arignon  il  primo  a dare  a questo  teorema  il  suo  vero  signifi- 
cato, dopo  che  la  dinamica,  che  conduce  direttamente  ad  essa, 
el>he  fatto  sufficienti  progressi  da  poterla  ammettere  senza  diffi- 
coltà. 11  principio  del  parallelogramma  delle 
forze  per  la  prima  volta  fu  chiaramente  annun- 
ciato da  Newton  nei  suoi:  “ Principia  Pi/iloso- 
phiae  naturali# Lo  stesso  anno,  ed  indipen- 
dentemente da  Newton,  pure  Varignon  l’aveva 
enunciato  in  una  Memoria,  presentata  all’Ae- 
cademia  di  Parigi,  ma  fu  pubblicata  solo  dopo 
la  morto  dell’autore.  In  questa  Memoria  Yari- 
gnon  aveva  fatto  molte  applicazioni  prati- 
che, fondandosi  sul  teorema  geometrico  se- 
guente (1):  Quando  da  un  punto  (fig.  29)  rn  del  piano  di  un 
parallelogramma  (in  questo  caso  è fuori  del  parallelogramma)  si 
conducono  le  perpendicolari  u,  v e w rispettivamente  sui  lati 
Pi  7 e sulla  sua  diagonale  r di  esso,  si  ha: 

P ■ u -)-  q . r = r . w . 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  è semplicissima.  Si  con- 
giunga m alle  estremità  della  diagonale  e dei  lati  ; si  hanno  così 
dei  triangoli,  le  cui  superficie  sono  i semi-prodotti  p.  u,  p.  v ed 


i l)  Nello  stesso  anno  1687  il  padre  Bernardo  Lami  pubblicò  una 
piccola  appendice  al  suo  Traiti  de  Méchaniqne,  sviluppando  lo 
stesso  principio.  * 
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r.  w.  Quando  il  punto  ni  \ fig.  30)  è dentro  il  parallelogramma 
il  teorema  si  significa  mediante  l’eguaglianza: 

p . u — q . v — r . u\ 

Infine  se  il  punto  m è sulla  diagonale,  la  lunghezza  della 
perpendicolare  w è nulla  e si  ha: 

p . u — (/  .v  = o ossia  p ,u  = q ,v 

L’osservazione,  che  le  forze  siano  proporzionali  ai  moti  che 
esse  producono  in  tempi  eguali,  forni  il  mezzo  a Varignon  di 
dedurre  senza  difficoltà  la  composizione  < Ielle  forze  dalla  com- 
posizione dei  moti.  Le  forze,  che  agiscono  sopra  un  punto  e 
rappresentate  in  grandezza  e direzione  dai  lati  di  un  parallelo- 
gramma, possono  essere  sostituite  da  una  forza  unica  che  viene 
rappresentata  nello  stesso  modo  dalla  diagonale  del  parallelo- 
gramma. 

Si  supponga  ora  che  nei  parallelogrammi  delle  fig.  2!)  e 30 
V 0 ll  rappresentino  le  forze  simultanee  (componenti)  e r la  forza 
(risultante)  che  può  essere  sostituita;  cpiindi  i prodotti  p.  u ì 
q.  «,  r.  iv  si  dicono  i momenti  delle  forze  />,  q,  r rispetto  al 
punto  m.  Se  il  punto  ni  giace  sulla  direzione  della  risultante, 
i momenti  p.  u e q,  v delle  componenti  sono  eguali. 

4.  Mediante  questo  teorema  \ arignou  è ora  in  grado  di  darò 


80.  Pjg. 

la  teoria  delle  macchine  assai  più  semplicemente  dei  suoi  pre- 
decessori. Infatti  si  prenda  per  esempio  un  solido  (fig.  31)  mobile 
intorno  ad  un  asse  passante  per  0.  Si  conduca  per  questo  punto 


il  piano  perpendicolare  all’asse  e si  applichino  nei  due  punti  A e 13 
'li  questo  asse  due  forze  1*  e Q,  che  giacciono  nel  piano  con- 
dotto. Si  ammetta  come  Varignon  che  l’effetto  delle  forze  non 
'■ambi,  quando  si  sposta  il  loro  punto  di  applicazione  nella  loro 
direzione,  poiché  tutti  i punti  del  corpo  sono  invariabilmente 
connessi  fra  loro  e si  trasmettono  scambievolmente  le  pressioni 
O le  trazioni.  Dunque  si  possono  applicare  le  forze  P e Q in 
punti  qualunque  delle  rette  AX  e BY  e quindi  nel  loro  punto 
d’intersezione  hi.  Si  costruisca  un  parallelogramma  colle  due 
lorze  trasportate  in  M e sostituiamo  ad  esse  la  loro  risultante, 
la  cui  aziono  è la  sola  necessaria  da  considerare.  Se  questa  forza 
e applicata  ad  un  punto  che  può  muoversi,  non  liavvi  equilibrio; 
ma  se  essa  coincide  coll’asse  o passa  pel  punto  0,  che  è fisso, 
non  si  può  avere  alcun  movimento,  quindi  esiste  l’equilibrio.  In 
quest’ultimo  caso  il  punto  0 è un  punto  della  risultante;  e se 
•si  abbassa  da  questo  punto  le  perpendicolari  u e v sopra  le  di- 
lezioni delle  forze  p e e/,  il  teorema  or  ora  esposto  dà: 
p . u = q . v . 

Così  si  è Ottenuta  la  legge  della  leva  dal  teorema  del  paral- 
lelogramma delle  forze. 

\ arignon  spiega  nello  stesso  modo  altri  casi  di  equilibrio 
coll  annullare  I effetto  della  risultante  dovuta  ad  ostacoli  qua- 
lunque. Così  ad  esempio  esiste  l’equilibrio  nel  piano  inclinato, 
quando  la  risultante  è perpendicolare  al  piano.  Varignon  fonda 
affettivamente  tutta  la  statica  su  una  base  dinamica  ; per  lui  la 
statica  è un  caso  particolare  della  dinamica.  Nella  sua  mente  pri- 
meggia sempre  il  problema  generalo  dinamico  e volontariamente 
egli  limita  la  sua  ricerca  al  caso  dell’equilibrio.  Dunque  qui 
siamo  dinanzi  ad  una  statica  dinamica,  la  cui  creazioue  era  pos- 
sibile solo  in  seguito  alle  ricerche  di  Galileo. 

Si  può  ancora  aggiungere  che  si  debbono  a Varignon  gran 
parte  .lei  teoremi  e delle  considerazioni,  che  si  trovano  nei  trattati 
moderni  di  meccanica  elementare. 

5.  Come  si  è già  veduto,  considerazioni  anche  puramente 
statiche,  possono  condurre  al  principio  del  parallelogramma  delle 
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forze.  Noi  casi  speciali  infatti  la  verificazione  di  questo  principio 
è semplicissima.  Si  vede  subito,  ad  esempio,  che  un  numero  qua- 
lunque di  forze  eguali  e d'intensità  qualunque  (trazioni  o pres- 
sioni) applicate  nello  stesso  punto,  che 
agiscono  in  un  medesimo  piano  e formano 
ha  loro  angoli  uguali,  sono  in  equilibrio. 
Supponiamo  per  esempio  (fig.  32)  tre  forze 
uguali  OA,  OB,  OC,  che  facciano  tra  loro 

angoli  uguali  di  120°  e siano  applicate  nel 
punto  0;  una  qualunque  di  tali  forze  fa 
equilibrio  alle  altre  due.  La  risultante  di 
OA  ed  013  è quindi  eguale  ed  opposta 
(in  direzione)  ad  OC;  perciò  casa  è rap- 
presentata da  OD  che  è la  diagonale  del  parallelogramma  co- 
stituito con  OA  ed  013,  come  si  vede  clalla  fig.  32. 

•5.  Due  forze,  che  agiscono  nella  stessa  direzione  o in  di- 
rezione opposta,  hanno  ima  risul- 
tante uguale  alla  loro  somma  od 
alla  loro  differenza,  lineate  due 
proposizioni  non  sono  altro  che 
casi  particolari  del  parallelo- 
gramma delle  forze. 

Infatti  tacciamo  nella  fig.  33  tendere  a zero  l’angolo  AOJ3  e 
l’angolo  A'O'B'  a 180°;  si  ha: 


0 


s 


B 


0' 


C 


Fig.  33. 


lim  OC  = 0' A'  -f  AC  = OA  -f  013 . 
e lim  O'C'  = O'A'  — A'  C'  = O A'  - 0'  IV. 

Il  principio  del  parallelogramma  delle  forze  comprende  dun- 
que anche  questi  due  teoremi,  che  generalmente  si  espongono 
in  precedenza  come  casi  distinti. 

7.  Il  carattere  sperimentale  del  principio  del  parallelogramma 
emerge  chiaramente  dalla  forma  che  gli  hanno  dato  Newton  e Va- 
rignon.  La  costruzione  della  risultante  è allora  basata  sul  fatto, 
che  due  forze  applicate  ad  un  punto,  gli  comunicano  due  moti 
diversi,  le  cui  accelerazioni  sono  adesse  proporzionali;  precisa- 
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mente  su  questo  fatto  è basata  la  costruzione  del  parallelogramma 
delle  forze. 

Damele  Bernoul li  opinava  che  il  principio  del  parallelogramma 
fosse  una  verità  geometrica  (indipendentemente  da  ogni  espe- 
rienza fisica);  cosi  tentò  dimostrarlo  colla 
geometria;  ora  noi  studieremo  questa  dimo- 
strazione nelle  sue  linee  principali,  poiché  il 
modo  di  vedere  di  Bemoulli  non  è ancora 
intieramente  tramontato. 

ilernoulli  considera  innanzi  tutto  due  forze 
eguali  e perpendicolari  fra  loro,  applicate 
ad  uno  stesso  punto;  per  il  principio  di 
simmetria  la  loro  risultante  è diretta  secondo  la  bisettrice  del- 
! angolo  che  esse  fanno;  quindi  ora  rimane  da  determinare  la 
sua  grandezza  geometrica  r.  A tal  uopo  si  decomponga  ciascuna 
delle  forze  (fi*.  34)  eguali  p in  due  forze  q,  l’uua  parallela 
l’altra  perpendicolare  ad  r.  Il  rapporto  delle  intensità  di  p e q 
e allora  eguale  a quello  delle  intensità  di  rep:  si  ha  dunque: 


P = /'-q 


e quindi: 


r=P  p ; 


»•  = /'"•  q ■ 


Ma  le  due  forze  perpendicolari  ad  ,•  si  distruggono;  quindi 
le  sole  due  forze  parallele  ad  r compongono  la  risultante  e 

si  ha  : 

r = 2y; 

e perciò  : , 


/>  - I 2 


’=P  |;2. 


Quindi  hi  grandezza  della  risultante  è rappresentata  dalla 
diagonale  del  quadrato  costituita  col  lato  p. 

Con  un  procedimento  analogo  si  determinava  la  grandezza 
della  risultante  di  due  forze  disuguali  perpendicolari  fra  loro; 
ma  in  questo  caso  non  havvi  più  nulla  che  determini  a priori  k 
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direzione  di  essa.  Se  decomponiamo  le  componenti  (fig.  So)  p e q 
secondo  u e v e v,  t rispettivamente  parallele  e perpendicolari 
alla  direzione  ignota  della  risultante  r,  le  nuove  forze  a ed  s,  / e v 


fanno  colle  componenti  p e q gli  stessi 
angoli  che  formano  p e q con  r;  d’onde 
abbiamo  i rapporti  delle  grandezze: 


L = Z L _ _7 

'/  f ’ p t ’ 
dalle  due  ultime  proporzioni  abbiamo: 


Fig.  Uà. 


Ma  d'altra  j>artc  si  ha: 


/• 


ossia  : 


/*=//-)*  v 


r'  =p‘ + ?*. 


Quindi  la  diagonale  del  rettangolo  costruito  su  p e q dà  la 
grandezza  della  risultante. 

Perciò  si  è fin  (pii  determinato:  per  un  rombo  la  direzione 
della  risultante,  per  un  rettangolo  là  grandezza  di  essa,  e per 
un  quadrato  la  direzione  e la  grandezza  di  essa.  Bernoulli  allora 
risolve  il  problema  di  sostituire  due  forze  eguali,  che  agiscano 
sotto  un  dato  angolo,  con  due  altre  forze  eguali,  che  agiscano 
sotto  un  angolo  differente;  ed  infine  giunge  al  teorema  generale 
mediante  considerazioni  assai  intricate,  che  non  sono  intieramente 
esenti  da  obbiezioni  dal  punto  di  vista  matematico  e che  in  se- 
guito Poisson  ha  migliorate. 

S.  Ora  consideriamo  la  questione  dal  punto  di  vista  tìsico. 
Bernoulli  conosceva  antecedentemente  come  un  fatto  sperimentale 
.1  teorema  che  egli  voleva  stabilire.  Il  suo  procedimento  consiste 
nel  supporre  d 'ignorare  compie!,,, nenie  ciò  che  si  voleva  dimo- 
strare e di  cercare  di  dedurlo  logicamente  dal  minor  numero  pos- 
s.bile  di  ipotesi.  Tutto  ciò  è ben  lungi  dall’essere  inutile  e privo 
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ili  significato;  invece  con  questo  processo  si  constata  quanto  siano 
minime  ed  impercettibili  le  esperienze  che  gin  conducono  al  teo- 
rema. bolo  è importante  di  non  indurre  se  stesso  in  errore,  come 
lece  Bernoulli  ; innanzi  tutto  dobbiamo  tenere  davanti  alla  mente 
tutte  le  ipotesi,  e di  non  lasciarsi  sfuggire  nessuna  delle  espe- 
rienze. delle  quali  si  potrebbe  aver  latto  involontariamente  uso. 
Oia  esaminiamo  quali  siano  le  ipotesi  tacitamente  ammesse  nella 
dimostrazione  di  Bernoulli. 

;b  La  statica  conosce,  su!  principio,  la  forza  solo  come  pres- 
sione o come  trazione,  che  sempre  ed  in  ogni  circostanza  può 
essere  sostituita  dalla  pressione  o dalla  trazione  prodotta  da  un 
peso.  I ut  te  le  forze  possono  essere  considerate  come  grandezze 
della  stesso  specie,  misurabili  con  pesi.  L’esperienza  c’insegna 
inoltre  che  l'azione  determinante  l'equilibrio  od  il  moto  di  una 
forza  non  dipende  solo  dalla  sua  grandezza,  ma  anche  dalia  sua 
direzione,  e che  questa  direzione  è data  da  quella  del  moto  ini- 
ziale o da  quella  di  un  filo  teso  o da  altra  circostanza  analoga, 
l'i  alb'e  cose  forniteci  dalla  esperienza  lisina,  come  la  tempera- 
tura ed  il  potenziale,  possiamo  assegnare  la  grandezza,  ma  non 
la  direzione.  Il  sapere  che  le  circostanze  determinanti  una 
(orza  applicata  in  un  punto  sono  la  stia  grandezza  c la  sun 
direzione,  è un’esperienza  impercettibile,  ma  già  importantissima, 
l’el  fatto  che  l’intensità  e la  direzione  di  uua  forza  applicata 
ad  un  punto  sono  le  sue  sole  determinanti,  ne  consegue  che  due 
forze  uguali  e direttamente  opposte  si 
tanno  equilibrio,  poiché  esse  non  pos- 
sono fornire  che  una  determinazione 
unica  di  moto,  l’er  la  stessa  ragione  è 
impossibile  che  una  forza  determini  in 
una  sola  maniera  un  moto  in  una  dire- 
zione perpendicolare  alla  sua  direzione. 

Quando  la  forza  è obliqua  (fig.  36)  alla 
retta  ss',  essa  potrà  determinare  un  moto  secondo  qnest’ultima; 
ma  V esperienza  soltanto  può  renderci  edotti  che  il  moto  è 
determinato  secondo  s's  e non  secondo  ss',  cioè  secondo  il  lato 


F 
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Fig.  3B. 
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dell’angolo  acuto  o nella  direzione  della  proiezione  della  forza 
sulla  retta. 

llernoulli  fa  uso  di  quest’ultima  esperienza.  Essa  è indispen- 
sabile per  la  determinazione  del  senso  della  risultante  delle  due 
forze  eguali  e perpendicolari  fra  loro.  Il  principio  di  simmetria 
richiede  che  la  risultante  sia  nel  piano  delle  forze  e diretta  se- 
condo la  bisettrice  del  loro  angolo,  ma  non  secondo  la  bisettrice 
dell’angolo  acuto.  Ora  se  non  si  tien  conto  di  quest’ultima  de- 
terminazione, tutta  iutiera  la  dimostrazione  diviene  impossibile. 

10.  Noi  in  questo  modo  abbiamo  acquistato  la  convinzione 
che  solo  l'esperienza  ci  fa  conoscere  l’effetto  della  direzione 
di  una  forza;  onde  siamo  meno  inclinati  a credere  che  possiamo 
conoscere  il  modo  di  questa  influenza  per  altra  via.  È impos- 
sibile indovinare  che  una  forza  p,  che  fa  con  una  retta  , un 
angolo  a,  agisca  secondo  questa  retta  come  una  forza  p . cos  a 
nella  direzione  della  s;  questa  proposizione  è equivalente  al  pa- 
rallelogramma delle  forze;  ed  il  Bernoulli  non  poteva  mai  più 
immaginarla  ; egli  peraltro  si  serve,  invero,  in  un  modo  assai 
recondito,  di  esperienze,  che  contengono  già  questa  proposizione 
matematica. 

È necessario  che  la  composizione  e la  scomposizione  delle 
forze  siano  già  divenute  familiari,  affinchè  si  sappia  che  sotto 
ugni  rapporto  ed  in  ogni  direzione  più  forze,  applicate  nello 
s esso  punto,  possono  essere  sempre  sostituite,  rispetto  al  loro 
e etto,  da  una  sola  forza.  La  dimostrazione  di  Bernoulli  si  fonda 
su  questa  conoscenza:  in  essa  si  suppone,  infatti,  che  le  forze  « 
e q possano  essere  assolutamente  e rispetto  al  loro  effetto  sosti- 
' tU,te  C°lle  t0rZe  S’  “ e «ella  direzione  di  r,  quanto 

“ °gnI  altra  direzione-  Similmente  in  essa  si  considera  r come 
1 equivalente  di  p e e vi  si  ammette  che  è lo  stesso-  1»  di 
valutare  le  forze  «,  t,  u.  v secondo  le  direzioni  p e q,  e quindi 
P e q secondo  la  direzione  r,  ovvero:  2»  di  valutare  direttamente 
le  forze  a,  t.  u.  v secondo  la  direzione  Ora  queste  conoscenze 
richieggono  già  un’esperienza  grandissima  rispetto  alla  composi- 
zione ed  alla  scomposizione  delle  forze:  il  mezzo  più  facile  per 
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acquistarle  e per  sapere  che  l’effetto  di  una  forza  p,  secondo 
una  retta  facente  un  angolo  « colla  sua  direzione,  è dato  da 
p cos  a ; e precisamente  è in  questo  modo  che  si  acquista  questa 
conoscenza. 

Si  considerino  le  forze  complanari  concorrenti  P P'  p" 
le  quali  facciano  gli  angoli  n.  a\  a " colla  direzione’  X.  ’ 

Queste  forze  sono  equivalenti  ad  un’unica  forza  H,  che  fa 
un  angolo  p colla  forza  X;  supponendo  conosciuto  il  principio 
di  proiezione  si  ha: 

XP  cos  a = H cos  p . 

Nella  ipotesi  che  H rimanga  l’equivalente  del  sistema  di 
forze,  qualunque  sia  la  direzione  di  X,  facendo  ruotare  la  forza  H 
di  un  angolo  ó,  si  ottiene: 

.iP  cos  (a  -(-  ò)  — H cos  (ji  -j-  ój , 

ossia  : 


,-P  cos  a - H cos  p)  cos  ó - (XP  sen  a - H sen  /u)  sen  6 = 0; 
facciamo  : 

-P  cos  a — H cos  //  = A 
(—  2’P  sen  a — H sen  p)  = B, 


si  ha: 


B 

tau  t = — , 
A ’ 


A cos  ò -f-  B sen  ó = J A” -f  B2  . sen  (ó  -)-  r)  = 0; 

affinchè  questa  equazione  sussista  qualunque  sia  ó,  basta  che  si 
abbia  : 


A = 2P  cos  a — H cos  /<  = 0,  — B = JP  sen  a - H sen  /<  = 0; 
da  cui  risultano  per  H e p i valori  ben  determinati: 

H = Ì{ZP  cos  «)•  + (2P  sen  a)\ 

2P  sen  a 

tan  p = . 

XP  cos  a 

Perciò  se  ammettiamo  che  l’azione  di  una  forza  secondo  una 
data  direzione  sia  misurata  dalla  sua  proiezione  su  qtiesta,  allora 
si  può  con  tutto  rigore  sostituire  ad  un  sistema  qualunque  di 
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forze,  applicate  iu  uno  stesso  punto,  una  forza  unica  di  inten- 
sità e di  direzione  determinate.  Però  la  dimostrazione  precedente 
non  è più  possibile,  allorché  si  sostituisca  a cosa  una  funzione 
qualunque  ?’  (a)  dell’angolo  a.  Se  si  sostituisce  a cos  a una  fun- 
zione incognita  <?<(«)  e si  ammette  l’unica  determinazione  della 
risultante,  si  può  dimostrare,  come  ha  fatto  Poissou,  che  la  fun- 
zione </>  è la  funzione  coseno. 

L esperienza  che  più  lorze  concorrenti  possano  sempre  e sotto 
ogni  rapporto  essere  sostituite  con  una  forza  unica  è perciò,  dal 
punto  di  vista  matematico,  equivalente  al  principio  del  paral- 
lelogramma delle  forze  od  al  principio  di  proiezione.  Ma  è assai 
più  facile  di  acquistare  mediante  l’osservazione  il  principio  del 
parallelogramma  o di  proiezione  di  quello  che  non  sarebbe  di 
acquistare,  per  mezzo  di  osservazioni  statiche,  l’esperienza  più 
generale,  di  cui  abbiamo  or  ora  parlato.  Infatti  il  principio  del" 
parallelogramma  è quello,  cui  siamo  giunti  prima.  Bisognerebbe 
possedere  una  sagacità  quasi  sovrannaturale  per  poter  dedurre 
matematicamente,  senza  la  scorta  di  qualunque  ulteriore  cono- 
scenza delle  reali  condizioni  della  questione,  il  principio  del 
parallelogramma  delle  forze  dalla  possibilità  generale  di  sosti- 
tuire più  forze  note  con  uun  forza  sola,  Onde  si  può  fare  alla 
dimostrazione  di  Bernoulli  la  critica,  che  essa  trasgredisce  all’eco- 
uomia  della  scienza  deducendo  ciò,  che  si  può  più  facilmente 
osservare,  da  quello  che  è più  difficile  di  osservare.  Inoltro 
Bernoulli  erra  quando  ritiene  che  il  suo  punto  di  partenza  non 
presupponga  alcuna  osservazione. 

Inoltre  bisogna  osservare  che  Via  dipende  ma  reciproca  delle 
lorze  è una  verità  sperimentale,  contenuta  nel  principio  della 
loro  composizione,  della  quale  Bernoulli  fa  uso  continuo,  ma  taci- 
tamente. >nell  ipotesi  di  una  dipendenza  reciproca  tale,  che  per- 
notta <li  considerare  solo  sistemi  regolari  o simmetrici  di  forze 
eguali,  ciascuna  di  esse  può  essere  influenzata  dalle  altre  solo 
nello  stesso  modo.  Ma  ad  esempio  lo  studio  di  un  sistema  di  tre 
lorze,  di  cui  le  due  prime  siano  simmetriche  rispetto  alla  terza, 
già  presenta  grandi  difficoltà. 
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1 1.  Una  volta  che  si  è arrivati,  direttamente  od  indiretta- 
mente, al  principio  del  parallelogramma  delle  forze,  una  volta 
che  esse  è stato  scoperto,  questo  principio  si  presenta  come 
un’osservazione  altrettanto  giusta  quanto  qualunque  altra;  ma 
avendo  il  difetto  di  esser  nuova,  non  ispira  evidentemente  la 
stessa  sicurezza  delle  osservazioni  antiche,  ripetutamente  verifi- 
cate. Allora  si  cerca  di  convalidarla  mediante  le  antiche  osser- 
vazioni, dimostrando  il  loro  accordo.  Cosi  a poco  a poco  questa 
osservazione  diviene  uguale  ad  esse,  nè  sarà  più  necessario  d’ora 
in  poi  ridurla  continuamente  alle  altre.  Una  deduzione  di  questa 
specie  e utile  solo  quando  le  osservazioni,  che  difficilmente  si 
acquistano  direttamente,  si  possono  ridurre  ad  altre,  che  si  ot- 
tengono piu  facilmente  e più  semplicemente,  come  avviene  ad 
esempio  in  dinamica  nello  stabilire  il  principio  del  parallelo- 
gramma delle  forze. 

12.  Sono  stati  costruiti  diversi  apparecchi  per  verificare  spe- 
rimentalmente il  teorema  del  parallelogramma  delle  forze. 

Ricorderemo  l’appa- 
recchio di  Varignou.  che 
è veramente  pratico  (figu- 
ra 37)  ; esso  consta  di  un 
disco  circolare  orizzon- 
tale. il  cui  centro  è seg- 
nato con  una  punta,  e sul 
cui  bordo  graduato  si 
possono  fissare  in  punti 
qualunque  tre  piccole  pu- 
legge r,  /,  r",  per  le  quali 
passano  tre  fili  /'.  f'f\  che 
partono  da  uno  stesso 
nodo,  e possono  essere 
tesi  da  tre  pesi  p,  p\  p". 

Ad  esempio  si  osserva,  che  se  i pesi  sospesi  ai  fili  sono 
eguali  ; e se  le  pulegge  sono  poste  nelle  divisioni  0°,  120" , 240°, 
il  nodo  comune  dei  fili  è nel  centro  del  disco.  Onde  tre  forze, 


Fig.  37. 
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che  facciano  fra  loro  un  angolo  di  120°,  sono  in  equilibrio.  Per 
verificare  un  tal  principio  in  casi  meno  particolari,  si  può  proce- 
dere cosi:  immaginiamo  due  forze  qualunque  p e q (fig.  38),  che 
lanciano  un  angolo  qualunque  ».  e rappresentia- 
mole con  segmenti  rettilinei.  Su  essi  costruiamo  il 
parallelogramma,  e tracciamo  unaforza  eguale  e 
contraria  ( — r)  alla  risultante  r.  Le  tre  forze 
p,  q,  — r,  agendo  secondo  gli  angoli  forniti  dalla 
costruzione,  si  faranno  adunque  equilibrio.  Ora 
collochiamo  le  pulegge  del  cerchio  graduato  nei 
punti  di  divisione  o.  a ed  » -f  ft  ed  attacchiamo 
ai  fili  appositi  i pesi  p.  q,  >•;  allora  si  osserva  che  il  nodo  va 
a collocarsi  nel  centro  del  cerchio. 


Fig.  38. 


IV.  Principio  (Ielle  velocitò  virtuali. 

1.  Ora  passiamo  a parlare  del  principio  degli  spostamenti 
virtuali  (possibili).  La  verità  di  questo  principio  fu  dapprima  no- 
tata da  Stevino  alla  fine  del  xvi"  secolo  nelle  ricerche  sull’equi- 
librio delle  pulegge  e dei  sistemi  di  pulegge.  Stevino  incomincia 
collo  studio  dei  sistemi  di  pulegge  col  metodo  che  -si  segue 
ancora  presentemente.  Nel  caso  a (fig.  39)  esiste  l’equilibrio  per 


la  ragione  già  nota,  quando  pesi  eguali  P agiscono  dalle  du 
parti.  Nel  sistema  h il  peso  P agisce  su  due  fili  paralleli,’ ciascuno 
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de-  quali  regge  quindi  un  peso  eguale  n — P;  onde  per  l’equi- 
librio occorre  che  un  peso  — . P sia  sospeso  all'estremità  libera 
del  (ilo.  Nel  sistema  r il  peso  P è sospeso  a sei  fili  : quindi  per  l’e- 
quilibrio bisogna  sospendere  il  peso  . P all'estremità  del  filo. 
Il  sistema  il  è la  taglia  di  Archimede;  P agisce  su  due  fili,  cia- 
scuno de’  quali  regge  un  peso  — . P;  ma  uno  di  questi  lili  agisce 
nello  stesso  modo  sopra  altre  due  e cosi  via,  talché  l’equilibrio 
viene  mantenuto  da  un  peso  eguale  ad  — - . P.  Ora  se  a ciascuno 

O 

di  questi  sistemi  di  pulegge  si  dà  uno  spostamento  tale  che  il 
peso  P discenda  di  un’altezza  h,  si  vede  subito  che  mediante  la 
disposizione  delle  corde: 

in  a,  il  contrappeso  P sale  all’altezza  h 


a * 

n 

-L 

2 

•iJ  a 

rt 

2 . li 

a C 

1 

6 

■P  a 

»> 

6 . h 

a d 

«1 

1 

8 

P a 

n 

8 . h . 

Perciò  in  un  sistema  di  pulegge  in  equilibrio  i prodotti  di 
ciascuno  dei  pesi  per  le  grandezze  dei  loro  spostamenti  rispet- 
tivi sono  eguali  (“  Ut  spatium  agentis  ad  spatium  patieutis.  sic 
potentia  patientis  ad  potentiam  agentis  Stkvixo,  Hypomnemata, 
t.  IV,  lib.  8,  p.  172).  Questa  osservazione  contiene  il  germe  del 
principio  degli  spostamenti  virtuali. 

2.  Oalileo  riconobbe  la  validità  del  principio  in  un  altro  caso, 
a proposito  di  ricerche  fatte  sopra  il  piano  inclinato,  ma  ne  trova 
già  una  forino  un  po  più  generale.  Sopra  un  piano  inclinato  (fig.40), 
la  cui  lunghezza  AB  è uguale  al  doppio  dell’altezza  HC,  è posto 
un  peso  Q;  questo  peso  è mantenuto  in  equilibrio  da  un  altro 
4 
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peso  P =~“  • Qj  che  agisce  secondo  l’altezza  BC.  Se  si  inette 

l’apparecchio  in  movimento,  il  peso  P = "•  Q discende  dell’al- 
tezza li,  mentre  Q percorre  la  stessa  di- 
ti I stanza  h lungo  il  piano  inclinato.  Da 

lP  questo  esperimento  Galileo  concluse 
C che  l’equilibrio  non  è determinato  solo 
dai  pesi,  ma  anche  dai  loro  possibili  uv- 
vicinomenti  ed  allontanamenti  dal  centro  della  terra.  Nel  nostro  / 

caso,  quando  P = 4"  ■ Q discende  di  li,  il  peso  Q sale  di  li  lungo 
w .1 
il  piano  inclinato,  ma  la  sua  salita  verticale  non  è che  di  ^ h , 


Fifj.  40. 


e si  trova  che  i prodotti  Q ■ h e Q . -yft  sono  eguali  da  ambo 

le  parti.  Assai  difficilmente  si  riuscirebbe  a comprendere  come 
l’osservazione  di  Galileo  possa  apportare  luce  sulla  questione; 
essa  è così  naturale  e spontanea  che  ognuno  l'accetta  senza  dif- 
ficoltà alcuna.  Nulla  può  sembrare  più  semplice  del  non  vedere 
alcun  movimento  prodursi  in  un  sistema  di  corpi  pesanti,  quando 
non  possa  cadere,  in  ultima  analisi,  nessuna  massa  pesante. 
Questa  proposizione  sembra  istintivamente  accettabile. 

La  concezione  gallicana  del  problema  del  piano  inclinato 
sembra  molto  meno  ingegnosa  «li  quella  di  Stevino,  ma  essa  in 
realtà  è più  naturale  e più  profonda.  In  ciò  Galileo  diede  prova 
di  possedere  vera  grandezza  scientifica,  poiché  egli  ebbe  il  co- 
raggio  intellettuale  di  vedere  di  più  di  quello  che  non  abbiano 
veduto  i suoi  predecessori  in  un  soggetto  studiato  molto  tempo 
prima  e di  aver  fiducia  nell’osservazione  propria.  Si  può  aggiun- 
gere ancora  che  egli  espone  al  lettore  con  la  sincerità  che  gli 
è propria,  ad  un  tempo  la  sua  nuova  concezione  e la  successione 
delle  idee,  che  ve  lo  hanno  guidato. 

3.  L’uso  della  notazione  “ del  centro  di  gravità  „ fornì  il  modo 
a Torricelli  di  porre  il  principio  di  Galileo  sotto  una  forma  più 
prossima  ancora  al  nostro  sentimento  istintivo,  forma  che  pei 
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altro  Galileo  aveva  anch’egli  talvolta  utilizzata.  Secondo  Torri- 
celli  una  macchina  è in  equilibrio  quando  il  centro  di  gravità 
dei  pesi  ad  essa  attaccati  non  può  abbassarsi  per  qualunque 
spostamento  che  si  dia  ad  essi.  Cosi,  ad  esempio,  in  un  piano 
inclinato  il  peso  P discendendo  per  un’altezza  h,  fa  salire  ver- 
ticalmente il  peso  Q di  h sen  a;  ed  affinchè  il  centro  di  gravità 
rimanga  alla  stessa  altezza  si  deve  avere  : 

P ■ h — Q . h . sen  a 

P + Q =U' 

ossia  : 

P • h — Q . h . sen  a = 0 ; 

da  cui  si  ricava: 

• Rr  : 

P = Q . sen  a = Q . . 

AB 

Se  il  rapporto  de’  pesi  fosse  diverso,  questo  spostamento 
all’opposto  abbasserebbe  il  centro  di  gravità,  e quindi  non  vi 
sarebbe  equilibrio.  Noi  ci  ripromettiamo  istintivamente  l’equi- 
librio, quando  in  un  sistema  di  corpi  pesanti  il  centro  di  gra- 
vità non  possa  discendere;  ma  l’enunciato  di  Torricelli  non  con- 
tiene assolutamente  niente  di  più  di  quello  di  Galileo. 

4.  E cosi  facile  dimostrare  la  validità  del  principio  degli  spo- 
stamenti virtuali  per  le  altre  macchine,  come  la  leva,  il  verri- 
cello, ecc.,  che  per  i sistemi  di  pulegge  e per  il  piano  inclinato. 
Ad  esempio  consideriamo  il  verricello:  si  sa  che  esso  è in  equi- 
librio, quando  fra  i raggi  P ed  r ed  i pesi  P e Q havvi  la  re- 
lazione P.  R = Q . r.  Se  il  verricello  ruota  dell’angolo  a,  P di- 
scenderà circa  lì  . « e Q salirà  circa  r . a.  Secondo  la  concezione 
di  Sfavino  e Galileo,  quando  si  ha  l’equilibrio  è P.(Q.«)  = Q.(r.a); 
la  quale  equazione  esprime  identicamente  la  stessa  cosa  della 
precedente. 

ó.  Allorché  confrontiamo  mi  sistema  di  corpi  pesanti,  che  si 
pongono  in  movimento  insieme  ad  un  sistema  in  cui  esiste  l'e- 
quilibrio, si  e condotti  a chiedersi  in  che  cosa  consiste  la  dif- 
1 cren  za  di  questi  due  casi.  Qual’ è la  causa  determinante  il 
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movimento  o l' alterazione  dell'  equilibrio,  die  esiste  nel  primo 
caso  e uon  nel  secondo?  Essendosi  da  se  stesso  posta  una  tale 
questione,  Galileo  riconobbe  che  i fattori  che  determinarono  l'e- 
quilibrio non  erano  solo  i pesi,  ma  anche  le  loro  altezze  ili  ca- 
duta. cioè  le  grandezze  dei  loro  spostamenti  misurati  secondo 
la  verticale. 

Indichiamo  con  P.  P',  P" i pesi  di  un  sistema  di  corpi  ma- 
teriali. ed  li,  li',  II" le  altezze  verticali  corrispondenti  di  un  si- 

stema di  spostamenti  possibili  simultaneamente,  considerati  po- 
sitivamente verso  il  basso,  negativamente  verso  l’alto:  Galileo 
trovò  che  il  criterio  o la  caratteristica  dello  stato  di  equilibrio 
è che  sia  verificata  la  condizione: 

P.ft+P'./*'  + F'.A"  + = 0. 

La  somma  P . //  + P'  . V.  + + è la  circostanza  de- 

terminante l'alterazione  dell  equilibrio,  il  lettore  clic  deteimina  il 
moto,  l’ivi  tardi  a questa  somma  fu  dato  il  nome  di  lavoro,  poi- 
ché la  sua  importanza  richiedeva  assolutamente  una  speciale  de- 
nominazione. 

ti.  Mentre  nel  confronto  dei  casi  di  equilibrio  ve  di  movimento 
gli  antichi  investigatori  avevano  diretto  la  loro  attenzione  sui 
pesi  e sulle  loro  distanze  dall’asse  di  rotazione  e così  avevano 
riconosciuto  il  uiorrieiito  .statico  come  Iatture  determinante,  Ga- 
lileo fissò  Ivi  sua  attenzione  sui  pesi  e sulle  loro  altezze  di  ca- 
duta; e riconobbe,  che  il  lavoro  è il  fattore  determinante  il 
movimento  o l'equilibrio.  È evidente  che  non  si  può  imporre 
all’ investigatore  i/uel  criterio  caratteristico  di  condizione  di  equi- 
librio, di  cui  si  deve  tener  conto,  allorché  se  ne  presentano  pa- 
recchi alla  svia  scelta.  Lo  svolgimento  scientifico  ulteriore  solo 
può  decidere  se  egli  abbia  scelto  giudiziosamente.  Ma  nella  stessa 
guisa  che  non  si  può,  come  si  è visto,  riguardare  il  significato 
del  momento  statico  come,  una  cosa  indipendente  dai  dati  spe- 
rimentali e suscettibile  vii  una  dimostrazione  logica,  così  rispetto 
al  lavoro  non  si  può  arrivare  a qualsiasi  deduzione  di  questa 
specie.  Pascal  cade  in  mi  errore,  cui  molti  investigatori  moderni 
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partecipano  con  lui  quando,  applicando  il  principio  degli  sposta- 
menti virtuali  alla  teoria  dei  fluidi,  dicono:  “ Essendo  evidente 
che  è la  stessa  cosa  far  fare  un  pollice  di  cammino  a cento  libbre 
di  acqua,  che  di  far  fare  cento  pollici  di  cammino  ad  una  libbra 

di  acqua poiché  questa  proposizione  non  è giustificata  che 

quando  il  lavoro  sia  stato  prima  di  tutto  riconosciuto  come  fat- 
tore determinante  il  movimento  o l’equilibrio:  e questo  ce  lo 
può  far  conoscere  solo  l'esperienza. 

In  una  leva  a braccia  eguali,  caricata  egualmente  dalle  due 
parti,  l’equilibrio  è il  solo  effetto  ben  determinato,  sia  che  si  con- 
siderino come  fattori  determinanti  i pesi  e le  distanze,  sia  che 
si  riguardino  come  tali  i pesi  e le  altezze  di  caduta.  Ma  queste 
conoscenze  sperimentali  o altre  analoghe  devono  necessariamente 
esistere  prima  di  qualunque  giudizio  riguardo  al  fenomeno  in 
questione.  E ancora  meno  possibile  giungere  con  una  deduzione 


logica  ad  una  formula , secondo  la  quale  l'alterazione  dell’equi- 
librio possa  dipendere  da  circostanze  date,  cioè  dal  significato 
del  momento  statico  P.  L o del  lavoro  P.  //,  che  stabilire  a 
priori  il  semplice  fatto  di  questa  dipendenza. 

7.  Quando  due  forze  eguali,  i cui  spostamenti  possibili  sono 
eguali  ed  opposti,  agiscono  l’una  sull’altra,  si  riconosce  subito 
l’esistenza  dell’equilibrio.  Possiamo  proporci  ora  di  ricondurre  a 
questo  caso  semplice  il  caso  generale  dei  pesi  P e I",  capaci 
di  spostamenti  h ed  li'  tali,  che 
sia  I’  . li  = P'.  h'.  Supponiamo  ad 
esempio  di  avere  i pesi  (lig.  41) 

3 . P e 4 . I’,  sospesi  ad  un  ver-  0 
ricello,  i cui  raggi  siano  4 e 3. 

Dividiamo  i pesi  in  parti  eguali 
P,  che  indicheremo  con  a.  h.  c. 
d,  e,  f.  <j.  Trasportiamo  a.  li,  c Fiu-  4‘- 

al  livello  + 3 e d , e.  f al  livello  - 3.  I pesi  per  se  stessi 
non  produrranno  questo  spostamento,  ma  altresì  non  vi  si 
opporranno.  Indi  portiamo  simultaneamente  al  livello  -)-  4 il 
peso  o,  già  portato  al  livello  3,  ed  al  livello  — 1 il  peso  g.  che 
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era  rimasto  al  livello  zero;  poi  portiamo  parimenti  b al  livello 
_|_  4 e g al  livello  — 2 ; indi  e al  livello  -+-  4 e g al  livello  — 3. 

In  tutti  questi  spostamenti  i pesi  non  intervengono  nè  come  forze 
motrici,  nè  come  resistenze.  Alla  fine  a,  b , c (o  3P)  sono  por- 
tate al  livello  +4,  e d,  c , /,  g (o  4P)  al  livello  —3.  Perciò  i 
pesi  non  contribuiscono  o non  si  oppongono  in  tutto  a questo 
trasporto;  ciò  equivale  'a  dire  che  i pesi  sono  in  equilibrio, 
quando  i loro  spostamenti  sono  in  ragione  inversa  della  loro  in- 
tensità. L’equazione: 

4 . 3P  — 3 . 4P  = 0 

è perciò  la  caratteristica  dell’equilibrio.  La  generalizzazione: 

P . li  — Y.  h'  = 0 

è evidente. 

Un  esame  più  accurato  però  della  discussione  di  questo  caso 
mostra  che  questa  conclusione  non  è possibile,  se  non  si  sup- 
pone l 'equivalenza  dell'ordine  delle  operazioni  e quella  delle  vie 
di  spostamento,  cioè  quando  non  si  sa  prima  che  il  lavoro  è il 
fattore  determinante  che  si  cerca;  onde  commettiamo,  accettando 
la  conclusione,  lo  stesso  errore  che  ha  commesso  Archimede  nella 
sua  dimostrazione  delle  leggi  della  leva-  Sarebbe  evidentemente 
superfluo  riprendere  qui  l’ analisi  particolareggiata  che  si  e 
fatta  più  sopra.  Aggiungiamo  inoltre  che  le  considerazioni  di 
tal  genere  sono  utili  in  quanto  che  esse  mettono  in  evidenza 
il  legame  fra  il  caso  semplice  ed  i casi  generali. 

8.  L’applicabilità  generale  del  principio  degli  spostamenti 
virtuali  a tutti  i casi  di  equilibrio  fu  riconosciuta  da  Giovanni 
Bernoulli,  che  nel  1717  comunicò  con  una  lettera  la  sua  sco- 
perta a Yarignon. 

Abbiansi  le  forze  P,  F,  P" applicate  ai  punti  A,  A',  A"..... 

(fig.  42),  cui  si  fanno  subire  gli  spostamenti-  infinitamente  pic- 
coli qualunque  v,  v’,  v" , compatibili  coi  legami  fra  loro  dei 

punti  (vale  a dire  virtuali);  siano  p,p',p" le  proiezioni  degli 

spostamenti  sopra  le  direzioni  delle  forze,  affette  dal  segno  + 
o dal  segno  —,  secondo  che  esse  hanno  o no  la  stessa  direzione 
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di  queste  forze.  Sotto  la  sua  forma  più  generale  il  principio  degli 
spostamenti  virtuali  dice  che  si  ha  equilibrio  quando . 


P.p  + F./  + P".jo"  + = 0> 

o più  brevemente  : 

^P  p = 0. 

I prodotti  P.  p , P'-  p',  P”-  p" : 

si  dicono  momenti  o lavori  virtuali 
delle  forze;  sono  positivi  o negativ 
secondo  che  l’angolo  della  forza  e dello  spostamento  è acuto  od 
ottuso. 

!).  Ora  esaminiamo  alcuni  punti  particolareggiatamente.  Prima 
di  Newton  una  forza  era  generalmente  concepita  come  una  tra- 
zione od  una  pressione  prodotta  da  un  peso,  e tutte  le  ricerche 
di  meccanica  di  quest’epoca  non  si  occupano  che  dei  corpi  pe- 
santi. Quando  ai  tempi  di  Newton  si  incominciò  a generalizzare 
l’idea  di  forza,  si  potè  subito  ridurre  al  caso  di  forza  qualun- 
que tutti  i principii  meccanici  stabiliti  pei  gravi.  Si  potè  sosti- 
tuire ad  una  forza  qualunque  la  frazione  esercitata  da  un  peso 
sospeso  ad  un  filo.  In  questo  senso  fu  possibile  applicare  al  caso 
generale  di  forze  qualunque  il  principio  degli  spostamenti  vir- 
tuali, che  erano  stati  scoperti  dapprima  nel  caso  della  gravità. 

Si  dicono  spostamenti  virtuali  quegli  spostamenti,  che  sono 
compatibili  colla  natura  dei  legami  del 
sistema  e fra  di  loro.  Ad  esempio  si  A 
consideri  un  sistema  di  due  punti  AeB 
(fig.  43, 1)  cui  sono  applicate  due  forze, 
ed  essi  sono  collegati  mediante  una 
leva  a braccio  rettangolare  mobile 
intorno  a C e tale  che  sia  GB  = 2 CA  ; gli  spostamenti  virtuali  di  B 
ed  A saranno  degli  archi  elementari  di  cerchio  di  centro  C;  gli 
spostamenti  di  B saranno  sempre  doppi  di  quelli  di  A e per- 
pendicolari fra  loro*  se  i punti  AeB  sono  collegati  da  un  filo  di 
lunghezza  (fig.  43,2)  l,  i quali  passano  attraverso  due  anelli  fissi  C 


Fig.  i3. 


Fig.  42. 
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e D;  allora  si  diranno  virtuali  tutti  quegli  .spostamenti  dei  punti 
A e B,  che  laseeranno  questi  due  punti  dentro  o stilla  superficie 
delle  due  sfere  di  centro  ('  e I),  i cui  raggi  /•,  ed  r„  soddisfanno 
la  relazione  : 

»-,  + /•*  + CD  =1. 

L'uso  degli  spostamenti  infinitamente  pìccoli,  invece  degli 
spostamenti  finiti,  considerati  da  (ialileo,  è giustificato  dalla 
considerazione  seguente.  Quando  due  pesi  si  fanno  equilibrio 
sopra  un  piano  inclinato  (fig.  44),  questo  equilibrio  non  sarà  di- 


sturbato, se  si  trasforma  il  piano  in- 
clinato in  una  superficie  qualunque  colà, 
ove  non  è in  immediato  contatto  con 
i corpi  considerati,  che  giacciono  so- 
pra di  esso.  La  condizione  essenziale 


Fig.  44. 


consiste  quindi  nella  possibilità  istantanea  di  spostamento,  nella 
conformazione  istantanea  del  sistema.  Per  giudicare  dell’equili- 
brio occorre  in  generale  considerare  solo  gli  spostamenti  evane- 
scenti ; poiché  altrimenti  la  conformazione  del  sistema  si  trasfor- 
merebbe spesso  in  una  conformazione  prossima  intieramente  dif- 
ferente, per  la  quale  forse  l’equilibrio  non  esisterebbe  più. 

(ialileo  aveva  già  riconosciuto  chiaramente,  nel  caso  del  piano 
inclinato,  che  gli  spostamenti  in  generale  non  sono  fattori  de- 
terminanti che  in  quanto  essi  sono  diretti  nel  senso  delle  forze, 
e che  per  conseguenza  occorre  considerare  solo  le  loro  proiezioni 
sulle  direzioni  di  queste  forze.  Rispetto  all’enunciato  del  prin- 
cipio, sotto  la  sua  forma  generale,  si  osserva  che  il  problema  è 
intieramente  risolto,  quando  tutti  i punti  del  sistema,  su  cui 
agiscono  le  forze,  siano  fra  loro  indipendenti.  Ciascuno  dei  suoi 
punti  infatti  può  essere  in  equilibrio  solo  nel  caso,  in  cui  esso  sia 
mobile  nel  senso  della  forza.  Il  momento  virtuale  di  ciascuno  di 
tali  punti  in  particolare  deve  perciò  annullarsi.  Se  alcuni  dei 
punti  sono  indipendenti  fra  loro,  mentre  altri  hanno  una  certa 
dipendenza  mediante  i loro  legami,  la  stessa  osservazione  si  può 
fare  pei  primi  punti;  e per  i secondi  sussiste  il  teorema  fon- 
damentale trovato  da  Galileo,  per  cui  la  somma  dei  momenti 


virtuali  è nulla.  Dunque  la  somma  totale  dei  momenti  virtuali 
di  tutti  i punti  del  sistema  è ancora  eguale  a zero. 

10.  Ora  cercheremo  di  far  comprendere  chiaramente  il  signi- 
ficato del  principio  degli  spostamenti  virtuali  mediante  alcuni 
esempi  semplici,  che  non  possono  essere 
trattati  coll’ordinario  metodo  della  leva, 
del  piano  inclinato  e di  altri  consimili. 

La  puleggia  differenziale  di  Westón 
(lìg.  45)  consiste  di  due  carrucole  cilindriche 
coassiali,  invariabilmente  connesse  fra  loro, 
di  raggi  poco  differenti  t\  e r,  < rr  Sopra 
queste  carrucole  passa  una  corda  od  una 
catena,  come  si  vede  nella  figura.  Si  sup- 
ponga che  la  forza  P,  che  agisce  nel  senso 
indicato  dalla  freccia,  faccia  girare  l'ap- 
parecchio di  un  angolo  <p  ; il  peso  sospeso  Q 
verrà  così  alquanto  innalzato.  Nel  caso  del- 
1 equilibrio  esisterà  fra  i due  momenti  virtuali  l'equazione: 


da  cui  : 


(p  = P ■ r, . , 


Ora  consideriamo  un  verricello  di  peso  Q 
(fig.  46);  quando  il  peso  V discende  con  lo  svol- 
gersi della  corda,  cui  è attaccato,  e che  passa 
attorno  la  ruota,  l’albero  del  verricello  si  av- 
volge alla  corda  verticale  ed  il  verricello  s'in- 
nalza. Nel  caso  dell’equilibrio  i momenti  virtuali 
soddisfanno  l' equazione  : 

P (R  — r).</>  = Q 


PÙ 


Fig.  -in. 


p = 


Qr 
R - /■ 


da  cui  : 
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Infatti  il  filo  allora  si  comporta  come  se  avesse  un  nodo,  in 


cui  si  trovasse  il  peso  Q,  che,  se  è diverso  da  zero,  può  sempre 
discendere,  spostando  semplicemente  il  nodo,  senza  far  muovere 
il  peso  P.  Se  per  altro  è R = /•  e Q = o,  allora  abbiamo  : 


valore  indeterminato  ; infatti  non  importa  quale  peso  P tenga 
in  equilibrio  I apparecchio,  poiché  per  R = r.  non  può  discendere 
nessun  peso  P. 

1 na  puleggia  (fig.  47)  doppia  di  raggi  /•  ed  R giace  sopra 
una  tavola  orizzontale  ; si  tien  conto  dell’attrito  ; sul  filo  agiscono 
le  forze  P e Q.  Rappresentiamo  con  P'  l’attrito  del  piano,  cosi 


Ma  quando  è: 


Fig.  47. 


allora  avviene  che  il  filo  si  avvolge  intorno  alla  puleggia. 

La  bilancia  di  Roberval  consiste  (fig.  48)  di  un  parallelo- 


gramma mobile,  due  lati  opposti 
del  (piale  possono  ruotare  intorno 
ai  punti  di  mezzo  A e B;  agli  altri 
due  lati,  che  son  sempre  verticali, 
soli  congiunte  due  verghe  oriz- 
zontali ; se  sospendiamo  a queste 
verghe  pesi  eguali,  vi  sarà  equili- 
brio qualunque  sia  il  punto  di  so- 


Fig.  4H. 


.spensione,  poiché  la  discesa  di  uno  dei  pesi  è uguale  all’ascen- 
sione dell’altro  per  ogni  spostamento  del  sistema. 
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Tre  fili,  attaccati  allo  stesso  punto  0 (fig.  49)  e caricati  di 
pesi  eguali,  passano  per  tre  pulegge  fisse  A,  H,  C.  Si  vuol  sa- 
pere per  quale  disposizione  di  fili  si  avrà  equilibrio.  Siano 
OA  v HO  = Sj,  < '0  = s.,  le  lunghezze  dei  fili.  Per  ottenere 
1 equazione  di  equilibrio  diamo  al  punto  0,  secondo  le  direzioni 
ed  gli  spostamenti  elementari  (infinitesimi)  Óst  e <V3  ; e 
poiché  questi  spostamenti  sono  arbitrari,  cosi  possiamo  eseguire 


qualsiasi  spostamento  del  punto  0 nel  piano  ABC  (tig.  50).  La 
somma  dei  momenti  virtuali  è: 

P 6 ss  — P ò s,  cos  a 4*  P ó », . cos  (a  -f-  fi)  | 

4*  P <V,  — P ò s.,  cos  fi  Pi)  ss  cos  (a-\-  fi)  / ’ 

ossia 

[1  — cos  a + cos  (a  -f  ff)\  ò s,  -f-  [1  — cos  fi  -f-  cos  (a  -f  /b]  ò s,  = 0 . 
tifi  spostamenti  òs,  e ò.%  essendo  indipendenti  fra  loro,  si 
possono  fare  successivamente  eguali  a zero;  ciò  che  dà: 

1 — cos  a cos  (a  -j-fl)  = 0,  1 — cos  fi  -)-  cos  (a  -)-  fi)  =r  0 , 

da  cui 

cos  « = cos  fi  ; 

a ciascuna  di  queste  equazioni  possiamo  sostituire  la  seguente  : 
1 — cos  a 4-  cos  2 a = 0 ; 

da  cui 

1 

cos  a = — ; 

2 

e quindi  : 

a 4-0=120°. 

Onde  nel  caso  di  equilibrio  ciascuno  dei  fili  fa  cogli  altri 
un  angolo  di  120°.  Per  altro  si  vede  ri  priori  che  le  tre  forze 
eguali  si  possono  fare  equilibrio  solo  iu  questa  disposizione. 
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Ora  rimane  a determinare  il  punto  0 nel  triangolo  AHI  ' ; ma 
questo  è un  semplice  problema  di  geometria,  che  si  può  risolvere 
facilmente  in  più  modi.  Si  potranno,  ad  esempio,  costruire  su  AB, 
B(_  ed  Ah  i triangoli  equilateri  esternamente  e descrivere  i loro 
circoncerchi.  Queste  tre  circonferenze  hanno  un  punto  comune 
d intersezione,  che  sarà  il  pimto  0 ; ciò  si  dimostra  subito  me- 
diante le  ben  note  relazioni  fra  gli  angoli  al  centro  e gli  archi 
dei  centri  corrispondenti. 

1 n’asta  ()A  (fig.  51)  può  ruotare  intorno  al  punto  0;  essa  fa 
con  una  retta  fissa  OX  l’angolo  variabile  a.  Nel  punto  A è appli- 
cata una  forza  P,  che  la  con  OX  l’angolo  y,  una  seconda  forza, 
che  fa  con  OX  un  angolo  fi  agisce  sopra  un  anello  Q,  che  può 
scorrere  lungo  1 asta.  Si  vuol  conoscere  la  condizione  dell'equi- 
librio. Si  faccia  ruotare  l’asta  di  un  angolo  infinitamente  pic- 
colo: siano  Ó8  e òs,  gli  spostamenti  elementari  dei  punti  A e B 
perpendicolarmente  ad  OA,  e sia  òr  lo  spostamento  elementare 


hf 


Fi«-  51  ■ Fig.  52. 

dell’anello  lungo  l’asta.  La  distanza  variabile  OB  indichiamola 
con  r e sia  OA  = a.  Nel  caso  di  equilibrio  avremo  allora: 

Q ò s sen  (fi  - a)  + Q * r cos  (fi  - a)  -f  P ò s,  sen  (ft  - y)  = 0 . 

Lo  spostamento  òr  non  producendo  alcun  effetto  sugli  altri 
spostamenti,  il  momento  virtuale,  che  gli  corrisponde,  deve  es- 
sere nullo;  e poiché  la  sua  grandezza  è arbitraria,  si  deve 
avere  : 

Qcos(/f  — a)  = U; 
e poiché  è Q =|=  0.  sarà: 


fi  — a = 90». 
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La  forza  Q deve  quindi  essere  normale  all’asta.  Onde  si  ha. 
osservando  che  è 5s , — — òs: 

/• . Q sen  — a i -j-  ti  l’ sen  ( a — y)  = 0 : 

ed  essendo:  sen  (fi — a)=l.  si  ha: 

»• . Q -f-  « . P sen  (a  — y)  = 0 . 

Quest’ultima  equazione  dà  il  rapporto  delle  due  forze. 

11.  Un  vantaggio  che  non  bisogna  perdere  di  vista,  che  è 
comune  a tutti  i principi  generali,  e quindi  anche  al  principio 
degli  spostamenti  virtuali,  consiste  in  ciò,  che  ci  risparmia  in 
gran  parte  la  fatica  di  ri  (lettere  sopra  ciascun  caso  particolare 
nuovo,  che  si  può  presentare.  Possedendo  questo  ultimo  prin- 
cipio possiamo  ad  esempio  trascurare  intieramente  i particolari 
di  una  macchina.  Supponiamo  che  una  macchina,  che  per  noi  è 
nuova,  sia  racchiusa  in  una  scatola  (fig.  52),  da  cui  non  escano 
che  due  sporgenze,  che  servono  di  punti  di  applicazione  alla 
potenza  P ed  al  peso  P'.  Osservando  gli  spostamenti  simul- 
tanei h ed  //'  di  queste  due  braccia,  se  ne  dedurrà  immedia- 
tamente la  condizione  di  equilibrio 

P h -Ph'=0, 

qualunque  siano  gli  spostamenti  del  meccanismo.  Un  principio 
generale  come  questo  possiede  perciò  un  valore  incontestabile 
di  economia. 

12.  Ritorniamo  ancora  sull’enunciato  generale  del  principio 
degli  spostamenti  virtuali,  che  occorre  analizzare  più  a fondo. 
Si  considerino  le  forze  P.  P',  P”...  applicate  ai  punti  A,  B,  C,... 
e p.  p . p " ...  siano  le  proiezioni  degli  spostamenti  elementari  dei 
punti  di  applicazione  sulle  direzioni  delle  forze  ; essendo  questi 
spostamenti  infinitesimi  compatibili  coi  legami  e fra  loro,  la 
condizione  di  equilibrio  è: 


P .p  + P’  .p  + P"  .p"  -f  . . . = 0 . 


Se  si  sostituisce  alle  forze  de’  fili,  passanti  sulle  pulegge  ed 
aventi  le  direzioni  di  esse,  cui  si  attaccano  sin  d'ora  dei  pesi 
convenienti,  renunoiato  precedente  esprimerà  semplicemente  che 
il  centro  di  gravità  del  sistema  formato  da  tutti  questi  pesi 
non  può  discendere.  Se  però  per  certi  spostamenti  dei  punti  di 
j-,  applicazione  il  centro  di  gra- 

P (d  v vita  potesse  salire,  il  sistema 

P / ' v p'  ancorasareblm  in  equilibrio, 

poiché  i pesi,  abbandonati 
a sè  stessi,  non  prendereb- 
bero questo  movimento.  In 
questo  caso  la  somma  data 
più  sopra  sarebbe  allora  negativa  o minore  di  zero. 

L’espressione  generale  della  condizione  di  equilibrio  è perciò  : 

P.jP-fP'.p'-fF’. //'  + . . .50. 

Quando  ad  ogni  spostamento  virtuale  ne  corrisponde  un  altro  . 
eguale  ed  opposto  ad  esso,  come  avviene  ad  esempio  per  le  mac- 
chine semplici,  allora  bisogna  prendere  solo  il  segno  superiore 
(=);  dobbiamo  limitarci  al  caso  dell’eguaglianza.  Perchè,  se  per 
certi  spostamenti  virtuali  il  centro  di  gravità  potesse  salire,  la 
ipotesi  della  loro  riversibilità  richiederebbe  che  esso  potesse 
anche  discendere.  Quindi  ne  consegue  che  l’ innalzamento  possi- 
bile del  centro  di  gravità  è in  questo  caso  incompatibile  coll’e- 
quilibrio. 

La  questione  assume  un  aspetto  diverso  per  altro  quando  gli 
spostamenti  non  sono  tutti  riversibili.  Due  corpi  congiunti  in- 
sieme mediante  un  (ilo  flessibile  possono  avvicinarsi  fra  loro,  ma 
non  possono  allontanarsi  ad  una  distanza  maggiore  della  lun- 
ghezza del  filo.  Un  corpo  può  essere  costretto  a scorrere  op- 
pure a rotare  sulla  superficie  di  un  altro  corpo  in  modo  che 
si  possa  allontanare,  ma  non  possa  penetrarlo.  In  questi  casi 
qiundi  esistono  spostamenti  che  non  possono  essere  riversibili. 
Onde  per  certi  spostamenti  si  può  produrre  un  innalzamento 
del  centro  di  gravita,  senza  che  gli  spostamenti  opposti,  che  fa- 


Fìg. 
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rebbero  abbassare  il  centro  di  gravità,  siano  possibili.  Perciò 
bisogna  conservare  la  condizione  generale  di  equilibrio  e dire 
clic  la  somma  dei  momenti  virtuali  deve  essere  eguale  o minore 
di  zero. 

13.  Lagrnnge  nella  sua  Mécanique  analytique  ha  dato  una 
dimostrazione  ingegnosa  del  principio  degli  spostamenti  virtuali, 
che  ora  noi  considereremo. 

Abbiansi  le  forze  P,  P',  P"...  applicate  ai  punti  A,  B,  C.... 
(fig.  54);  immaginiamo  delle  pulegge  lissate  nei  punti  A',  B',  0'... 
nella  direzione  delle  forze  in  modo  da  formare  una  taglia  su 
ciascuna  linea  d’azione.  Ora  supponiamo  che  le  forze  abbiano 

Q 

una  comune  misura  -n- , e che  si  possa  fare; 


2 n" 


= P",  ecc. 


ove  »,  n'.  »"...  sono  numeri  intieri.  Inoltre  si  fissi  l’estremità 
del  filo  alla  puleggia  A';  la  si  faccia  passare  n volte  fra  A'  ed 
A,  poi  . da  A'  a B',  indi  n'  volte  fra  B'  e B,  poi  da  B'  a b\ 


Q 

1 


indi  »"  volte  fra  b'  e li.  terminando  in  li  ; infine  si  sospenda 

Q 

alla  sua  estremità  rimasta  libera  il  peso  — . Siccome  il  filo  ha 

Q 

così  in  tutte  le  sue  parti  la  tensione  — , si  può  sostituire,  me- 
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diante  questo  sistema  ideale,  a tutte  le  forze  date  di  un  si- 
ti 0 

sterna  un  peso  - . Se  ora  per  una  conformazione  data  del  si- 
stema gli  spostamenti  virtuali  (possibili  ! sono  tali,  che  essi  pos- 
sono dar  luogo  ad  una  caduta  del  peso  ~ . il  peso  cadrà 
realmente,  provocando  precisamente  gli  spostamenti  che  corri- 
spondono a questa  caduta  e non  vi  sarà  equilibrio.  D’altra  parte 
nessun  movimento  non  incomincerà  se  tutti  gli  spostamenti  la- 
ti 

sciano  il  peso  - immobile  ovvero  lo  fanno  salire.  Si  ottiene 

per  l’espressione  di  questa  condizione,  dando  il  segno  -f  alle 
proiezioni  degli  spostamenti  virtuali  nel  senso  delle  forze,  e te- 
nendo conto  del  numero  dei  giri  del  filo  in  ciascuna  singola 
taglia,  la  seguente: 

•2  n p -f-  2 n p'  -f  2 »'  p"  + ...  2 0 • 

Ora  questa  condizione  è equivalente  alla: 

2«-  />  + 2 ri.  ~ p'  + 2n"  ^ //'  + . . . 20, 

ed  infine: 

Pp-f-P>'+F'//'+ . . .20. 

14.  Quantunque  la  supposizione  (ideale)  del  sistema  di  pu- 
legge sia  alquanto  estranea  all’argomento,  la  dimostrazione  di 
Lagrange  ha  veramente  qualche  cosa  in  sè  che  convince,  poiché 
il  movimento  di  un  peso  unico  si  accosta  più  alla  nostra  espe- 
rienza ed  è più  facile  tener  dietro  al  suo  insieme  che  ai  movi- 
menti di  un  numero  qualunque  di  pesi.  Essa  pertanto  non  mostra 
che  il  lavoro  sia  il  fattoi-  determinante  dell’alterazione  dell’equi- 
librio, invece  l’applicazione  del  sistema  di  pulegge  presuppone 
questa  conoscenza. 

Invero  ciascuna  delle  taglie  contiene  già  il  fatto  che  è espresso 
e riconosciuto  mediante  il  principio  degli  spostamenti  virtuali. 
La  sostituzione  a tutte  le  forze  del  sistema  di  un  peso  unico, 
che  fa  lo  stesso  lavoro,  presuppone  che  si  conosca  il  significato 
del  lavoro  e non  è ammissibile  che  in  questa  ipotesi.  Il  l’atto, 


che  certi  casi  sono  a noi  piu  familiari  e più  immediati  alla  no- 
stra esperienza,  ci  costringe  ad  accettarli  senza  analizzarli  ed 
a prenderli  come  l>nse  di  una  dimostrazione  senza  renderci  chia- 
ramente conto  del  loro  contenuto. 

Spesso  avviene  nel  corso  dello  svolgimento  della  scienza  che 
un  nuovo  principio,  che  qualche  investigatore  scopre  in  un  fe- 
nomeno, non  sia  immediatamente  riconosciuto  in  tutta  la  sua 
generalità  e non  si  renda  subito  familiare.  Allora  s’impiegano 
conte  ragionevoli  e naturali  tutti  i mezzi,  che  possono  aiutarlo 
a fargli  acquistare  il  suo  compiuto  valore.  Si  ricorre  per  soste- 
nere la  nuova  nozione  ai  fatti  più  disparati,  nei  quali  l'investi- 
gatore ancora  non  ha  ravvisato  chiaramente  il/nuovo  principio, 
benché  esso  in  realtà  vi  sia  già  contenuto,  ma  che  gli  sono  fa- 
miliari mediante  altri  punti  di  vista.  La  scienza  giunta  al  suo 
stato  (h  maturità  non  deve  lasciarsi  indurre  in  errore  mediante 
tali  processi.  Quando  in  tutti  i fatti  osservati  noi  riscontriamo 
per  tutto  in  un  mudo  perfettamente  chiaro  e sicuro  un  prin- 
cipio, che  non  è dimostrato,  ma  di  cui  possiamo  constatare  la 
esistenza,  approfondiamo  assai  più  la  concezione  logica  della 
natura,  riconoscendo  l’esistenza  di  questo  principio,  che  lascian- 
doci imporre  da  una  dimostrazione  simile.  Se  la  consideriamo  da 
questo  punto  di  vista,  la  dimostrazione  di  Lagrange  si  presenta 
sotto  una  luce  tutta  diversa,  ma  essa  tuttavia  si  accaparrerà  la 
nostra  attenzione  ed  il  nostro  interessamento,  e ci  soddisferà 
rendendo  sensibile  la  connessione  Ira  i casi  semplici  e quelli  com- 
plicati. 

1;>.  Maupertuis  ha  trovato  un  teorema  interessante  sull’equi- 
librio, che  egli  comunicò  all’Accademia  delle  scienze  di  Parigi 
uel  1 740  sotto  il  nome  di  : Legge  di  riposo  [Lai  de  repoi).  Que- 
sto teorema  fu  studiato  ulteriormente  da  Eulero  nel  1751  nelle 
Memorie  dell' Accademia  di  Berlino.  Quando  si  dànno  ai  punti 
di  un  sistema  spostamenti  virtuali  infinitamente  piccoli,  allora 
corrisponde  ad  easi  una  somma  di  momenti  virtuali  : 

P./;  + P>'  + P".p"  + 

die  si  annulla  uel  caso  di  equilibrio. 


Questa  somma  è il  lavoro  corrispondente  agli  spostamenti 
o piuttosto  il  lavoro  elementare,  poiché  esso  è infinitamente 
piccolo  contemporaneamente  a questi  ultimi.  Allorquando  questi 
spostamenti  si  continuano  fino  a divenire  finiti,  allora  s’aggiun- 
gono i lavori  elementari  e la  loro  somma  dà  il  lavoro  finito. 
Ad  ogni  passaggio  di  un  sistema  da  una  conformazione  iniziale 
ad  una  finale  qualunque  corrisponde  un  certo  lavoro  l'atto.  Ora 
Maupertuis  ha  osservato  semplicemente  che  questo  lavoro  effet- 
tuato è in  generale  un  massimo  od  un  minimo;  allorché  la  con- 
formazione finale  è una  configurazione  di  equilibrio,  cioè  in  altre 
parole,  quando  il  sistema  passa  da  una  configurazione  di  equi- 
librio, il  lavoro  eseguito  sarà  minore  o maggiore,  prima  e dopo 
l’equilibrio,  che  per  la  configurazione  dell’equilibrio  stesso,  l’er 
la  configurazione  di  equilibrio  si  ha  infatti: 


1>  + P>'  + P’>''  + = o, 


cioè  che  l’elemento  del  lavoro  od  il  differenziale  (più  esattamente 
la  variazione)  del  lavoro  è uguale  a zero.  Si  sa  che  una  fun- 
zione ammette  un  massimo  od  un  minimo  generalmente  quando 
il  suo  differenziale  si  annulla. 

Hi.  Mediante  la  fig.  55  ci  possiamo  fare  un’idea  chiarissima 
del  significato  del  teorema  di  Maupertuis.  Immaginiamo  un  si- 
stema di  forze  sostituito  da  un  sistema  di  pulegge  di  Lagrange 


col  peso 


Q 

2 


Dapprima  supponiamo  che  ciascun  punto  del  sistema 


si  possa  muovere  solamente  sopra  una  curva  determinata,  e che  la 
posizione  di  imo  di  essi  sulla  traiettoria  determini  le  posizioni 
degli  altri  punti.  Le  macelline  semplici  in  generale  costituiscono 
sistemi  die  soddisfanno  a queste  condizioni.  Ora  attacchiamo  al 

Q O 

peso  — una  matita;  mentre  il  sistema  si  sposta,  il  peso  — p 

sale  e scende;  e se  si  fa  scorrere  mediante  un  moto  orizzontale  un 
foglio  di  carta  davanti  alla  punta  della  matita,  la  combinazione 
del  moto  verticale  della  matita  e del  moto  orizzontale  della  carta 
darà  ima  curva  come  (fig.  55)  abed Quando  la  punta  della 
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matita  h in  una  dei  punti  a,  b,  c della  curva  si  vede  che  ci  sono 
posizioni  vicine  del  sistema  di  punti,  per  le  quali  il  peso  — 
si  trova  più  in  basso  o più  in  alto  della  configurazione  data.  Se 


dunque  il  sistema  è abbandonato  a sé  stesso,  il  peso  discenderà 
ed  il  sistema  si  porrà  in  movimento.  In  questo  caso  perciò  non 

vi  sarà  equilibrio.  Se  la  punta  della  matita  è in  e il  peso  — 

si  trova  più  in  basso  che  per  tutte  le  configurazioni  vicine,  ed 
il  sistema  abbandonato  a sé  stesso  non  cambierà  la  sua  con- 
formazione. Al  contrario  sarà  invertito  ogni  spostamento  in  questa 
direzione  a causa  della  tendenza  del  peso  a muoversi  verso  il 
basso.  Un  altezza  minima  del  peso  ovvero  un  massimo  del  la- 
voro fatto  nel  sistema  corrisponde  dunque  all' equilibrio  stabile. 
Se  la  matita  si  trova  in  A,  ogni  spostamento  finito  fa  abbassare 

Q 

il  peso  — , che  allora  continua  da  se  stesso  questo  spostamento. 
Ma  se  lo  spostamento  è infinitamente  piccolo,  la  matita  si  muove 
sulla  tangente  in  A,  che  è orizzontale  ed  il  peso  non  discende. 

Onde  un'altezza  massima  ilei  peso  — , cioè  un  minimo  del 

lavoro  eseguito  nel  sistema,  corrisponde  all'equilibrio  instabile. 
Per  nitro  si  osserva  che  la  reciproca  non  è vera,  e che  ogni  po- 
sizione di  equilibrio  non  corrisponde  ad  un  massimo  od  un  mi- 
nimo del  lavoro  fatto.  Ad  esempio,  se  la  matita  si  trova  in  /, 


— t58  — 


punto  in  cui  la  tangente  è orizzontale  e d'inflessione,  uno  spo- 
stamento infinitesimo  non  fa  più  discendere  il  peso  Vi  è equi- 
librio, benché  il  lavoro  eseguito  non  sia  nè  massimo,  nè  minimo. 
Allora  L’equilibrio  dicesi  misto;  per  certi  spostamenti  è stabile, 
per  certi  altri  è instabile.  Si  può  senza  inconveniente  conside- 
rare l’equilibrio  misto  come  compreso  nel  caso  dell’equilibrio 
instabile.  L’equilibrio  esiste  ancora  quando  la  mntita  è in  g,  in 
cui  la  curva  ha  un  segmento  finito  orizzontale.  In  questa  con- 
figurazione del  sistema  ogni  piccolo  spostamento  non  è nè  con- 
tinuato, nè  invertito.  (Questa  specie  di  equilibrio,  cui  non  corri- 
sponde nè  un  massimo,  nè  un  minimo  del  lavoro  l'atto,  si  dice 

Q 

indifferente  (o  neutro).  Se  la  curva  descritta  da  — presenta  un 


punto  cuspidale  o Un  punto  di  regresso  verso  l'alto,  la  configu- 
razione che  corrisponde  a questo  punto  dà  un  minimo  di  lavoro 
fatto,  ma  non  gli  corrisponde  nessuno  equilibrio,  nemmeno  l’e- 
quilibrio instabile.  Un  punto  analogo  rivolto  verso  il  basso  dà 
un  massimo  di  lavoro  eseguito  e l’equilibrio  stabile;  in  questo 
ultimo  caso  la  somma  dei  momenti  virtuali  non  è uguale  a zero, 
ina  è negativa. 

17.  In  ciò,  che  precede,  si  è supposto  che  il  moto  di  un 
punto  sopra  la  sua  traiettoria  determinasse  il  movimento  degli  altri 
punti  sulle  loro  rispettive  traiettorie.  La  mobilità  del  sistema 
sarà  maggiore  se,  ad  esempio,  ciascuno  dei  punti  si  muove  so- 
pra una  superficie  data,  ma  in  modo,  che  la  posizione  di  un 
punto  sulla  sua  superficie  determini  unicamente  la  posizione  di 
tutti  gli  altri  punti  sulla  loro  superficie.  In  questo  caso  dunque 
Insognerà  considerare  la  superficie  invece  della  curva  descritta 


da  '^-  . Se  ciascun  punto  può  in  modo  analogo  muoversi  in  uno 
spazio  corrispondente,  allora  è impossibile  rappresentare  in  un 

Q 

modo  puramente  geometrico  il  movimento  di  — . Questa  im- 


possibilità è ancora  maggiore  quando  la  posizione  di  uno  dei 
punti  del  sistema  non  determina  in  un  sol  modo  la  posizione 
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degli  altri  e die  il  grado  di  mobilità  è ancora  maggiore.  In 

tutti  questi  casi  la  cuna  descritta  i lig.  55»  da  — può  servire 

come  simbolo  dei  fenomeni  d . studiare,  e in  questi  casi  ritro- 
veremo il  teorema  di  Maupertuis. 

Si  è liu  qui  anche  supposto  che  le  forze  agenti  siano  costanti 
(invariabili),  indipendenti  dalle  posizioni  dei  punti  del  sistema. 
Ora  facciamo  l'ipotesi  che  le  forze  dipendano  dalla  posizione  dei 
punti,  ma  non  dal  tempo;  allora  non  si  potrà  più  operare  con 
.semplici  sistemi  «li  pulegge,  ma  bisognerà  immaginare  apparec- 
chi, che  faranno  variare  con  lo  spostamento  gli  sforzi  esercitati 

0 

da  — ; tuttavia  il  teorema  sussiste.  L’altezza  della  discesa  del 

Q 

peso  misura  sempre  il  lavoro  l’atto,  che  è sempre  il  inede- 

desimo  per  la  stessa  configurazione  del  sistema  ed  è indipen- 
dente dalla  traiettoria  di  passaggio  da  uno  stato  ad 
un  altro.  I n apparecchio,  per  cui  un  peso  costante 
potrebbe  esercitare  sforzi,  che  variano  con  lo  sposta- 
mento, sarebbe,  per  esempio,  costituito  da  un  verri- 
cello, la  cui  ruota  (fig.  56)  non  sia  circolare.  Tuttavia 
è inutile  entrare  nei  particolari  della  dimostra- 
zione. poiché  sivede  subito  che  sarebbe  possibile  di 
farlo. 

18.  Se  si  conosce  la  relazione  che  esiste  fra 
il  lavoro  eseguito  e la  forza  viva  di  un  sistema,  relazione  stabilita 
dalla  dinamica,  si  giunge  facilmente  a questo  teorema,  comunicato 
nel  1749  da  C'ourtivron  all’Accademia  delle  scienze  di  Parigi: 

“ La  forza  viva  di  un  sistema  passa  per  un  massimo  (minimo), 
quando  il  sistema  passa  per  una  configurazione  di  equilibrio  sta- 
bile (instabile),  per  cui  il  lavoro  eseguito  è massimo  (minimo)  „. 

19.  Il  caso  di  un  elissoide  omogeneo,  pesante,  coi  tre  assi 
disuguali  e che  giace  sopra  un  piano  orizzontale,  illustra  assai 
bene  le  diverse  specie  di  equilibrio.  Quando  l’ elissoide  si  ap- 
poggia sulla  estremità  dell’asse  minore,  allora  esso  è in  equi- 
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librio  stabile,  perchè  qualunque  spostamento  fa  innalzare  il  centro 
di  gravità.  Se  si  appoggia  sull’estremità  dell’asse  maggiore  l’e- 
quilibrio è instabile:  ma  se  si  appoggia  sull’estremità  dell’asse 
medio  l’equilibrio  è misto.  Un  esempio  di  equilibrio  indifferente 
ci  è dato  da  una  sfera  omogenea  o da  un  cilindro  omogeneo  di 

rivoluzione,  che  giace  in  un  piano 
orizzontale.  La  figura  57  rappre- 
senta la  traiettoria  del  centro 
di  gravità  di  un  cubo,  che  ruota 
in  un  piano  orizzontale  intorno 
ad  uno  dei  suoi  spigoli  ; la  po- 
sizione a del  centro  di  gravità  corrisponde  all’equilibrio  stabile, 
e la  posizione  b all'equilibrio  installile. 

20.  Ora  consideriamo  un  esempio  che  a prima  vista  sem- 
brerebbe assai  complicato,  ma  il  cui  principio  degli  spostamenti 
virtuali  dà  una  spiegazione  immediata. 

Giovanni  e Giacomo  Bernoulli  passeggiando  un  dìa  Basilea 
e discutendo  su  argomenti  di  matematica  si  posero  la  questione 
seguente:  “Quale  sia  la  forma  che  prende  una  catena  sospesa 
liberamente  per  le  sue  due  estremità  „.  Essi  subito  e facilmente 
videro  che  la  forma  di  equilibrio  della  catena  è quella,  per  cui 
il  suo  centro  di  gravità  si  trova  nella  posizione  più  bassa  pos- 
sibile. Infatti  si  comprende  che  sussiste  l’equilibrio  quando  gli 
anelli  della  catena  siano  scesi  nella  posizione  più  bassa  possi- 
bile, quando  nessuno  di  essi  non  possa  più  discendere  senza  pro- 
vocare, a causa  dei  legami,  l’ascesa  di  una  massa  corrispondente 
ad  un  altezza  eguale  o superiore.  Allorché  il  centro  di  gravità 
è disceso  così  basso  quanto  è possibile,  quando  tutto  ciò,  che 
poteva  effettuarsi  si  è verificato,  l’equilibrio  stabile  sussiste.  Qui 
termina  la  parte  fisica  del  problema.  La  determinazione  della 
curva  di  lunghezza  data  fra  i due  punti  A e B,  ed  il  cui  centro 
di  gravità  è ad  una  altezza  minima,  non  è che  una  questione 
puramente  matematica  (fig.  58). 

21.  Uno  sguardo  al  complesso  della  questione  mostra  che  n 1 
principio  dei  lavori  virtuali  si  riscontra  solo  il  riconoscimento  di 
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un  fatto,  che  ci  era  istintivamente  familiare  da  tempo:  ma  che 
noi  non  intendevamo  in  un  modo  nè  preciso,  nè  chiaro.  TI  fatto 
è questo  : i corpi  pe- 
santi si  muovono  da 
sè  stessi  unicamente 
verso  il  basso.  Se  pa- 
recchi corpi  pesanti 
sono  legati  fra  loro 
in  modo,  che  non  pos- 
sano spostarsi  indi- 
pendentemente gli  uni 
dagli  altri,  essi  non 
si  innoveranno  che 
quando  la  massa  pe- 
sante nel  suo  insieme 
sia  capace  di  discen- 
dere, o ciò  che  il 
principio  esprime  con 
più  precisione,  adot- 
tando in  modo  più 
perfetto  il  pensiero  ai 
fatti,  col  dire  che 
havvi  movimento  sol 
quando  può  essere  ese- 
guito un  lavoro.  Se, 
estendendo  la  nozione 
di  forza,  si  trasporta 
il  principio  alle  forze 
oltre  che  a quelle  do- 
vute alla  gravitò,  esso 
contiene  ancora  il  rico- 
noscimento del  fatto, 

che  i fenomeni  natu-  Fj  M 

rah.  di  cui  si  tratta,  procedono  da  se  stessi  unicamente  in  uh 
senso  determinato  e non  nel  senso  oppostoad  essi.  Precisamente 


come  i corpi  pesanti  cadono,  cosi  le  differenze  di  temperatura 
e le  differenze  di  stato  elettrico  non  aumentano  spontaneamente, 
ma  al  contrario  diminuiscono,  ecc.  Se  questi  fenomeni  sono 
legati  fra  loro  in  modo  che  non  possono  variare  solo  in  opposti 
sensi,  il  principio  allora  stabilisce, con  maggior  precisione,  che 
non  può  farlo  la  concezione  istintiva,  che  il  lavoro  determina  e 


provoca  la  direzione  dei  fenomeni.  La  equazione  di  equilibrio 
dataci  dal  principio  può  volgarmente  esprimersi  così:  Nulla 
accade  quando  nulla  può  avvenire. 

22.  h importante  rendersi  chiaramente  conto  che  trattasi 
semplicemente  nel  principio,  di  cui  ci  occupiamo,  di  constatare 
e stabilire  un  fatto.  Se  noi  trascuriamo  questo,  sentiamo  sempre 
una  deficienza  di  rigore  e cerchiamo  una  base  che  è impossibile 
trovare.  Jacobi  riporta  nelle  sue  Vorlesumjen  iiber  Dynamik 
(Lezioni  sulla  dinamica),  che  Gauss  una  tolta  aveva  osservato 
che  Lagrange  non  aveva  dimostrato  le  sue  equazioni  di  equi- 
librio, ma  non  aveva  fatto  che  enunciarle  storicamente.  Questa 
opinione  ci  sembra  vera  in  ciò,  che  riguarda  anche  il  principio 
degli  spostamenti  virtuali. 


Il  compito  dei  primi  investigatori,  gettando  le  basi  di  una 
scienza,  è intieramente  diverso  da  quello  dei  loro  successori.  Il 
loro  assunto  consiste  nel  ricercare  e nel  constatare  i fatti  più 
importanti,  e la  storia  ci  insegna  che  questa  bisogna  richiede 
assai  più  intelligenza  che  ordinariamente  non  si  creda.  Quando 
siano  dati  una  volta  questi  fatti  più  importanti,  essi  si  possono 
mettere  in  effetto  mediante  i processi  logici  e deduttivi  della 
iisica  matematica,  coordinarli,  e far  vedere  che  rammettere  un 
sai  latto  implica  l'ammissione  di  una  intiera  serie  di  altri  fatti, 
che  non  sono  tutti  visibili  immediatamente  nei  primi.  Queste 
due  specie  dirompiti  sono  di  una  eguale  importanza;  ma  non 
bisogna  confonderli.  Non  si  può  dimostrare  matematicamente  che 
la  natura  deve  essere,  ciò  che  essa  è;  ma  si  può  dimostrare  che 
le  proprietà  osservate  ne  determinano  una  serie  di  altri,  che 
spesso  non  sono  direttamente  manifesti. 

Infine  osserviamo  che  il  principio  degli  spostamenti  virtuali, 


come  ogni  principio  generale,  trae  seco,  mediante  la  concezione 
che  fornisce,  alia  sua  volta  la  disillusione  e la  chiarezza:  la 
prima  in  quanto  che  noi  riconosciamo  in  essa  solo  fatti  conosciuti 
da  molto  tempo  e scoperti  istintivamente  ; la  seconda,  perchè  ci 
permette  di  ritrovare  per  tutto  questi  stessi  fatti  semplici  attra- 
verso relazioni  più  complicate. 

V.  Esame  complessi  co  dello  scotimento  della  statica. 

1.  Ora  che  abbiamo  successivamente  passato  in  rivista  cia- 
scuno dei  principi  della  statica  in  particolare,  siamo  in  grado  di 
fare  un  breve  esame  supplementare  del  complessivo  sviluppo  dei 
principi  di  questa  scienza.  La  statica,  che  appartiene  a quel 
periodo  più  antico  della  meccanica,  il  quale  incomincia  dall'an- 
tichità greca  e termina  coi  tempi  di  Galileo  e dei  suoi  più  gio- 
vani contemporanei,  ci  porge  mi  esempio  illustrativo  assai  inte- 
ressante del  processo  di  formazione  della  scm>liza  in  generale, 
lutti  i metodi  e le  concezioni  vi  si  incontranc/sotto  la  loro  forma 
più  semplice  e per  cosi  dire  d’infanzia.  Questi  principi  indicano 
chiaramente  l'impronta  «Iella  loro  origine  ielle  esperienze  delle 
arti  manuali.  La  scienza  deve  la  sua  origine  alla  necessità  di  met- 
tere «pieste  esperienze  sotto  forma  comunicabile  e di  estenderle 
al  «li  là  dei  limiti  del  mestiere  e della jjratma  professionale.  Colui 
che  raccoglie  queste  esperienze  per  conservarle  negli  scritti,  si 
trova  davanti  un  gran  numero  di  fatti  distinti  o per  lo  meno  con- 
siderati come  fedi.  Il  punto  di  vista,  in  cui  si  è posto,  gli  permette 
d.  esaminarli  di  nuovo  più  spesso,  in  ordini  diversi  e con  un 
numero  minore  di  idee  preconcette.  Nel  suo  pensiero  e nei  suoi 
scritti  i fatti  e le  loro  leggi  si  mettono  in  strette  relazioni  di 
tempo  e di  spazio,  e cosi  possono  fare  di  nuovo  emergere  la 
loro  connessione,  il  loro  accordo  e la  loro  graduale  e reciproca 
trasformazione.  Il  desiderio  di  abbreviare  e di  semplificare  la 
comunicazione  agisce  nello  stesso  senso;  ed  è così  che  per  ra- 
gioni «li  economia  un  gran  numero  di  fatti  con  le  loro  leggi  si 
giunge  a raccogliere  e ad  esprimere  in  un  enunciato  unico. 
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2.  D’altra  parte  chi  raccoglie  così  le  esperienze  si  trova  in 
circostanze  favorevoli  per  notare  nuovi  aspetti  delle  cose,  sui 
quali  non  era  stata  richiamata  l’attenzione  degli  osservatori  pre- 
cedenti. È impossibile  che  una  legge  acquistata,  mediante  l’os- 
servazione diretta,  comprenda  l’ insieme  del  fatto  nella  sua  infi- 
nita ricchezza,  nella  sua  inesauribile  compless'ività.  Essa  piuttosto 
fornisce  un  abbozzo  del  fatto,  lo  fa  uscir  di  nuovo  da  uno  dei 
suoi  aspetti,  ciò  che  è,  d’altra  parte,  importante  per  lo  scopo 
tecnico  o scientifico  che  si  ha  in  vista.  Questi  aspetti  partico- 
lari, che  si  considerano  in  un  fatto,  dipendono  tanto  da  circo- 
stanze accidentali,  quanto  dalla  tendènza  dello  spirito  dell’osser- 
vatore. Quindi  sarà  sempre  possibile  di  scoprire  nuovi  aspetti 
del  fatto,  che  condurranno  a stabilire  una  nuova  legge,  equiva- 
lente o superiore  all’antica.  Così,  ad  esempio,  nel  caso  della  leva 
si  sono  date  successivamente  leggi  diverse  di  equilibrio,  secondo 
le  circostanze  che  si  consideravano  come  determinanti,  e che 
furono  in  primo  luogo  i pesi  e le  lunghezze  dei  bracci  della  leva 
{Archimele)-  poi  i pesi  e le  distanze  delle  linee  di  azione  delle 
forzo  dall’asse  {Leonardo  da  Vinci  ed  Ubaldi)  ; indi  i pesi  e 
le  grandezze  dei  loro  spostamenti  {Galileo)-  ed  infine  i pesi  e 
le  linee  di  trazione  rispetto  all’asse  ( Var ignori). 

•i.  Un  fa  una  nuova  osservazione  della  specie  di  quelle,  di 
cui  si  è parlato,  e che  stabilisce  una  nuova  legge,  sa  general- 
mente che  si  può  sbagliare,  quando  si  cerca  di  costruire  la  rap- 
prese n fazione  di  un  fatto  mentalmente  a scopo  di  possedere 
questa  immagine  rappresentativa,  come  modello  sempre  a nostra 
disposizione  per  potercene  servire,  quando  il  fatto  per  se  stesso 
e in  tutto  od  in  parte  inaccessibile.  Le  circostanze,  su  cui  si 
deve  richiamare  l'attenzione,  sono  accompagnate  da  tante  circo- 
stanze accessorie,  che  spesso  è difficile  scegliere  e considerare 
quali  siano  essenziali  allo  scopo  che  si  prefigge;  tali  sono,  per 
esempio,  nelle  macchine  l’attrito,  la  rigidità  delle  corde,  ecc.,  che 
turbano  e cancellano  la  relazione  esatta  delle  circostanze,  che  si 
studiano.  Dunque  è naturale  che  colui  che  scopre  o vuole  veri- 
ficare una  legge  nuova  dubiti  di  se  stesso  e cerchi  una  dima- 
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straziane  della  legge,  di  cui  egli  aveva  osservata  la  validità. 
Chi  scopre  o verifica  una  legge  non  confida  subito  intieramente 
in  essa  od  almeno  ne  accetta  solo  una  parte.  Archimede,  ad 
esempio,  mette  in  dubbio  il  fatto  che  i pesi  agiscano  propor- 
zionalmente ai  bracci  di  leva;  ma  egli  ammette  senza  esitazione 
il  latto  di  una  certa  influenza  del  braccio  di  leva;  Daniele  Ber- 
noulli  non  mette  in  dubbio  i!  fatto  di  una  influenza  qualunque 
della  direzione  della  forza,  ma  solo  la  forma  della  sua  influenza,  ecc. 
Infatti  e assai  più  facile  osservare  che  una  circostanza  ha  una 
certa  influenza  in  un  caso  dato,  che  determinare  quale  è questa 
influenza.  In  questa  ultima  ricerca  le  probabilità  di  errore  sono 
molto  più  grandi.  Perciò  la  tattica  dell’investigatore  è ben  fon- 
data e perfettamente  naturale. 

bn  prova  del  rigore  di  una  legge  nuova  si  può  fare  mediante 
' ei direzione,  constatando  che  la  sua  applicazione  continua,  sotto 
circostanze  più  disparate,  la  mostri  in  armonia  con  la  esperienza. 
Questo  processo  si  giustifica  per  se  stesso  nei  corso  del  tempo. 
Ma  chi  lm  fatto  la  scoperta  vuol  raggiungere  più  presto  il  suo 
scopo.  Egli  confronta  le  conseguenze  della  sua  legge  con  tutte 
le  esperienze  che  gli  sono  familiari;  la  paragona  con  tutte  le 
leggi  più  antiche,  spesso  dimostrate,  ed  esamina  se  conduce  ad 
alcuna  contraddizione.  In  questo  modo  egli  ripone  la  più  grande 
autorità  nelle  esperienze  più  antiche  e familiari,  nelle  leggi  più 
spesso  dimostrate.  Fra  queste  esperienze  le  conoscenze  istintive, 
generate  senza  personale  partecipazione,  unicamente  dalla  potenza 
dei  latti  ed  d loro  cumulo  che  forzano  l’opinione  degli  uomini, 
godono  una  autorità  tutta  speciale;  e riconosceremo  ancora  che 
deve  cosi  avvenire,  poiché  qui  cercasi  precisamènte  di  eliminare 
la  tendenza  soggettiva  e l’errore  personale  dell’osservatore. 

In  questo  modo  Archimede  dimostra  la  sua  legge  della  leva. 

S te  vi  no  la  sua  legge  del  piano  inclinato,  Daniele  Bernoulli  il 
parallelogramma  delle  forze,  bagrange  il  principio  degli  sposta- 
menti virtuali.  Solo  Galileo,  in  ciò  che  riguarda  quest’ultimo 
piineipio,  vede  chiaramente  che  la  sua  nuova  osservazione  e la 
sua  nuova  percezione  sono  equivalenti  ad  ognuna  delle  antiche 


- che  esse  derivano  dalla  stessa  sorgente  sperimentalo  di  que- 
ste - e non  tenta  alcuna  dimostrazione.  Nella  sua  dimostrazione 
della  legge  della  leva  Archimede  fa  uso  delle  nozioni  sul  centro 
di  gravitò,  el.e  aveva  potuto  acquistare  mediante  l'ausilio  del 
teorema  stesso,  che  voleva  dimostrare  ; ma  che  d'altra  parte  pro- 
babilmente gli  erano  cosi  familiari  come  vecchie  esperienze 
che  egli  non  le  metteva  più  in  dubbio,  e che  è possibile  che 
non  s.  accorgesse  in  nlc.rn  modo  dell’uso  che  egli  ne  faceva 
nella  sua  dimostrazione.  Ma  si  è già  parlato  particolareggiata- 
mente, nel  capitolo  precedente,  degli  elementi  istintivi  compresi 
nella  dimostrazione  di  Archimede  e di  Stevino. 

4.  È generalmente  di  regola  che  quando  si  fa  una  nuova 
scoperta,  uno  si  serva  di  tutti  i mezzi  che  possono  contribuire  a 
dimostrare  una  legge  nuova.  Per  altro  quando,  dopo  un  tempo 
pn,  o meno  lungo,  questa  legge  è stata  verificata  direttamente 
un  numero  <]i  volte  abbastanza  grande,  è conforme  allo  spirito 
della  scienza  di  riconoscere  che  un’altra  prova  è allatto  inutile; 
che  non  vi  è alcuna  ragione  per  considerare  una  legge  per  me- 
gli.. stabilita,  poiché  si  fonda  sopra  altre  leggi,  che  sono  state 
ottenute  identicamente  con  h.  stesso  metodo  sperimentale,  ma 
solamente  un  po’  prima,  e che  due  osservazioni  fatte  con  la  stessa 
circospezione  ed  anche  entrambe  sovente  verificate,  hanno  lo 
stesso  grado  di  validità.  Oggi  possiamo  considerare  il  principio 
della  leva,  quello  dei  momenti  statici,  quello  del  piano  inclinato 
d parallelogramma  delle  forze,  il  principio  degli  spostamenti  Vir- 
tual. come  scoperti  mediante  osservazioni  equivalenti.  Presente- 
mente  è di  nessuna  importanza  che  alcune  di  queste  scoperte 
siano  state  fatte- direttamente,  altre  seguendo  vie  indirette  od 
anche  ,n  occasione  di  altre  osservazioni.  È meglio  per  l’economia 
del  pensiero  e per  l’estetica  della  scienza  riconoscere  un  prin- 
cipio — ad  esempi.,  il  principio  dei  momenti  statici  — diretta- 
mente come  la  chiave  per  la  comprensione  di  tutti  i fatti  di  una 
stessa  categoria  e vedere  chiaramente  che  li  comprende  tutti 
che  trovare  necessaria  una  dimostrazione  anticipata,  zoppicante’ 
rattoppata  e fondata  su  proposizioni  oscure,  in  cui  sia  già  con- 


tenuto  ,1  principio  che  si  vuol  dimostrare;  ma  che  ci  sono  per 
caso  precedentemente  familiari.  La  scienza  e l’individuo  ,i„  uno 
s udio  storico)  possono  impiegare  una  volta  questo  processo;  ma 

dopo  entrambi  debbono  porsi  da  un  punto  di  vista  più  conve- 
niente. 

5 Iniattl  questa  '"«nìa  di  dimostrazione  introduce  nella  scienza 
una  specie  di  rigore  falso  ed  assurdo.  Alcune  proposizioni  sono 
ritenute  per  più  che  certe;  esse  sono  considerate  come  la  base 
necessaria  ed  incrollabile  di  altre  proposizioni,  quando  in  realtà 
non  s.  annette  ad  esse  che  un  grado  di  certezza  al  più  eguale 
se  non  minore,  e che  non  si  consegue  nemmeno  il  grado  di  cer- 
tezza che  la  scienza  rigorosamente  esige.  Si  trovano  spesso  nei 

' ” ' ‘ teSt°  esen,!ji  di  questo  fals°  rigore.  Le  dimostrazioni  di 
Archimede  hanno  questo  difetto,  fatta  astrazione  del  loro  valore 
storico,  ma  l’esempio  più  notevole  ci  è dato  da  Daniele  Bernoulli 
«ella  sua  dimostrazione  del  parallelogramma  delle  forze  {Comment 
Acad.  Petrop.  T.  I). 

6 Con,e  si  è già  vedllto>  le  conoscenze  istintive  posseggono 
una  confidenza  tutta  speciale.  Non  sapendo  più  come  esse  siansi 
ottenute,  non  si  può  più  criticare  il  modo  col  quale  sono  state 
acquistate.  Non  si  è per  nulla  contribuito  alla  loro  formazione. 
Esse  ci  si  presentano  con  una  potenza  che  non  hanno  mai  i risul- 
tai. delle  nostre  esperienze  riflettive,  volontarie,  in  cui  si  sente 
sempre  .1  nostro  intervento.  Esse  ci  sembrano  come  cose  libere 
aggettività,  estranee  a noi,  che  abbiamo  non  ostante  ciò  sotto 

mano,  e che  in  questo  modo  ci  sono  più  vicine  dei  fatti  isolati 
delia  natura. 

A causa  di  ciò  si  attribuisce  talvolta  alle  conoscenze  di  questa 
specie  un’origine  totalmente  diversa,  ed  esse  si  considerano  come 
esistenti  a priori  assolutamente  in  noi,  prima  di  ogni  espe- 
rienza. Si  è particolareggiatamente  spiegato  nella  discussione  dei 
avori  di  Stevino,  che  questa  opinione  non  è sostenibile.  Inoltre 
qualunque  possa  essere  la  loro  importanza  nel  processo  di  svol- 
gimento della  scienza,  l’autorità  delle  conoscenze  istintive  deve 
sempre  dar  posto  finalmente  a quella  dei  principi  chiaramente 
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posti  e deliberatamente  osservati.  Le  conoscenze  istintive,  come 
tutte  le  altre,  sono  conoscenze  sperimentali,  e possono,  come  si 
è già  detto,  mostrarsi  da  se  stesse  assolutamente  insufficienti  e 
senza  valore,  se  una  nuova  categoria  di  fenomeni  sperimentali 
non  viene  ad  essere  messa  in  evidenza. 

7.  La  vera  relazione  e connessione  che  esistono  fra  i diversi 
principi  è ili  ordine  storico.  L’uno  di  essi  va  più  lungi  in  un 
ordine  d’idee,  ma  l’altro  condurrà  più  in  là  in  altre  questioni. 
Non  ostante  che  qualche  principio,  come  quello  degli  sposta- 
menti virtuali,  fornisca  facilmente  la  chiave  di  un  maggior  nu- 
mero di  casi  che  gli  altri  principi,  tuttavia  non  si  è autorizzati 
ad  affermare,  che  questa  superiorità  gli  sarà  sempre  conservata 
e non  sarà  un  giorno  ecclissata  da  un  principio  nuovo.  Tutti  i 
principi  mettono  più  o meno  arbitrariamente  in  evidenza  ora 
un  aspetto,  ora  un  altro  degli  stessi  fatti,  e tutti  contengono  una 
legge  ili  rappresentazione  generale  del  fatto  nel  pensiero.  Nes- 
suno può  pretendere  che  questo  processo  sia  definitivamente 
completato,  e chiunque  sostenesse  questa  opinione,  non  impedi- 
rebbe per  ciò  il  progresso  della  scienza. 

S.  Finalmente  gettiamo  un  rapido  sguardo  sul  concetto  di 
lorza  in  statica.  La  forza  è qualunque  circostanza  che  ha  per 
conseguenza  il  moto.  Parecchie  circostanze  di  questa  specie,  che, 
ciascuna  separatamente,  determinano  un  moto,  possono  agire 
insieme  in  modo,  che  non  ne  risulti  alcun  moto.  Affinché  ciò 
avvenga  è necessario  che  queste  circostanze  abbiano  fra  loro 
una  certa  dipendenza.  La  statica  ha  per  oggetto  la  ricerca  di 
questa  dipendenza,  e non  si  preoccupa  maggiormente  del  carat- 
tere  particolare  del  moto  prodotto  da  una  forza.  Le  circostanze 
determinanti  il  moto,  che  ci  sono  più  note,  sono  i nostri  propri 
aiti  volontari,  dipendenti  dal  nostro  sistema  nervoso.  Nei  movi- 
menti che  noi  stessi  determiniamo,  cosi  come  in  quelli,  cui  le  cir- 
costanze esterne  ci  costringono,  noi  proviamo  sempre  una  certa 
pressione.  Quindi  sorge  in  noi  l’abitudine  di  rappresentare  ogni 
circostanza  determinata  del  movimento  come  analoga  ad  un  atto 
di  volontà,  come  una  pressione.  Invano  si  è tentato  di  non  ac- 
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cettare  questa  concezione  come  soggettiva,  animistica  e non  scien- 
tifica; ma  non  ci  può  servire  sicuramente  a far  violenza  al  modo 
naturale  di  pensare,  che  ci  è proprio  ed  a condannarci  cosi  ad  una 
volontaria  povertà  intellettuale.  Inoltre  osserviamo  che  troveremo 
di  nuovo  questa  concezione  della  forza  nel  fondamento  della  di- 
namica. 

In  molti  casi  possiamo  sostituire  alle  circostanze  determinanti 
il  moto,  che  si  presentano  nella  natura,  le  nostre  innervazioni; 
cosi  acquistiamo  l'idea  di  una  gradazione  nelle  intensità  delle 
forze:  ma  nella  valutazione  ili  queste  ultime,  non  possiamo  ser- 
virci che  della  memoria;  e siamo  anche  incapaci  di  comunicare 
le  nostre  sensazioni.  Indi  si  vede  che  è possibile  rappresen- 
tare con  un  peso  ogni  circostanza  determinante  il  moto,  e così 
si  giunge  all  idea  che  tutte  le  circostanze  determinanti  il  moto, 
cioè  tutte  le  forze,  sono  grandezze  della  stessa  specie,  che  pos- 
sono essere  sostituite  e misurate  con  pesi.  Il  peso  misurabile  ci 
fornisce  un  indice  comodo,  comunicabile  e più  sicuro,  e nella 
serie  dei  fenomeni  meccanici  ci  rende  esattamente  lo  stesso  ser- 
vizio che  ci  olfre  il  termometro  nella  serie  dei  fenomeni  calori- 
fici, sostituendosi  alle  nostre  sensazioni  di  caldo  e di  freddo, 
dome  si  è già  fatto  osservare,  la  statica  non  può  liberarsi 
intieramente  di  ogni  conoscenza  dei  fenomeni  del  moto.  Parti- 
colarmente lo  vediamo  nella  determinazione  della  direzione  di 
una  forza  mediante  la  direzione  del  movimento  che  produrrebbe 
se  agisse  da  sola.  In  quanto  al  punto  di  applicazione  di  una 
forza,  si  chiama  così  il  punto  del  corpo,  di  cui  la  forza  determi- 
nerebbe il  movimento,  se  esso  fosse  reso  libero  dai  suoi  legami 
con  le  altre  parti  di  esso. 

La  forza  è dunque  una  circostanza  determinante  il  moto, 
che  possiede  gli  attributi  seguenti  : 1°  la  direzione,  che  è la 
direzione  del  moto  determinato  dalla  forza  data,  che  agisce  da 
sola;  2°  il  punto  di  applicazione,  che  è il  punto  del  corpo  il  cui 
moto  è determinato  indipendentemente  dai  suoi  legami  con  esso; 

•("  I intensità,  che  e data  dal  peso  che  agendo  mediante  un  filo, 
applicato  allo  stesso  punto  secondo  la  direzione  data,  determina 
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lo  stesso  movimento  e mantiene  lo  stesso  equilibrio.  Le  altre  cir- 
costanze, che  modificano  la  determinazione  di  un  moto,  ma  che, 
da  sole,  non  possono  determinarne  alcuno,  si  possono  chiamare 
circostanze  accessorie  determinanti  il  moto  o l'equilibrio,  come 
ad  esempio  i bracci  della  leva,  gli  spostamenti  virtuali,  eec. 

VI.  1 principi  della  statica  nella  loro  applicazione  ai  liquidi. 

1.  Lo  studio  deile  proprietà  dei  liquidi  non  ha  fornito  alla 
statica  molti  punti  di  vista  sostanzialmente  nuovi,  ma  esso  ha 
permesso  un  gran  numero  di  applicazioni  e di  conferme  dei  prin- 
cipi già  noti;  e le  ricerche  fatte  in  questo  campo  hanno  di  molto 
arricchito  l’esperienza  fisica.  Perciò  dedichiamo  alcune  pagine 
a questo  soggetto. 

2.  Pure  ad  Archimede  spetta  l’onore  di  aver  gettato  le  basi 
della  statica  dei  liquidi;  è a lui  che  dobbiamo  il  ben  noto  teo- 
rema sulla  pressione  o perdita  di  peso  (die  subiscono  i corpi 
immersi;  di  questa  scoperta  Vitruvio  (de  Architectura  libro  9) 
dà  il  seguente  ragguaglio  (1): 

Archimedis  vero  cum  multa  miranda  inventa  et  varia  fue- 
rint,  ex  omnibus  etiam  infinita  solertia,  id  quod  exponam,  videtur 
esse  expressum  nimium.  Hiero  enim  Siracusis  auctus  regia  po- 
testate,  rebus  bene  gestis,  cum  auream  eoronam  votivam  dijs 
immortalibus  in  quodam  fano  constituisset  ponendam,  immani 
pretio  locnvit  faciendam  et  aurutn  ad  sacoina  appendit  redem- 
ptori.  Is  ad  tempus  opus  manufactum  subtiliter  regi  approbavit 
et  ad  sacoma  pondus  coronae  visus  est  praestitisse.  Posteaquam 
indicium  est  factum,  deinpto  auro  tantundem  argenti  in  id  co- 
ronarum  opus  admixtum  esse,  indignatus  Hiero  se  contemptum  ; 
neque  inveniens  qua  ratione  id  furturn  reprehenderet,  rogavit 


(1)  Vedi  M.  Vitrcvi  De  Architectura.  Liber  nonus,  cap.  in.  pa- 
gina 150.  - Stampato  a Firenze  per  gli  eredi  di  Filippo  Giunti 
anno  1552. 
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Archimedem,  uti  in  se  smneret  sibi  de  eo  opgitationem.  Tunc 
is  cura  liaberet  eius  rei  curam,  casa  venit  in  balneum;  ibique 
cmn  in  solium  deseenderet.  animadvertìt  quantum  corporis  sui 
in  eo  insideret,  tantum  aquae  extra  solium  effluere.  Itaque  cum 
eius  rei  rationem  explieationis  offendisset,  non  est  moratus,  sed 
filivi*  gaudio  motns  de  solio,  et  nudus  vadens  dotnum  versus 
significabat  clara  voce  invenisse  quod  quaererot.  Nain  currens 
identitem  grnece  clamabat  ergijua,  ciiorjKa  n,  Eccone  la  traduzione: 

" D’Archimede  poi,  sebbene  molte  e varie  sieno  state  le  mi- 
nibili  invenzioni,  fra  tutte  però  quella  che  mostra  maggior  sot- 
tigliezza, è questa  che  dirò.  Erone  innalzato  alla  potestà  regale 
in  Siracusa,  avendo  per  il  felice  esito  delle  sue  cose  destinato 
di  porre  in  un  certo  tempio  una  corona  d’oro  in  voto  agli  dei 
immortali,  la  diede  a fare  di  grossa  valuta  e consegnò  egual 
peso  di  oro  nll'appaltutore.  Questi  al  tempo  stabilito  presenta  al 
re  il  prescritto  lavoro  fatto  con  delicatezza,  ed  il  peso  della  co- 
rona parve  che  corrispondesse  al  dato;  ma  essendo  stata  fatta 
una  denuncia  che  n era  stato  tolto  dell’oro  e mescolatovi  altret- 
tanto argento,  n andò  in  collera  Erone  per  essere  stato  burlato; 
nè  sapendo  come  appurare  il  furto,  ne  richiese  Archimede, 
perchè  se  ne  addossasse  egli  il  pensiero.  Stando  egli  con  questa 
cura,  andò  per  caso  al  bagno;  ed  ivi,  mentre  calava  nella  fossa, 
s’accorse  che  quanta  era  la  massa  dei  suo  corpo  che  vi  entrava, 
altrettanta  acqua  ne  usciva:  quindi  avendo  incontrato  il  metodo 
della  dimostrazione  di  una  tal  cosa,  non  si  fermò;  ma  spinto 
dall’allegrezza  saltò  fuori  del  bagno,  e nudo  correndo  verso 
casa,  andava  ad  alta  voce  dicendo  d’aver  trovato  quel  che  cer- 
cu\a,  mentre  correndo  ogni  poco  gridava  in  greco:  eÙQtjKa, 
eC Qr/tta  (ho  trovato,  ho  trovato!)  „. 

Archimede  fu  perciò  condotto  al  suo  teorema  dall'osser- 
vazione che  un  corpo  deve,  per  immergersi,  innalzare  una  quantità 
(l'acqua  equivalente:  esattamente  come  se  il  corpo  fosse  sopra 
uno  dei  piatti  della  bilancia  e l’acqua  nell’altro  piatto.  Questa 
concezione,  che  oggi  ancora  è la  più  naturale  e la  più  diretta, 
s incontra  nell’opera  di  Archimede:  Sui  corpi  galleggianti,  che 
G 


disgraziatamente  non  è stata  completamente  conservata,  ma  è 
stata  in  parte  restituita  da  F.  Comandino. 

L’ipotesi  da  cui  parte  Archimede  è la  seguente:  “ Si  suppone 
come  proprietà  essenziale  di  un  liquido  che  se  tutte  le  sue  parti- 
si succedono  uniformemente  ed  in  modo  continuo,  le  parti  che 
soffrono  minori  pressioni  sono  spinte  in  alto  da  quelle  che  su- 
biscono pressioni  maggiori.  Ogni  parte  del  liquido  inoltre  soffre 
una  pressione  dalla  porzione  che  si  trova  perpendicolarmente 
sopra  di  essa,  quando  questa  tende  a cadere  o subisce  una  pres- 
yione  da  qualche  altra  porzione 

Riassumendo  diremo  che  Archimede  immagina  la  costituzione 
dell’intiero  globo  terrestre  come  fluida  e lo  divide  in  piramidi, 
che  hanno  per  vertice  il  centro  della  sfera  (fig.  59).  L’equilibrio 


richiede  che  tutte  queste  piramidi 
abbiano  pesi  eguali,  e quelle  delle  loro 
parti,  che  sono  similmente  poste,  subi- 
scano pressioni  eguali.  8e  s’ immerge 
in  una  di  queste  piramidi  un  corpo  a 
dello  stesso  peso  specifico  dell’acqua, 
questo  corpo  si  immergerà  esatta- 
mente; e nel  cnso  di  equilibrio, 

) esso  sostituirà  alla  pressione  del- 

l’acqua spostata  la  pressione  che  produce  esso  stesso.  Un 
corpo  i,  di  peso  specilico  minore  di  quello  dell'acqua  non 
p»<S,  senza  alterare  l'equilibrio,  immergersi  nella  massa  fluida, 
che  sino  al  piuito,  in  cui  il  suo  proprio  peso  faccia  subire  al 
liquido  posto  sotto  di  esso  una  pressione  precisamente  uguale  a 
quella,  che  esso  subirebbe  se,  dopo  avere  innalzato  il  corpo,  si 
sostituisca  con  acqua  la  parte  immersa.  Un  corpo  c di  peso  spe- 
cilico  maggiore  di  quello  dell’acqua  cadrà  tanto  in  basso,  quanto 
e possibile.  Si  vede  facilmente  che,  nell’acqua,  il  peso  di  questo 
corpo  diminuisce  del  peso  dell’acqua  spostata,  immaginando 
questo  corpo  legato  ad  un  altro  corpo  di  peso  specifico  minore, 
cosi  che  il  loro  insieme  costituisca  un  terzo  corpo  dello  stesso 
peso  specifico  dell’acqua,  e questo  sarà  esattamente  immerso. 
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4.  Quando  nel  svi  secolo  fu  ripreso  lo  studio  delle  opere 
di  Archimede,  i principii  che  aveva  enunciati  furono  appena 
compresi;  allora  era  impossibile  comprendere  appieno  le  sue 
dimostrazioni. 

Stevino  riscoprì  con  un  metodo  suo  proprio  i principi!  più 
importanti  della  idrostatica  e le  loro  conseguenze.  Egli  fondn  le 
sue  deduzioni  sopra  due  idee  fondamentali.  La  prima  è del 
tutto  analoga  a quella  relativa  alla  catena  chiusa.  La  seconda 
consiste  nella  ipotesi  che  si  possono  solidificare  i liquidi  in  equi- 
librio senza  distruggere  questo  equilibrio. 

Stevino  per  primo  diede  il  principio  seguente:  una  massa 
qualunque  data  A (fig.  fiO)  di  acqua,  immersa 
nell’acqua,  è in  equilibrio  in  tutte  le  sue  parti. 

Poiché  se  A non  fosse  sostenuta  dall’acqua 
circostante,  ma  se  al  contrario  essa  cadesse, 
si  sarebbe  costretti  ad  ammettere  che  l’acqua, 
che  verrebbe  a prendere  il  suo  posto  A,  ca- 
drebbe ugualmente;  ciò  condurrebbe  al  moto 
perpetuo . conclusione  contradditoria  con  la  nostra  esperienza  e 
con  la  nostra  conoscenza  istintiva  delle  cose. 

L acqua  immersa  nell’acqua  perde  dunque  tutto  il  suo  peso. 
Immaginiamo  ora  che  la  superficie  di  quest’acqua  sia  solidificata; 
il  vaso  formato  da  questa  superficie  l pus  mperfieiarium),  come 
Jo  chiama  Stevino,  subirà  esattamente  le  stesse  circostanze  di 
pressione.  Questo  vaso  superficiale  vuoto  proverà  dunque  ueì- 
l’ acqua  una  pressione  eguale  al  peso  dell’acqua  spostata.  Sosti- 
tuiamo ad  esso  un  corpo  di  peso  specifico  qualunque,  e si  vedrà 
che  questo  corpo  immerso  prova  una  diminuzione  di  peso  eguale 
ni  peso  dell’acqua,  di  cui  egli  occupa  il  posto. 

In  un  parallelepipedo  rettangolo,  posto  verticalmente  e pieno 
• l'acqua,  la  pressione  sulla  base  orizzontale  è ugnale  al  peso  del 
liquido.  Questa  pressione  è anche  la  stessa  per  due  parti  equi- 
valenti di  questa  base.  Allora  Stevino  toglie  col  pensiero  certe 
parti  di  liquido  e ad  esse  sostituisce  de’  solidi  dello  stesso  peso 
specifico,  in  altre  parole  solidifica  col  pensiero  una  parte  del  li- 
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quido,  ciò  che  uon  cambia  affatto  le  relazioni  di  pressione  nei 
vaso.  Cosi  è facile  scorgere  dapprima  che  la  pressione  sul  fondo 
di  un  vaso  è indipendente  dalla  forma  del  vaso,  poi  è facile 
ottenere  la  legge  delle  pressioni  nei  vasi  comunicanti  eec. 

trai  ileo  tratta  il  problema  dell’equilibrio  nei  vasi  comuni- 
canti e le  questioni  ad  esso  connesse  mediante  il  principio  degli 

spostamenti  virtuali.  Sia  M N (fig.61) 
il  livello  comune  di  un  liquido  nei 
due  vasi  comunicanti  ; (ialileo  spiega 
che  havvi  allora  equilibrio  pel  fatto 
che,  per  qualunque  perturbazione, 
gli  spostamenti  delle  colonne  liquide 
sono  in  ragione  inversa  delle  sezioni 
e dei  pesi  di  queste  colonne,  come 
nelle  macchine  in  equilibrio.  Questo  ragionamento  è tutt’altro  che 
esatto.  Questo  problema  non  corrisponde  rigorosamente  ai  casi  di 
equilibrio  nelle  macchine,  studiati  da  (ialileo.  ove  l’equilibrio  è 
indifferente.  Pei  liquidi  uei  vasi  comunicanti,  qualunque  disturbo 
del  livello  comune  provoca  un  innalzamento  del  centro  di  gra- 
vità. Nella  figura  61  il  centi-odi  gravita  S del  liquido,  che  oc- 
cupava lo  spazio  tratteggiato  in  A,  è salito  in  S',  potendo  il 
resto  del  liquido  essere  riguardato  come  non  si  fosse  mosso.  TI 
caso  dell’equilibrio  corrisponde  dunque  qui  ad  un’altezza  minima 
del  centro  di  gravità. 

<*.  Pascal  impiega  parimente  il  principio  degli  spostamenti 
virtuali,  ma  in  un  modo  rigoroso,  facendo  astrazione  dal  peso 
del  liquido  e considerando  solo  le  pressioni 
sulla  superficie.  Consideriamo  due  vasi  com- 
unicanti chiusi  mediante  stantuffi  (fig.  62) 
caricati  di  pesi  proporzionali  alle  loro  supe- 
firie:  l’equilibrio  esiste,  perché  l’invariabilità 
del  volume  liquido  fasi  che  ogni  disturbo  del 
livello  comune  dà  agli  stantuffi  spostamenti, 
che  sono  in  ragione  inversa  dei  pesi,  che  essi  sopportano.  Per 
Pascal  risulta  perciò  necessariamente  dal  principio  degli  spo- 


Fig.  ni. 
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statuenti  virtuali  che.  nei  liquidi  in  equilibrio,  ogni  pressione 
esercitata  sopra  iuta  parte  della  superficie  si  trasmette  integral- 
mente a ciascuna  parte  eguale  di  superficie,  ovunque  e qualunque 
sia  In  sua  posizione.  Non  si  può  negare  che  in  questo  modo  il 
principio  sia  scoperto,  ma  vedremo  ])erò  più  avanti,  concezione 
più  naturale  e più  soddisfacente,  è quella  di  riguardarlo  come, 
ottenuto  direttamente. 

7.  Ora  che  abbiamo  fatto  l’abbozzo  storico  della  questione, 
riprendiamo  l’esame  del  caso  più  importante  dell’equilibrio  dei 
liquidi,  ponendoci  da  piuiti  di  vista  differenti,  i più  convenienti 
secondo  i casi. 

La  proprietà  fondamentale  dei  liquidi,  data  dall’esperienza, 
è la  mobilità  delle  loro  particelle  sotto  le  più  piccole  pres- 
sioni. Si  consideri  un  elemento  di  volume  di  liquido,  per 
esempio  un  cubo  piccolissimo,  e si  faccia  astrazione  dal  suo  peso. 
Per  la  minima  pressione  esercitata  su  una  delle  facce,  il  li- 
quido scorre  e scappa  in  tutte  le  direzioni  a traverso  le  cinque 
altre  facce.  I ’n  cubo  solido  può  provare  sulle  facce  superiore  ed 
inferiore  una  pressione  differente  da  quelle  che  si  esercitano  sulle 
facce  laterali;  un  cubo  liquido  al  contrario  potrà  sussistere  sol 
quando  la  stessa  pressione  s’esercita  normalmente  sopra  tutte  le 
sue  facce.  Considerazioni  analoghe  si  applicano  a tutti  i poliedri. 
Questa  concezione,  esposta  geometricamente,  contiene  unicamente 
la  cruda  esperienza,  che  c’insegna  che  le  particelle  liquide  cedono 
alla  minima  pressione,  e che  esse  conservano  questa  proprietà 
anche  quando  sono  nell’interno  del  liquido,  e che  questo  è sotto- 
posto ad  una  forte  pressione,  poiché  si  osserva  pure  allora  la 
discesa  di  corpi  che  vi  siano  immersi. 

Alla  mobilità  delle  particelle  dei  liquidi  va  congiunta  un’altra 
proprietà  che.  ora  considereremo.  Il  volume  dei  liquidi  compressi 
diminuisce  proporzionalmente  alla  pressione  esercitata  sulla  unità 
di  superficie.  Ogni  canibiamento  di  pressione  trae  seco  un  cam- 
biamento proporzionale  di  volume  e di  densità  del  liquido.  Se  si 
sopprime  la  pressione,  il  volume  riprende  il  suo  valore  iniziale 
maggiore  e la  densità  il  suo  valore  iniziale  minore.  L’incremento 
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di  pressione  fa  diminuire  il  volume  del  liquido  sino  a che  queste 
lorze  elastiche,  poste  in  azione,  facciano  ad  esso  equilibrio. 

H.  Gli  antichi  sperimentatori,  ad  esempio  gli  Accademici  (1) 
d.  Firenze,  credevano  alla  incompressibilità  dei  liquidi.  Nel  1763 
Giovanni  Canton  descrisse  un  esperimento,  che  dimostrava  per 
la  prima  volta  la  compressibilità  dell’acqua.  Un  tubo  termome- 
trico è ripieno  di  acqua;  si  fa  bollire,  poi  si  chiude  il  tubo  alla 
ampada  (fig.  63).  Sia  a il  livello  del  tubo:  siccome  lo  spazio  al 
d.  sopra  di  « è vuoto  di  aria,  il  liquido  non  sopporta 
la  pressione  atmosferica.  Se  si  rompe  l’estremità  su- 
periore. il  livello  del  liquido  discende  in  b;  ma  questo 
abbassamento  non  è intieramente  dovuto  alla  compres- 
sione dell’acqua,  a causa  della  pressione  atmosferica; 
poiché,  se  prima  di  rompere  l’estremità  del  tubo,  lo 
si  mette  sotto  la  campana  pneumatica,  si  vede,  quando 
si  fa  il  vuoto,  che  il  liquido  scende  in  c;  ciò  che  doveva  veri  - 
ficarsi,  poiché  la  pressione,  che  si  esercitava  sul  tubo  e che  non 
ue  diminuiva  la  capacità,  è tolta.  Quando  si  rompe  l’estremità, 
la  pressione  esterna  risulta  dalla  pressione  interna  eguale  e’ 
ne  consegue  lo  stesso  aumento  di  capacità  come  nel  caso  del 
C_  vu°to.  ka  parte  cb  dunque  rappresenta  la  com- 
pressione propria  del  liquido  sotto  l’effetto  della 
pressione  atmosferica. 

Le  prime  esperienze  un  po’  più  esatte  sulla 
compressibilità  dell’acqua  sono  dovute  ad  Oersted; 
il  suo  metodo  é assai  ingegnoso.  Un  tubo  termo- 
metrico  A (fig.  64)  pieno  di  acqua  bollente  pesca 
con  la  sua  estremità  capillare  aperta  in  un  bagno 
di  mercurio;  un  secondo  tubo  pieno  di  aria,  che 
forma  il  manometro  ad  aria  compressa,  è immerso  egualmente 
nel  mercurio  con  la  sua  estremità  inferiore.  L’intiero  apparecchio 


B 


Fig,  04. 


(!)  (di  Accademici  dell’Accademia  del  Cimento,  che  fu  fondata 
nel  giugno  del  1657,  e cessò  di  vivere  nel  1667. 


(N.  d.  t.) 
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è allora  messo  in  un  vaso  pieno  di  acqua,  che  si  comprime  me- 
diante una  pompa.  Questa  pressione  si  comunica  all’acqua  in  A, 
ed  il  filo  sottile  di  mercurio  che  sale  nel  tubo  capillare  ne  in- 
dica il  «rado.  Il  cambiamento  di  capacità  che  prova  il  recipiente  A 
è puramente  quella,  che  potrebbero  produrre  forze  eguali,  che 
comprimessero  le  sue  pareti  in  tutti  i sensi. 

(di  esperimenti  più  esatti  sul  soggetto  sono  quelli  di  Grassi, 
che  si  servi  di  un  apparecchio  costruito  da  Regnau  It  ed  im- 
piegò pei  suoi  calcoli  le  tavole  di  correzione  di  Lamé.  Si  può 
avere  una  idea  del  grado  di  compressibilità  dell’acqua  distillata 
mediante  i numeri  seguenti  dati  dal  Grassi:  un  aumento  di  pres- 
sione di  un’atmosfera  fa  diminuire  il  valore  iniziale  di  circa  — 

10‘ 

del  suo  valore.  Dunque,  se  noi  supponiamo  che  la  capacità  di  A 
sia  di  i litro  (1(XX)  centimetri  cubi)  e che  la  sezione  del  tubo 
capillare  sia  di  1 millimetro,  si  vede  che  un  aumento  di  pres- 
sione di  un'atmosfera  fa  snlire  il  mercurio  ad  un’altezza  di  circa 
5 centimetri  nel  tubo  capillare. 

!>.  La  pressione  esercitata  sul  liquido  produce  quindi  un  cam- 
biamento nella  sua  costituzione  tisica  (una  variazione  di  densità), 
che  si  può  constatare  con  processi  abbastanza  delicati  (ad  esem- 
pio con  mezzi  ottici).  Perciò  bisogna  sempre  immaginare  le  parti 
più  compresse  di  un  liquido  come  più  dense  delle  parti  meno 
compresse,  quantunque  questa  differenza  di  densità  sia  picco- 
lissima. 

Consideriamo  in  un  liquido,  nel  cui  interno  non  agisoa  nes- 
suna forza  e che  pei-  conseguenza  supponiamo  senza  peso,  due 
parti  contigue  sottoposte  a diverse  pressioni.  Quella  che  è più 
compressa  e piu  densa  tenderà  a crescere  di  volume,  compri- 
mendo la  seconda  sottoposta  alla  minima  pressione  sino  all’istante, 
in  cui  le  forze  elastiche,  aumentate  da  una  parte  della  superficie 
di  separazione  e diminuite  dall’altra,  ristabiliranno  l’equilibrio, 
ed  in  cui  le  pressioni  saranno  eguali  da  entrambe  le  parti. 

Se  ora  noi  cerchiamo  di  costruire  quantitativamente  la  nostra 
rappresentazione  dei  due  fatti,  che  abbiamo  constatato  — cioè 
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la  gran  mobilità  e la  compressibilità  delle  parti  liguide  — in 
modo  che  essa  si  possa  adattare  alle  esperienze  più  disparate, 
si  ginugeia  a questa  proposizione  : in  un  liquido  in  equilibrio, 
nel  cui  interno  non  agisca  alcuna  forza,  e supposto  senza  peso, 
due  elementi  eguali  qualunque  di  superficie  sono  sottoposti  alla 
stessa  pressione,  qualunque  siano  le  loro  orientazioni  e le  loro 
posizioni.  La  pressione  è perciò  la  stessa  in  ciascun  punto  ed  è 
indipendente  dalla  direzione. 

N'on  si  è forse  mai  istituita  la  verificazione  sperimentale  di 
questo  principio  con  tutte  la  voluta  precisione;  ma  la  proposi- 
zione per  noi  è divenuta  familiarissima  con  tutte  le  nostre  espe- 
rienze sui  liquidi,  di  cui  ci  dà  una  spiegazione  immediato, 

10.  Hi  consideri  un  liquido  contenuto  in  un  recipiente  chiuso, 
munito  di  due  stantuffi  A e 11  (fìg.  65),  di  cui  il  primo  A lui 
I sezione  eguale  ali  unità  di  superficie.  Ca- 

richiamo  lo  stantuffo  A di  un  peso  p e tentoni 
Itoso  lo  stantuffo  B.  Se  si  trascura  il  peso  del 
| ~ — j)  liquido,  tutti  i punti  della  sua  massa  sono  sot- 

M toPosti  lllln  stessa  pressione  p;  lo  stantuffo  A 
n fionda  e le  pareti  si  deformano  sino  al  ino- 
_ mento  in  cui  le  forze  elastiche  del  liquido  e del 

solido  non  si  facciano  equilibrio  in  ciascun  punto. 
Immaginiamo  lo  stantuffo  li  mobile  e sia  f la  sua  sezione;  si 
vede  che  è necessaria  una  forza  f.p  per  mantenerlo  in  equi- 
librio. 

Quando  Pascal  dedusse  questo  principio  ila  quello  degli  spo- 
stamenti virtuali,  bisogna  osservare  che  per  lui  la  relazione 
tra  gli  spostamenti  ora  determinata  unicamente  dalla  perfetta  • 
mobilità  delle  particelle  del  liquido  e dall’eguaglianza  delle  pres- 
sioni in  tutte  le  sue  parti.  Il  rapporto  degli  spostamenti  sarebbe 
alterato,  se  le  due  parti  del  liquido  potessero  subire  pressioni 
disuguali,  e la  conclusione  di  Pascal  non  sarebbe  più  ammissibile. 
Non  si  può  negare  che  l’eguaglianza  delle  pressioni  è una  pro- 
prietà fornita  dalla  esperienza;  e si  scorge  facilmente  che  è im- 
possibile di  considerarla  in  modo  diverso,  poiché  questa  proprietà, 
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che  Pascal  dimostra  per  i liquidi,  è posseduta  anche  dai  gas. 
pel  caso  dei  quali  non  vi  è più  questione  di  un  volume  anche 
approssimativamente  costante.  Secondo  il  nostro  modo  di  vedere, 
questo  fatto  non  costituisce  una  difficoltà;  ma  avviene  diversa- 
mente  in  quello  di  Pascal.  Si  può  qui  osservare  incidentalmente, 
che  nel  caso  della  leva  il  rapporto  degli  spostamenti  virtuali  è 
nello  stesso  modo  assicurato  mediante  le  forze  elastiche  della 
materia,  le  quali  non  permettono  forti  deviazioni  da  esso. 

11.  Ora  esaminiamo  come  i liquidi  si  comportano  sotto  l’azione 
della  gravita.  La  superficie  del  liquido  in  equilibrio  è orizzon- 
tale MN  (fig.  66);  ciò  si  comprende  subito  osservando,  che  ogni 
cambiamento  di  questa  superficie  innalza  il  centro  di  gravità  del 
liquido,  trasportando  la  parte  .dèi  liquido,  posto  nello  spazio  trat- 
teggiato sotto  MN,  il  cui  centro  di  gravità,  è S,  nello  spazio 
tratteggiato  al  di  sopra  di  MN.  di  cui  il  centro  di  gravità  è S'. 
ba  gravità  dunque  agisce  immediatamente  per  ristabilire  lo  stato 
primitivo. 

Si  prenda  dentro  un  liquido  pesante  in  equilibrio  (fig.  67)  un 
piccolo  parallelepipedo  rettangolare  di  base  orizzontale  rt  e di 


N 

p 

£ 

— 

ptdp 

i'iy.  (IO.  j.ig . g;. 


altezza  (ih  -,  il  suo  peso  è a . dii . s,  essendo  s il  peso  specifico 
del  liquido.  Questo  parallelepippedo  non  cade;  ciò  richiede  clic 
la  faccia  inferiore  subisca  una  pressione  maggiore  della  faccia 
supcriore.  Siano  n.p  e a . (p  tip)  le  pressioni  esercitate  sulle 
tacce  superiore  ed  inferiore.  Per  l’equilibrio  si  deve  avere,  h 
essendo  misurato  positivamente  verso  il  basso: 

« . dh  . s — a . dp  ; 


da  'cui  ; 


dp 

dh 
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Quindi  ad  incrementi  eguali  di  h corrispondono  incrementi  eguali 
di  pressione,  e si  ha  : 

p = hs  -f-  q, 

equazione  in  cui  q rappresenta  la  pressione  sulla  superficie  li- 
bera (in  generale  la  pressione  atmosferica).  (Se  si  fa  q - a,  allora 
si  ha  più  semplicemente: 

/>  = hs, 

equazione  che  esprime  che  la  pressione  è proporzionale  alla  pro- 
fondità. Se  si  versa  un  liquido  in  un  vaso  e lo  si  considera  nel 
momento  in  cui  questa  ripartizione  delle  pressioni  non  sia  an- 
cora attuata,  si  vedranno  le  particelle  del  liquido  discendere  lino 
a che  le  forze  elastiche  sviluppate  dalla  compressione  nelle  parti 
poste  al  di  sotto  contro  libi  lancino  il  peso  delle  parti  poste  al  di 
sopra. 

Inoltre  ila  questa  esposizione  ne  consegue  di  nuovo  che  le 
pressioni  in  un  liquido  aumentano  solo  nella  direzione  della  gra- 
vità. Unicamente  alla  Imse  inferiore  del  parallelepippedo  si  deve 
produrre  un  aumento  nella  forza  elastica  del  liquido  per  contro- 
bilanciare il  suo  peso.  Lungo  le  due  bande  delle  facce  verticali 
di  questo  solido  elementare  il  liquido  è sottoposto  a pressioni 
eguali,  dappoiché  nessuna  forza  agisce  su  queste  facce  per  de- 
terminare una  pressione  maggiore  da  una  banda  piuttosto  che 
dall’altra. 

L’insieme  dei  punti,  che  subiscono  la  stessa  pressione  p 
forma  una  superficie,  che  chiamasi  superficie  ili  livello.  Ogni 
particella,  spostata  nella  direzione  della  gravità,  subisce  un  cam- 
biamento di  pressione,  mentre,  spostata  in  una  direzione  nor- 
male alla  gravità,  essa  non  ne  subisce  alcuna.  In  quest’ultimo 
caso  la  particella  rimane  dunque  sulla  superficie  di  livello.  Ne 
consegue  quindi  che  l’elemento  della  superficie  di  livello  è per- 
pendicolare alla  direzione  della  gravità.  Se  la  Terra  fosse  una 
sfera  liquida,  le  superficie  di  livello  sarebbero  sfere  concentri- 
che, e le  direzioni  delle  forze  generate  dalla  gravità  sarebbero 
i raggi,  perpendicolari  agli  elementi  della  sfera.  Osservazioni 
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analoghe  si  possono  tare  per  i liquidi  sottoposti  ad  altre  forze, 
come  per  esempio  alle  forze  magnetiche. 

Le  superficie  di  livello  costituiscono  un’eccellente  rappresen- 
tazione delle  relazioni  delle  forze,  cui  è sottoposto  un  liquido; 
il  loro  studio  è svolto  ulteriormente  nella  idrostatica  analitica. 

12.  Alcune  esperienze,  dovute  in  gran  parte  a Pascal,  mettono 
chiaramente  in  evidenza  l’aumento  della 
pressione  con  l'aumentaré  la  profondità  dei 
liquidi  pesanti.  Questi  sperimenti  dimo- 
strano ancora  che  la  pressione  è indipen- 
dente dalla  direzione.  Un  tubo  di  vetro 
levigato  è chiuso  alla  sua  estremità  infe- 
riore con  un  disco  di  metallo,  trattenuto  da 
un  lìlo  (fig.  (18,  1).  Se  s’ immerge  l’appar- 
ecchio nell’acqua  ad  una  profondità  suffi- 
ciente, allora  si  può  allentare  il  filo  ed  il 
disco  metallico  viene  sostenuto  dalla  pres- 
sione dell’acqua  e non  cade.  Nella  espe- 
rienza 2 il  disco  metallico  è sostituito  da 
una' sottile  colonna  di  mercurio.  La  figura  3 
rappresenta  un  tubo  ricurvo  contenente- 
mercurio;  immergendolo  nell’acqua  si  vede 
salire  il  mercurio  nel  ramo  maggiore  del 
tubo  mediante  l’aumento  della  pressione. 

Nell’esperimento  4 si  attacca  all’orifizio 
inferiore  di  un  tubo  un  piccolo  sacco  di 
cnojo  pieno  di  mercurio;  immergendo  sem- 
pre più  il  tubo,  si  vede  in  esso  sempre 
più.  salire  il  mercurio.  Nella  figura  5 la 
pressione  dell’acqua  fa  aderire  un  pezzo 
di  legno  h al  ramo  minore  di  un  sifone 
vuoto.  La  figura  (j  fa  vedere  un  pezzo  di 
legno  H premuto  fortemente  contro  il  fondo 
di  un  vaso  contenente  mercurio,  e che  rimane  fermo  finché  il 
mercurio  non  sia  penetrato  sotto  di  esso. 
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13.  Avendo  mostrato  che  nei  liquidi  pesanti  la  pressione 
aumenta  in  ragione  diretta  della  profondità,  si  comprende  facil- 
mente che  le  pressioni  sui  fondi  dei  vasi  sono  indipendenti  dalle 
loro  forme.  Infatti  l’aumento  della  pressione  con  la  profondità 
si  produce  nello  stesso  modo  tanto  se  la  torma  del  vaso  è 

(fig.  69)  libai,  quanto  se  è ehcf.  In 
entrambi  i casi  le  pareti  del  vaso  si 
deformano  nei  piuiti.  in  cui  esse  sono 
a contatto  col  liquido  sino  a che  la 
forza  elastica  faccia  equilibrio  alla 
pressione,  e che  esse  sostituiscano  per 
conseguenza  il  fluido  vioino  per  quanto  riguarda  la  pressione. 
Tal  fatto  è una  diretta  giustificazione  del  processo  di  Steviuo.  che 
sostituisce  alle  pareti  un  liquido  solidificato.  Chiamando  con  s il 
peso  specifico  del  liquido,  con  A la  superficie  ilei  fondo  del  vaso 
e con  7/  la  sua  distanza  dalla  superficie  di  livello,  la  pressione 
sul  fondo  sarà: 

p = A . h . s, 

qualunque  sia  la  l'orma  del  recipiente. 

Il  fatto  che,  trascurando  i loro  propri  pesi,  i vasi  1.  2,  3 

della  figura  70,  che  hanno  i 
fondi  di  eguai  superficie  e 
la  colonna  di  acqua  della 
stessa  altezza,  accusano  ai 
piatti  di  una  bilancia  pesi 
differenti,  non  contraddice 
naturalmente  in  nulla  nlle  leggi  delle  pressioni.  Bisogna  tener 
conto  delle  pressioni  laterali;  si  vede  che  in  1 dà  una  compo- 
nente diretta  verso  il  basso, ed  iu  3 una  componente  diretta  verso 
l’alto;  talché  la  loro  risultante  è sempre  eguale  al  peso  del  liquido. 

14.  II  principio  degli  spostamenti  virtuali  si  applica  benis- 
simo alla  risoluzione  dei  problemi  di  questo  genere  ; quindi  ora 
ne  faremo  uso.  Ma  prima  dobbiamo  fare  alcune  osservazioni.  Se 
il  peso  q (fig.  71)  discende  dalla  posizione  1 alla  posizione  2. 


1 


4 

Fig.  70. 


provocando  la  caduta  dalla  posizione  2 alla  3,  il  lavoro  com- 
piuto è : 

V • /',  +?•/',  = ? •</',  + /»,)•• 

Questo  lavoro  è uguale  a quello  che  sarebbe  stato  fatto,  se 
il  peso  q fin  1)  fosse  direttamente  caduto  da  1 in  3 ed  il  peso  q 
(in  2i  fosse  rimasto  immobile.  Si  può  facilmente  generalizzare 
questa  osservazione. 

Si  consideri  un  parallelepippedo  rettangolo,  omogeneo,  pe- 
sante, di  base  orizzontale  A (lig.  72),  di  altezza  7*,  e di  peso  spe- 


Fig.  Fig.  72. 


cifieo  s.  Questo  parallelepippedo,  o il  suo  centro  di  gravità,  di- 
scende di  d/i.  Il  lavoro  fatto  è A.h.s.d/f  o A.M.s.h.  Nella  prima 
espressione  si  concepisce  il  fenomeno  come  uno  spostamento  to- 
tale del  parallelepippedo  (una  caduta  di  dii),  nella  seconda  lo  si 
concepisce  come  una  caduta  dall’altezza  h della  parte  tratteg- 
giata A,  che,  dopo  la  caduta,  occupa  la  parte  ombreggiata  in- 
feriore della  figura,  non  essendosi  d’altra  parte  mosso  il  rima- 
nente del  i orpo.  Questi  due  modi  di  vedere  sono  ammissibili  ed 
equivalenti. 

15.  Mediante  questa  osservazione  otterremo  una  chiara  spie- 
gazione del  paradosso  di  Pascal, 
che  è il  seguente:  Un  vaso  <j 
( fig.  73),  sospeso  mediante  un 
sostegno  indipendente  dal  resto 
dell’apparecchio,  è formato  da  un 
tubo  sottile,  fissato  sul  fondo 
superiore  di  un  cilindro  di  gran- 
dissimo diametro;  il  fondo  in- 
feriore di  questo  vaso  è un  cilindro  mobile,  sospeso  con  un  filo 
teso  secondo  1 asse  del  cilindro  ad  ima  delle  estremità  del  braccio 


Fig.  73. 
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di  una  bilancia.  Quando  il  vaso  ij  è pieno  di  acqua,  si  debbono,  per 
fare  equilibrio,  porre  nel  piatto  della  bilancia  pesi  considerevoli, 
ad  onta  della  piccola  quantità  di  acqua  impiegata.  La  somma  di 
questi  pesi  è A./t.s,  ove  A è la  superficie  dello  stantuffo,  h l’al- 
tezza del  liquido,  ed  s il  suo  peso  specifico.  Se  si  fa  congelare 
il  liquido  e la  sua  massa  cessa  di  far  pressione  sulle  pareti  del  ' 
vaso,  allora  basta  solo  un  piccolo  peso  per  mantenere  l’equilibrio. 

Consideriamo  gli  spostamenti  virtuali  in  entrambi  i casiffig.  741.  ‘ 
Nel  primo  caso,  quando  lo  stantuffo  è innalzato  ad  un'altezza 
d h,  si  ha  un  momento  virtuale  A.  dii.  s./i  ossia  A.  h.  s.  dh , 
eguale  a quello  che  si  otterrebbe,  se  la  massa  liquida  spostata 
dello  stantuffo  tosse  stata  innalzata  di  dh.  Nel  secondo  caso  la 


massa  spostata  dal  movimento  dello 
stantuffo  non  si  è innalzata  sino  al 
livello  superiore,  ma  ad  un’altezza 
assai  minore  (che  è l’altezza  del  ci- 
lindro, essendo  un’assai  piccola  parte 
solamente,  innalzata  al  livello  supe- 


1 % 


Fi,,.  74. 


riore).  Siano  A ed  a le  sezioni  del  cilindro  e del  tubo,  K ed  1 le 
loro  rispettive  altezze,  la  somma  dei  momenti  virtuali  è: 

A • • * • K + a . d h . s . I = (A . K -f  a . I) . s . dh, 

e corrisponde  all’innalzamento  di  un  peso  (A  . K -f  a . I) . g . as- 
sai minore,  alla  stessa  altezza  dii. 

K».  Le  leggi  riguardanti  le  pressioni  laterali  dei  liquidi  non 


sono  altro  che  leggerissime  mo- 
dificazioni delle  pressioni  sui 
fondi  dei  vasi.  Abbiasi,  ad  esem- 
pio, un  vaso  cubico  di  un  deci- 
metro di  spigolo,  pieno  compiu- 
tamente di  acqua.  Un  elemento 


•I  G della  parete  verticale  BCD  (figu- 

ra 75)  subisce  una  pressione,  che 
si  può  determinare  assai  facilmente,  e che  è tanto  più  grande, 
quanto  l'elemento  si  trova  più  in  basso  al  disotto  della  superficie 
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di  livello,  li  facile  vedere  ohe  la  pressione  è la  stessa  di  quella 
che  si  avrebbe,  se  si  facesse  gravitare  sulla  parete,  posta  oriz- 
zontalmente, un  prisma  d’acqua  ABCDHI,  la  cui  sezione  retta 
è il  triangolo  rettangolo  isoscele  IL)B.  La  pressione  sopra  una 


delle  facce  laterali  del  cubo  è quindi  di  — chilogramma. 

2 


Per  determinare  il  punto  di  applicazione  della  risultante  delle 
pressioni  immaginiamo  la  l'accia  AB( 'D  orizzontale  col  prisma  di 
acqua  che  gravita  su  essa.  Si  conduca  la  retta  KL  in  modo  che 
2 

sia  AK  = BL  = —.AC,  e sia  M il  suo  centro:  M è il  punto 
3 


di  applicazione  cercato,  poiché  questo  punto  si  trova  sulla  ver- 
ticale passante  pel  centro  di  gravità  del  prisma. 

Se  una  parete  di  un  vaso  pieno  di  liquido  è una  superficie 

piana  inclinata,  la  si  scomponga  in  elementi  n,  a,  a" le  cui 

distanze,  dalla  superficie  di  livello  del  liquido  siano  h,  li.  h" 

allora  la  pressione  in  qviesta  parete  è : 


(a  . h -f  «'  li  + a"  li" ) . s . 

Sia  A la  superficie  totale  di  questa  parete  ed  II  la  distanza  del 
suo  centro  di  gravità  dalla  superficie  del  liquido,  si  ha: 

a . h 4-  ti.  li  -f- a . h -\-  a . li  , , 

« -J-  n'-f-  a"-)- _ A ’ 

quindi  si  vede  che  il  valore  della  pressione  sulla  base  è A.  11.  s. 

17.  Il  principio  di  Archimede  si  può  ricavare  in  molti  modi 
diversi.  Secondo  il  metodo  di  Steviuo  si  supponga  che  tuia  parte 
della  massa  liquida  sia  solidificata  entro  di  essa:  questa  parte 
ora  come  prima  sarà  sorretta  dal  liquido  circostante.  La  risul- 
tante delle  pressioni,  che  agiscono  suHa  superficie  di  un  solido 
immerso,  passa  perciò  pel  centro  di  gravità  del  liquido,  di  cui 
esso  occupa  il  posto,  ed  è uguale  ed  opposta  al  peso  di  questo. 
Ma  queste  pressioni  sulla  superficie  non  cambiano,  se  si  sosti- 
tuisce al  liquido  solidificato  un  corpo  solido  qualunque  della 
stessa  forma,  ma  di  peso  specifico  differente.  Allora  agiscono 
su  questo  corpo  solido  due  forze:  il  suo  peso  applicato  al  suo 
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ceutro  di  gravità  e la  spiata  del  liquido,  cioè  la  risultante  delle 
pressioni  applicata  al  centro  di  gravità  del  liquido  spostato.  Nei 
corpi  solidi  omogenei  i due  centri  di  gravità  coincidono. 

Immaginiamo  un  parallelepipedo  rettangolo  di  altezza  h 
(fig.  1<>)  e di  liase  o,  immerso  verticalmente  in  un  liquido  di 
peso  specifico  s;  sia  K la  distanza  della  base  su- 
periore dal  livello  del  liquido;  la  pressione  su 
questa  base  sarà  a . K . s , e la  pressione  sulla  base 
inferiore  sarà  « . (K  + h) . s . Siccome  le  pressioni 
sulle  pareti  laterali  si  distruggono,  la  risultante 
dellepressioni  è una  forza  diretta  verso  l’alto, 
eguale  a v.s,  essendo  a il  volume  del  parallelepipedo. 

Il  principio  degli  spostamenti  virtuali  conduce  per  quanto  è 
possibile  alla  concezione,  da  cui  Archimede  stesso  è partito. 
Supponiamo  che  un  parallelepipedo  di  base  a,  di  altezza  h e di 
peso  specifico  n s’immerga  di  una  profondità  dh  . Il  momento 
virtuale  risultante  dal  trasporto  della  parte  tratteggiata  supe- 
riore della  figura  nella  parte  tratteggiata  inferiore  è:  a .~dh.  n.h-, 
mn  allora  il  liquido  posto  nello  spazio  tratteggiato  inferiore  sale 
nello  spazio  tratteggiato  superiore,  e ciò  dà  un  momento  vir- 
tuale a.dh.s.k.  La  somma  dei  momenti  virtuali  è perciò: 

«.//.(o-  a)  Tilt  = (p  — q)  .dii , 

essendo  p il  peso  del  corpo  e q quello  del  liquido  spostato. 

18.  Si  può  domandare  se  la  Spinta  che  riceve  un  corpo  im- 
merso in  un  liquido  sia  cambiata  dall’ immersione  di  quest’ul- 
timo in  un  altro  liquido;  e talvòlta  infatti 
è stata  posta  innanzi  tale  questione  singo- 
lare. Abbiasi  un  corpo  K immerso  in  un 
liquido  A (lig.  77);  ora  immergiamo  il  corpo 
ed  il  vaso  che  lo  contiene  in  un  altro  li- 
quido B.  Me,  nel  calcolo  della  perdita  di 
peso  in  A,  occorresse  tener  conto  della  per- 
dita del  peso  che  subisce  A in  B,  la  perdita  di  peso  che  subisce  A 
sarebbe  nulla  nel  caso,  iu  cui  B fosse  lo  stesso  liquido  di  A. 
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Da  una  parte  K immerso  in  A subirebbe  una  perdita  di  peso, 
dall'altra  non  la  subirebbe.  Una  tal  regola  sarebbe  perciò  assurda. 

Il  principio  degli  spostamenti  virtuali  spiega  facilmente  i 
casi  più  complicati  di  questa  specie.  Si  consideri  un  corpo  che 
gradatamente  venga  immerso  prima  in  B,  poi  parzialmente  in  B, 
e parzialmente  in  A,  ed  infine  in  A.  Nel  secondo  caso,  si 
deve,  nella  determinazione  dei  momenti  virtuali,  tener  conto  dei 
due  liquidi  nella  proporzione  dei  volumi  immersi  in  ciascuno  di 


essi;  ma  appena  il  corpo  è totalmente  immerso  in  A,  uno  spo- 
stamento ulteriore  non  innalza  più  il  suo  livello,  e l’influenza 
del  liquido  B d ora  innanzi  non  si  deve  più  considerare. 

11).  Il  principio  di  Archimede  si  può  verificare  mediante  una 
esperienza  graziosissima.  Un  cubo  pieno  M-  (fig.  78)  è sospeso 
ad  un  cubo  vuoto  FI.  attaccato  a sua  volta  ad 
uno  dei  piatti  di  una  bilancia.  Il  cubo  pieno  M 
riempie  esattamente  il  vuoto  del  cubo  H.  L’ap- 
parecchio è equilibrato  mediante  pesi  messi 
nell  altro  piatto.  Questo  equilibrio  è disturbato, 
se  s immerge  M in  un  vaso  d’acqua  posto  sotto  di 
esso,  ma  si  ristabilisce  immediatamente,  se  si 
riempie  di  acqua  il  cubo  H. 

Si  può  fare  come  segue  la  contro-esperienza  : 
si  lascia  solo  il  cubo  H,  sospeso  mediante  un  filo 
ad  un  sostegno  indipendente.  Si  stabilisce  l’e- 
quilibrio dei  piatti  della  bilancia.  Se  s’immerge 
il  cubo  M nel  vaso  posto  nella  bilancia,  l’equili- 
brio non  vi  è più,  ma  per  ristabilirlo  basta  riempire  di  acqua  il 
cubo  H. 


Fig.  78. 


A prima  vista  questa  esperienza  sembra  alquanto  parados- 
sale; ma  subito  distintivamente  si  comprende  che  non  si  può 
immergere  M senza  esercitare  una  certa  pressione,  che  la  bilan- 
cia deve  indicare;  se  poi  si  rammenta  che  M fa  equilibrio  alle 
pressioni  esercitate  sulla  sua  superficie  dall’acqua  circostante, 
cioè  che  M rappresenta  e tiene  il  posto  di  un  egual  volume  di 
acqua,  1 esperimento  perde  tutto  il  carattere  paradossale. 


i 
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20.  Si  è pervenuti  ai  principii  più  importanti  delia  stativa 
mediante  la  considerazione  dell’equilibrio  dei  corpi  solidi.  Può 
darsi  che  questo  cammino  sia  quello  che  è stato  storicamente 
seguito,  ma  esso  non  è in  alcun  modo  il  solo  possibile  e ne- 
cessario. I differenti  metodi,  che  Archimede,  Stevino,  Galileo  ed 
altri  hanno  impiegato,  lo  provano  a sufficienza.  I principii  gene- 
rali della  statica  si  sarebbero  potuti  scoprire  mediante  osserva- 
zioni sui  liquidi,  fondandosi  solo  sopra  alcune  proposizioni  assai 
semplici  della  statica  dei  solidi.  Stevino  certamente  rasenta  questa 
scoperta.  Li  tratterremo  alquanto  a esaminare  questa  questione. 

Immaginiamo  un  liquido  senza  peso,  posto  in  un  vaso  e sot- 
toposto ad  una  data  pressione;  una  porzione  di  esso  si  può  sup- 
porre solidificata.  Sulla  superficie  chiusa  di  questo  solido  agi- 
scono pressioni  normali,  proporzionali  agli  elementi  di  superficie 
sui  quali  esse  si  esercitano;  si  vede  facilmente  che  la  loro  ri- 


sultante è sempre  eguale  a zero.  Limitiamo  una  parte  di  questa 
superficie  chiusa  con  una  curva  chiusa;  cosi  otteniamo  una  super- 
ficie aperta.  Tutte  le  superficie  limitate  da  questa  stessa  curva 
(a  doppia  curvatura),  e sulle  quali  agiscono  nello  stesso  senso 
forze  normali,  proporzionali  agli  elementi  di  superficie,  dònno  la 
stessa  risultante. 

Ora  supponiamo  che  il  volume  liquido  contenuto  in  un  cilin- 
dro retto,  la  cui  direttrice  è una  curva 
chiusa  qualunque,  sia  solidificato;  si  può 
fare  astrazione  delle  due  basi  normali  alla 
direzione  delle  generatrici  e considerare 
solo  la  curva  direttrice  chiusa  invece  di 
considerare  il  cilindro  stesso.  Si  otterranno 
cosi  proposizioni  del  tutto  analoghe  per 
forze  normali,  proporzionali  agli  elementi  della  curva  piana. 

Se  la  curva  chiusa  si  trasforma  in  un  triangolo,  queste  pro- 
porzioni si  semplificano,  e si  presentano  le  stesse  considerazioni 
nel  modo  seguente:  si  rappresentino  in  grandezze,  direzioni  e 
sensi  le  risultanti  delle  forze  normali,  i cui  punti  di  applica- 
zione siano  nei  centri  dei  lati  del  triangolo  con  segmenti  rettilinei 
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(fig-  80).  Questi  tre  segmenti  prolungati  s’incontrano  in  uno 
stesso  punto,  che  è il  centro  del  cerchio  circoscritto  al  triangolo. 
Inoltre  si  osserva  che,  spostandoli  parallelamente  a sè  stessi,  si 
può  formare  un  triangolo  direttamente  simile  al 


triangolo  dato. 


Si  ottiene  cosi  il  teorema  seguente:  1 

Tre  forze  applicate  in  uno  stesso  punto  sono  I 

in  equilibrio,  quando  sono  parallele  e propor-  h"J  so' 
zionali  ai  lati  di  un  triangolo,  e si  può  formare  con  esse,  me- 
diante semplice  spostamento  parallelo,  un  triangolo  direttamente 
simile  al  primo.  Si  vede  snbitoche  questa  proposizione  è sem- 
plicemente una  forma  diversa  del  teorema  del  parallelogramma 
delle  forze. 

a 

Sostituendo  ni  triangolo  un  poligono,  si  ottiene  il  teoreta  a 
ben  noto  del  poligono  delle  forze. 

Ora  immaginiamo  che  una  parte  della  massa  di  un  liquido 
pesante  di  peso  specifico  ./•  sia  solidificata;  sia  « un  elemento 
della  superficie  chiusa  ili  questa  parte  solidificata  e z la  distanza 
di  questo  elemento  dalla  superficie  del  liquido.  .Sappiamo  da  ciò 
che  precede  che  la  forza  normale,  che  agisce  sopra  questo  ele- 
mento, è a.  x.  z. 

.Se  alcune  forze  normali,  che  sono  determinate  da  «.  ,r.  z.  ove 
u denota  un  elemento  di  area  e z la  sua  distanza  da  un  dato 
piano  E,  agiscono  sopra  ima  superficie  chiusa  verso  l’interno  di 
essa,  la  loro  risultante  è V.  x.  ove  V indica  il  volume  limitato 
dalla  superficie.  La  risultante  agisce  nel  centro  di  gravità  del 
volume  V,  è perpendicolare  al  piano  E ed  ò diretta  verso  questo 
piano. 

8i  consideri  una  superficie  rigida  qualunque,  limitata  da  una 
curva  piana  chiusa  che  determina  una  superficie  ili  area  A.  sot- 
toposta alle  stesse  forze:  la  risultante  R delle  forze  normali  alla 
superficie  qualunque  è,  chiamando  Z la  distanza  del  centro  di 
gravità  della  superficie  A dal  piano  E e y l’angolo  dei  piani  E 
ed  A.  data  dall’equazione: 


R*  = (A.  Z . j>)  * -f  (V  .x)  ■ — 2 A . Z . V..#  » cos  y. 
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Il  lettore,  che  conosce  la  matematica,  avrà  già  riconosciuto, 
nel  penultimo  teorema,  un  caso  particolare  del  teorema  di  Green, 
che  come  si  sa,  consiste  essenzialmente  in  una  riduzione  d’inte- 
grali di  superficie  ad  integrali  di  volumi  od  inversamente. 

Noi  possiamo  dunque  distinguere  nel  sistema  di  forze  di  un 
liquido  in  equilibrio,  o,  se  si  vuole,  trarre  da  questo  sistema 
sistemi  di  forze  più  o meno  complicati,  ed  ottenere  così,  con  un 
mezzo  speditivo,  teoremi  a posteriori.  È per  un  mero  accidente 
che  Stevino  non  li  abbia  scoperti.  Il  metodo  che  abbiamo  qui 
seguito  è identico  al  suo:  con  questo  processo  si  possono  sempre 
fare  nuove  scoperte. 

21.  I risultati  paradossali,  che  si  ottennero  nello  studio  dei 
liquidi,  costituirono  uno  stimolo  per  ulteriori  ricerche.  Non  si 
può  fare  a meno  di  ricordare  che  fu  precisamente  in  occa- 
sione dello  studio  dei  liquidi  che  si  è formata  per  la  prima 
volta  la  concezione  di  un  continuo  fisico  meccanico-,  ciò  che 
servi  a sviluppare  le  idee  matematiche  assai  più  libere  e più 
leconde  di  quello  che  non  losse  possibile  anche  per  lo  studio 
dei  sistemi  di  parecchi  corpi  solidi.  Qui  bisogna  cercare  l’origine 
delle  piu  importanti  teorie  moderne  della  meccanica,  ad  esempio 
della  teoria  del  potenziale. 

\ II.  I pr incipit  (Iella  statica  nella  loro  applicazione  ai  r/as. 

1.  Le  stesse  considerazioni  che  sono  state  fatte  pei  i liquidi,  si 
possono  con  lievi  modificazioni  applicare  ai  corpi  gassosi.  Perciò  le 
ricerche  sui  gaz  non  hanno  grandemente  arricchito  la  meccanica. 
Tuttavia  ì primi  passi,  che  furono  fatti  in  questo  campo,  hanno 
un  gran  significato  dal  punto  di  vista  della  storia  del  progresso 
della  civiltà  e della  scienza  in  generale. 

Quantunque  l’uomo  comune,  colle  sue  esperienze  sulla  resi- 
stenza dell  aria,  coll’azione  del  vento,  coll’imprigionamento  del- 
1 aria  nei  recipienti,  abbia  abbastanza  opportunità  di  riconoscere 
la  materialità  di  questo  fluido,  tuttavia  non  è men  vero  che 
questa  si  manifesta  ben  più  raramente  di  quella  dei  solidi  e 
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dei  liquidi,  e mai  in  uu  modo  così  evidente  nè  così  imme- 
diato. Questo  fatto  è in  realtà  noto,  ma  non  è molto  popolare, 
nè  molto  familiare  da  essere  considerato  come  importante.  Nella 
vita  ordinaria  assai  raramente  si  pensa  alla  presenza  dell’aria. 

Qui  le  antiche  idee  rasentano  quelle  moderne.  Anassagora 
dimostra  la  materialità  deU'aria  mediante  la  resistenza  che  essa 
oppone  alla  pressione  in  otri  di  cuoio  chiusi,  e mediante  il  rac- 
cogliere (in  forma  di  bolle?)  l’aria  compressa  nell’acqua  (Ari- 
stotile, P/iis.,  IV,  9).  Empedocle  osserva  che  se  s’immagina  un 
vaso,  la  cui  apertura  sia  rivolta  in  basso,  l’aria  impedisce  all’acqua 
di  entrarvi  (Gosipkrz,  Griec/iische  Denker,  I,  p.  191).  Pilone  di 
Bisanzio  adopera  un  vaso,  il  cui  fondo,  rivolto  in  alto,  ha  un 
orifizio  chiuso  colla  cera;  e solo  quando  si  toglie  la  cera,  l’acqua 
penetra  nel  vaso  immerso,  mentre  l’aria  esce  a bolle.  Una  serie 
di  esperienze  consimili  vi  si  trovano  descritte  in  l'orma  analoga 
a quella  in  cui  oggi  spesso  si  eseguiscono  nelle  dimostrazioni 
dei  corsi  di  fisica  delle  nostre  scuole  (Philonis,  Lì  ber  de  inge- 
niis  spirita alibus,  in  V.  Rose,  Anecdota  graeca  et  latina). 
Nella  sua  pneumatica  Erone  descrive  molte  esperienze  dei  suoi 
predecessori;  ne  aggiunge  alcune  sue  proprie;  per  la  teoria. 
di  esse  segue  quella  di  Stratone,  che  occupa  una  posizione  in- 
termedia tra  Aristotile  e Democrito.  Egli  ammette  che  un  vuoto 
assoluto  e continuo  si  può  produrre  unicamente  con  mezzi  arti- 
ficiali, quantunque  innumerevoli  piccoli  spazi  vuoti  siano  ripar- 
titi fra  le  particelle  dei  corpi,  compresa  l’aria,  precisamente  come 
l’aria  fra  i granellini  di  sabbia.  Questa  teoria  è dedotta  dalla 
possibilità  di  rarefare  e condensare  i corpi  come  l’aria  (fontana 
di  Erone),  precisamente  nello  stesso  modo  semplice  seguito  dai 
nostri  odierni  trattati  elementari.  Erone  adduce,  come  argo- 
mento in  favore  della  sua  ipotesi  dell’esistenza  dei  vuoti  (pori) 
fra  le  molecole  dei  corpi,  il  fatto  che  i raggi  della  luce  attra- 
versano l’acqua.  Secondo  Erone  ed  i suoi  predecessori  risulta 
sempre  dall'aumento  artificiale  del  vuoto  un’attrazione  delle  parti 
dei  corpi  che  si  trovano  vicino.  Un  vaso  leggero  con  una  stretta 
apertura  rimane  sospeso  alle  labbra,  quando  siasi  aspirata  l’aria. 
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Allora  si  può  chiuderne  l'orifizio  col  dito  ed  immergere  il  vaso 
nell  acqua.  “ Se  si  leva  allora  il  dito.  L’acqua  sale  nel  vuoto  cosi 
formato,  benché  il  movimento  dei  liquidi  verso  l'alto  non  sia  se- 
condo natura.  Il  fenomeno  delle  coppette  è affatto  analogo  ; non 
solamente  In  ventosa  non  cade,  ma  essa  inoltre  attira  le  mole- 
cole vicine  attraverso  i pori  del  corpo,  su  cui  è posta  „.  Erone 
da  una  spiegazione  assai  particolareggiata  del  sifone.  “ II 
riempimento  del  sifone  mediante  l’aspirazione  è dovuto  al 
fatto,  che  il  liquido  segue  l’aria  aspirata,  poiché  è inconcepi- 
bile un  vuoto  continuo,,.  Se  le  due  braccia  del  sifone  sono 
eguali,  il  liquido  non  esce:  “l'acqua  rimane  in  equilibrio  come 
una  bilancia...  Quindi  Erone  immagina  il  flusso  del  liquido  ana- 
logo al  movimento  di  una  catena,  la  quale,  essendo  posta  sopra 
una  puleggia,  è da  una  parte  più  lunga  che  dall’altra. 


La  continuità  della  colonna  d'acqua,  che  per  noi  è dovuta  alla 
pressione  dell’aria,  è per  lui  una  conseguenza  “dellinconcepibilità 
del  vuoto  continuo  „.  Ora  si  è perfettamente  dimostrato  che  la 
più  grande  massa  di  acqua  uon  trascina  seco  la  più  piccola,  e 
che  non  è per  causa  di  questo  principio  che  l’acqua  può  innal- 
zarsi-. ma  piuttosto  questo  fenomeno  può  spiegarsi  con  il  prin- 
cipio dei  vasi  comunicanti.  I numerosi  apparecchi,  alcuni  dei 
. quali  assai  ingegnosi,  descritti  da  Erone  nella  “ Pneumatica  „ e 
negli  “ Automato  il  eòi  scopo  era  di  divertire  o di  provocare  lo 
stupore,  richiamano  vieppiù  la  nostra  attenzione  per  il  grazioso 
quadro  dello  stadio  di  sviluppo  della  civiltà  che  ci  presentano, 
che  per  l'interessamento  scientifico  che  essi  possono  avere.  Il 
rimbombo  automatico  delle  trombe,  lo  spalanoamento  spontaneo 
della  porta  del  tempio,  accompagnato  dal  rumore  del  tuono,  non 
sono  invenzioni  ili  ordine  scientifico.  Tuttavia  gli  scritti  e le 
idee  di  Erone  hanno  molto  contribuito  alla  diffusione  delle  scienze 
fisiche  (V.  N.  Scarni, t.  J/ero’s  Werlte,  Lipsia,  1899.  e Dinas.  System 
des  Strafori,  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  1893). 

Quantunque  gli  antichi,  come  si  può  rilevare  dalle  descrizioni 
di  V ì travio,  possedessero  istrumenti  basati  sulla  compressione 
dell  aria,  come  i cosi  detti  organi  idraulici,  quantunque  si  possa 
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far  risalire  a Ctesibio  l’invenzione  ilei  fucile  a vento  e che  questo 
istromento  sia  stato  conosciuto  da  Ottone  Guericke,  tuttavia  nel 
secolo  svn  le  idee  sulla  natura  dell'aria  erano  assai  bizzarre  ed 
oscure.  Quindi  non  è da  stupirsi,  se  i primi  ed  i più  importanti 
esperimenti,  fatti  secondo  questo  indirizzo,  abbiano  provocato  un 
gran  movimento  intellettuale.  Riportandoci  a quest’epoca,  si  com- 
prenderà facilmente  l'entusiasmo  di  Pascal  nel  descrivere  ['espe- 
rimento della  pompa  ad  aria  di  Movie.  Che  cosa  invero  di  più 
meraviglioso  che  la  scoperta  istantanea  di  ciò  che  noi  non  ve- 
diamo, che  noi  appena  sentiamo  e per  così  dire  non  osserviamo, 
che  costantemente  ci  circonda  da  ogni  parte,  tutto  pervade,  che 
è la  condizione  più  essenziale  della  vita,  della  combustione  e di 
giganteschi  fenomeni  meccanici!  Forse  fu  in  occasione  di  questa 
scoperta  che  si  comprese  per  la  prima  volta  chiaramente  che  la 
scienza  della  natura  non  si  limita  al  solo  studio  dei  fenomeni 
palpabili  e grossolanamente  sensibili. 

2.  All'epoca  di  Galileo  i filosoli  spiegavano  i fenomeni  di 
assorbimento,  l’azione  delle  siringhe  e delle  pompe  mediante 
l 'horror  varili,  l'orrore  della  natura  per  il  vuoto.  Si  attribuiva 
alla  natura  la  proprietà  d’impedire  la  formazione  di  uno  spazio 
vuoto,  e di  spingere  per  riempirlo  subito  le  cose  immedia- 
tamente vicine  a mano  a mano  che  esso  si  produceva.  Se 
si  fa  astrazione  dell’elemento  speculativo,  impossibile  a giu- 
sti licersi.  che  contiene  questa  concezione,  si  ammetterà  che 
essa  rappresenta  sino  ad  un  certo  punto  i fenomeni.  Ohi  la  for- 
mulò per  la  prima  volta  doveva  senza  dubbio  avere  intuito  un 
principio  in  questi  fenomeni.  Questo  principio  per  altro  non  si 
verifica  in  tutti  i casi.  Si  racconta  che  Galileo  fosse  assai  me- 
ravigliato, quando  seppe  che  una  pompa  costruita  di  nuovo,  ed 
il  cui  corpo  d'aspirazione  era  per  caso  lunghissimo,  non  poteva 
innalzare  l'acqua  a più  di  18  braccia  italiane.  Dapprima  egli 
pensò  che  Yhorror  vacui  (o  la  resistenza  del  vacuo)  possedesse 
solo  una  determinata  potenza,  e chiamò  altezza  limitatissima 
l'altezza  massima,  alla  quale  una  pompa  poteva  elevare  l'acqua. 
Inoltre  egli  cercò  di  determinare  direttamente  il  peso  necessario 
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per  tirar  fuori  da  uu  corpo  di  pompa  chiuso  imo  stantuffo  per- 
fettamente adattato  riposante  sul  fondo. 

3.  Torricelli  ebbe  l'idea  di  misurare  la  resistenza  del  vuoto 
con  una  colonna  di  mercurio  invece  che  con  una  colonna 
d acqua;  e si  riprometteva  di  trovare  una  colonna  di  mercurio 
1 

alta  circa  dell  altezza  di  quella  di  acqua.  La  sua  previsione 

fu  confermata  dall’esperienza  che  fece  Viviani  nel  1643  nel 
modo  ben  noto,  e che  presentemente  porta  il  nome  di  esperimento 
di  Torricelli.  Un  tubo  di  vetro  di  quasi  un  metro  di  lunghezza, 
chiuso  ad  una  estremità,  è pieno  di  mercurio  ; lo  si  rovescia, 
dopo  aver  chiuso  col  dito  l’estremità  aperta,  che  s’immerge  in  un 
bagno  di  mercurio,  e poi  si  tiene  il  tubo  verticalmente.  Appena 
si  toglie  il  dito  la  colonna  di  mercurio  discende,  oscilla  e 
quindi  si  arresta  ad  un  altezza  di  circa  76  centimetri.  In  seguito 
a questo  esperimento  diveniva  assai  probabile  che  ciò  che 
spingeva  il  liquido  nello  spazio  vuoto  fosse  una  determinata 
pressione.  Torricelli  indovinò  subito  qual’era  questa  pressione. 

Galileo  aveva  tentato  già  prima  di  quest’epoca  di  determi- 
nare il  peso  dell’aria,  pesando  prima  un  pallone  già  riempito  di 
aria,  poi  pesandolo  una  seconda  volta,  dopo  avere,  mediante  il 
calore,  fatto  da  esso  uscire  l’aria.  Dunque  era  noto  che  l’aria  era 
pesante.  Ma  per  la  maggior  parte  degli  uomini  Yorrore  del 
vuoto  e la  gravità  dell  aria  eran  nozioni  ben  disparate.  È pro- 
babile che  per  Torricelli  queste  due  idee  fossero  assai  prossime 
fra  loro  da  condurlo  all’idea  che  tutti  i fenomeni  attribuiti 
all  orrore  del  vuoto  potessero  spiegarsi  in  modo  più  semplice  e 
più  logico  colla  pressione  dovuta  al  peso  di  una  colonna  fluida, 
cioè  della  colonna  di  aria.  Torricelli  in  questo  modo  scopri  la 
pressione  atmosferica  : fu  anche  il  primo  ad  osservare  i cambia- 
menti di  questa  pressione  per  mezzo  della  colonna  di  mercurio. 

4.  Il  nuovo  esperimento  di  Torricelli  fu  reso  noto  in  Francia 
dal  padre  Merseune,  e conosciuto  da  Pascal  nel  1644.  Il 
ragguaglio  che  venne  dato  a quest'ultimo  della  teoria  di  questo 
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esperimento,  fu  probabilmente  cosi  incompleto,  che  fu  costretto 
a ristudiarlo  indipendentemente  ( Pesanteur  de  l’air,  Paris.  10(53). 

Egli  ripetè  l’esperimento  col  mercurio  e poi  coll’acqua,  o 
piuttosto  col  vino  rosso,  servendosi  di  un  tubo  lungo  40  piedi. 


Pompa  ad  aria  di  Guaritrice. 


Inclinando  il  tubo,  subito  ebbe  la  certezza  che  lo  spazio  al  di 
sopra  della  colonna  liquida  era  vuoto;  e fu  costretto  di  dovere 
difendere  quest’opinione  contro  i violenti  attacchi  dei  suoi  con- 
cittadini. Pascal  produceva  facilmente  il  vuoto,  di  cui  negavasi 
la  possibilità,  mediante  una  siringa  di  vetro,  la  cui  apertura  veniva 
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chiusa  col  d.to  e tenuta  immersa  nell'acqua  ; ed  allora  lo  stan- 
tuffo di  essa  si  poteva  tirar  su  senza  grande  sforzo.  Inoltre  Pascal 
dimostrò  che  m un  sifone  curvo,  alto  40  piedi,  pieno  di  acqua 
essa  non, scorre  se  il  tubo  si  tiene  verticalmente,  ma  invece  scorre’ 
quando  lo  s.  inclina  ,n  modo  conveniente.  Rifece  lo  stesso  speri- 
mento m proporzioni  più  piccole  col  mercurio;  nello  stesso  sifone 

Iquido  scorreva  o non  scorreva  secondo  che  lo  si  teneva  in- 
clinato o verticale. 

In  un  successivo  lavoro  Pascal  si  riferì  espressamente  al  fatto 
gravita  dell  aria  ed  alla  pressione  dovuta  al  suo  peso.  Di- 
mostro che  ne,  fluidi  gli  animaletti,  come  per  esempio  le  mosche 
possono  sopportare  senza  alcun  danno  un'alta  pressione,  purché 
essa  s,  eserciti  in  tutti  i sensi:  ed  applicò  questa  osservazione 
IU.M  , ed  agli  ammali,  che  vivono  nell’aria.  Il  merito  princi- 
pale d,  Pascal  consiste  nell’avere  stabilito  la  completa  analogia 
fra  , fenomeni  prodotti  dalla  pressione  dovuta- ai  liquidi  (pres- 
sione dell  acqua)  e quelli  che  produce  la  pressione  atmosferica. 

•>.  on  una  sene  d,  esperimenti  Pascal  dimostrò  che  la  pres- 
sione atmosferica  fa  salire  il  mercurio  in  uno  spazio  vuoto  di 
aria  nello  stesso  modo  che  la  pressione  dell’acqua  fa  salire  il 
mercurio  in  uno  spazio  vuoto  di  acqua,  «e  si 
immerge  in  un  vaso  profondo  pieno  di  acqua 
ffig.  81)  un  tubo,  alla  cui  estremità  è fissato  un 
sacchetto  pieno  di  mercurio,  avendo  cura  di  non 
immergere  l’estremità  superiore,  la  pressione 
dell  acqua  fa  salire  il  mercurio  nel  tubo  a misura 
che  lo  s’immerge  nel  vaso.  Lo  stesso  esperimento 
si  può  fare  con  un  tubo  a sifone  o con  un  tubo 
aperto  alla  sua  estremità  inferiore.  Indubbiamente  fu  l'attento 
esame  d>  questo  fenomeno  che  fece  nascere  nella  mente  di  Pascal 

J<  ea"  C ‘P  "ltezza  della  ooIonn“  barometrica  dovesse  essere 
necessariamente  minore  sulla  vetta  di  un  monte  che  alle  sue 

falde,  e quindi  poteva  servire  alle  determinazioni  delle  altitu- 

(llU1-  Lgl‘  COm,lnÌCÒ  ^’deu  a suo  cognato.  Périer,  che  subito 
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compì  felicemente  ('esperimento  sulla  vetta  ilei  Puy-de-Dòme 
(19  settembre  1648). 

Inoltre  Pascal  attribuì  alla  pressione  atmosferica  il  fenomeno 
dell’adesione  delle  lastre;  ne  diede  un  esempio  colla  resistenza 
chesi  prova  quando  si  vuole  sollevare  bruscamente  un  gran  cappello 
posto  in  piano  sopra  un  tavolo.  Il  masso  di  legno,  che  rimane  ade- 
rente al  fondo  del  vaso  pieno  ili  mercurio,  è un  fenomeno  analogo. 

Pascal  imitò  il  fenomeno  del  flusso  nei  sifoni  mediante  la 
pressione  dell’acqua,  prodotta  dalla  pressione  atmosferica.  Un  tubo 
a tre  rami  che  (fig.  82)  ha  i due  bracci  a 
gomito  a e b disuguali;  le  loro  estremità 
inferiori  sono  aperte  ed  immerse  nei  vasi  d 
ed  e pieni  di  mercurio.  L'intiero  apparec- 
chio è immerso  in  un  vaso  pieno  di  acqua, 
di  una  conveniente  profondità,  in  modo  che 
il  tubo  più  lungo  aperto  sovrasti  il  livello 
dell’acqua.  Allora  nì  vedrà  salire  il  mercurio 
gradatamente  nei  rami  a e b.  finalmente  F>u-  ti- 

nnirsi le  due  colonne  mercuriali  e stabilirsi  una  corrente 
mercurio,  che  va  dal  vaso  d al  vaso  e attraverso  il 
sifone  aperto  nella  sua  parte  superiore. 

Pascal  modificò  in  modo  assai  ingegnoso  l’espe- 
rimento di  Torricelli.  Un  tubo  della  forma  nbcd 
lig.  83),  di  una  lunghezza  presso  a poco  doppia  di 
quella  dei  barometri  ordinari,  è pieno  di  mercurio. 

Le  aperture  a e b si  chiudono  coi  diti,  ed  il  tubo 
si  mette  in  un  bagno  di  mercurio  con  la  estremità  a 
in  basso.  Se  si  apre  quest’ultima,  il  mercurio  che  è 
in  r i.  discende  nella  parte  più  larga  c del  tubo, 
ed  il  mercurio  in  ab  scende  fino  al  livello  barome- 
trico ordinario:  in  b si  produce  un  vuoto  ed  il  dito 
è premuto  così  forte  contro  l’orifizio,  che  si  sente 
un  certo  dolore.  Se  ora  si  apre  ò,  la  colonna  di 
mercurio  ab  discende  intieramente,  ed  il  mercurio  rimane  in  c-, 
sottoposto  ora  alla  pressione  atmosferica  sale  nel  tubo  ed  sino 
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all’altezza  della  colonna  barometrica.  Senza  la  macchina  pneu- 
matica era  assai  difficile  mettere  insieme  questo  esperimento 
e il  suo  contro-esperimento  in  un  modo  più  semplice  e più  in- 
gegnoso di  quello  che  abbia  fatto  Pascal. 

(5.  Con  brevi  osservazioni  completeremo  ciò,  che  abbiamo 
detto  intorno  all’esperimento  del  Puy-de-Dóme.  Sia  ì>„  l’altezza 
barometrica  al  livello  del  mare;  supponiamo  che  essa  divenga 
kba  , ove  k è una  frazione,  quando  ci  eleviamo  di  m metri.  Per 
una  elevazione  di  altri  m metri,  dobbiamo  aspettarci  di  ottenere 
un’altezza  barometrica  k.kb0i  poiché  ora  passiamo  da  uno  strato 
di  aria,  la  cui  densità  sta  a quella  del  primo  strato  come  l : 1. 
Dunque  per  l’altitudine  h = nm,  metri  l’altezza  barometrica  sarà: 


■da  cui  : 


•e  quindi  è: 


lui  = h » . b„  ; 


log  bn  — 1 og  /)„ 
log  k 


h = log*  (log bn  — log b„) 


Il  principio  del  metodo  come  si  vede  è semplicissimo;  ma 
questo  metodo  diviene  assai  complicato  mediante  la  moltiplicità 
<lelle  correzioni  dovute  alle  circostanze  accessorie. 

7.  I contributi  più  originali  ed  importanti  furono  appor- 
tati all’ aereostatica  da  Ottone  ili  Guericke.  I suoi  esperi- 
menti sembra  siano  stati  provocati  da  considerazioni  d’ordine 
puramente  filosofico;  d'altra  parte  sono  del  tutto  originali, 
poiché  egli  solo  udì  parlare  dell'esperimento  di  Torricelli  per 
la  prima  volta  da  Valeriane  Magnus  nel  1654  alla  Dieta  di 
Ratisbona,  ove  egli  dava  la  dimostrazione  delle  scoperte  spe- 
rimentali, che  aveva  fatto  verso  il  1650.  Questa  opinione  è con- 
fermata dal  metodo  di  costruzione  del  suo  barometro  ad  acqua, 
il  quale  è del  tutto  differente  da  quello  di  Torricelli. 

Il  libro  di  Guericke  ( Esperi  menta  nova,  ut  vocantur , Mag- 
deburgica,  Amsterdam,  1672)  mostra  in  maniera  attraente  la 
ristrettezza  del  modo  di  vedere  de'  suoi  tempi.  Il  fatto,  che  egli 
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abbia  potuto  gradatamente  abbandonare  queste  vedute  e me- 
diante il  proprio  lavoro  acquistarne  altre  più  chiare,  costi- 
tuisce una  prova  irrefragabile  della  sua  capacità  intellettuale.  Ve 
diamo  con  istupore  (pianto  sia  breve  il  periodo  di  tempo,  che  ci 
separa  dalla  barbarie  scientifica;  e quindi  non  dobbiamo  essere 
sorpresi,  se  ancora  la  barbarie  sociale  grava  pesantemente  su  noi. 

Nella  introduzione  del  suo  libro  ed  in  diversi  luoghi,  fra  le 
sue  investigazioni  scientifiche,  Guerieke  parla  delle  obbiezioni, 
tratte  dalla  Bibbia,  che  si  fanno  al  sistema  copernicano  (obbiezioni 
che  egli  cerca  di  confutare);  discute  sulla  località  del  cielo,  su 
quella  dell’inferno,  sul  giorno  del  Giudizio.  Le  considerazioni 
metafisiche  sullo  spazio  vuoto  occupano  gran  parte  della  sua 
opera. 

Guerieke  riguarda  l’aria  come  l'esalazione  o l’odore  dei  corpi, 
che  noi  non  percepiamo,  perchè  vi  siamo  abituati  fin  dall’in- 
fanzia. Per  lui  l'aria  non  è un  elemento.  Egli  conosce  i suoi 
cambiamenti  di  volume  secondo  il  caldo  ed  il  freddo,  la  sua 
compressibilità  dalla  fontana  di  Erone;  dà,  basandosi  sulle  sue 
proprie  esperienze,  la  sua  pressione,  che  è di  20  braccia  d’acqua; 
e parla  espressamente  del  suo  peso,  mediante  il  quale  le  fiamme 
si  dirigono  in  alto. 

8.  Per  produrre  il  vuoto  Guerieke  si  servi  dapprima  di  una 
botte  di  legno,  nella  cui  parte  inferiore  era  fissato  il  tubo  di  aspira- 
zione di  una  pompa  da  incendio.  Seguendo  lo  stantuffo  ed  il  suo 
proprio  peso,  l’acqua  doveva  cadere  nel  corpo  della  pompa  ed  es- 
sere espulsa.  Guerieke  si  aspettava  in  seguito  a ciò,  che  vi  rima- 
nesse uuo  spazio  vuoto.  Nei  suoi  primi  tentativi  trovò  che  la  pompa 
non  era  ben  solidamente  fissata  e non  poteva  resistere  alla  forza 
grandissima,  che  bisognava  applicare  allo  stantuffo  per  vincere 
la  pressione  atmosferica.  Dopo  averla  ben  fissata,  tre  uomini  di 
grande  forza  muscolare  poterono  incominciare  a fare  il  vuoto  ; ma 
tosto  l’aria  penetrò  strepitosamente  da  tutte  le  fessure  della  botte, 
e non  si  ottenne  alcun  vuoto.  In  un  successivo  esperimento  mise 
in  una  gran  botte  piena  una  botte  più  piccola,  riempita  pur  essa 
di  acqua.  Si  propose  di  trarre  l'acqua  dalla  botte  più  piccola. ; ma 
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l’ucqùa  della  più  grande  vi  penetrò  u poco  « poco;  avendo  così 
constatato  che  il  legno  non  gli  permetteva  di  conseguire  il  risiti- 


J1  primo  esperimento  di  Chierickt. 

tato  voluto,  ed  avendo,  nel  suo  ultimo  esperimento,  osservato 
alcuni  segnali  di  riuscita,  Guericke  prese  una  grande  sfera 
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cava  «li  rame,  e si  propose  di  estreme  direttamente  Paria.  Infine 
l'est, razione  dell’aria  andò  bene,  e fu  fatta  senza  troppa  fatica; 
ma  dopo  alcuni  colpi  di  stantuffo  la  estrazione  divenne  cosi 
difficile,  che  «li  sforzi  uniti  di  «Ine  uomini  robusti  (viri  eiiin- 
r/ rati)  potevano  a fatica  muovere  lo  stantuffo.  Poi  essendo  stata 
l'estrazione  spinta  un  po’  più  innanzi,  la  sfera  si  schiacciò  istan- 
taneamente ( on  una  violenta  detonazione,  fidine  impiegando  un 
recipiente  di  rame  ili  forma  perfettamente  sferica,  riuscì  a pro- 
durre il  vuoto,  (Iuerieke  descrive  la  violenza  con  cui  l’aria  si 
precipitò  nel  recipiente,  appena  fu  aperto  il  rubinetto. 

>.  Dopo  questi  esperimenti  (Iuerieke  costruì  una  pompa 
speciale  mi  aria.  Il  recipiente, in  cui  si  faceva  il  vuoto,  era  for- 
mato di  una  grande  sfera  di  vetro  chiusa  da  una  ghiera,  munita 
ili  un  gran  rubinetto  staccabile,  il  quale  permetteva  di  intro- 
durre nella  sfera  gli  oggetti,  su  cui  si  voleva  sperimentare.  Per 
assicurarsi  che  la  sfera  era  chiusa  ermeticamente,  si  immergeva  il 
rubinetto  in  un  vaso  d’acqua,  posto  sopra  un  treppiedi,  su  cui  si 
trovava  la  pompa  propriamente  detta.  In  seguito  (Iuerieke  si 
servi  nelle  esperienze  anche  di  altri  recipienti  separati,  che 
metteva  in  comunicazione  con  la  sfera  pneumatica. 

Per  mezzo  del  suo  apparecchio  (Iuerieke  potè  già  osservare 
un  gran  numero  di  fenomeni.  Osservò  subito  il  rumore  del- 
I urto  dell  acqua  contro  le  pareti  del  recipiente  vuoto  ili  aria. 

I irrompere  violento  deli  acqua  e dell  aria  nei  recipiente,  quando 
il  rubinetto  veniva  bruscamente  aperto,  lo  sprigionamento  ilei 
gas  sciolti  nei  liquidi,  o,  come  lo  chiama  (Iuerieke,  la  messa 
in  libertà  dell  esalazione.  Osservi1)  che  un  lume  acceso  si  sjiegne 
nel  vuoto,  perchè,  dice  egli,  esso  trae  il  suo  nutrimento  dall’aria. 
Nella  sua  opera  osserva  formalmente,  che  la  combustione  non 
è un  annullamento  dell  aria,  ma  bensì  una  trasformazione.  La 
campana  non  suona  nel  vuoto,  dii  uccelli  vi  muoiono;  molti  pesci 
si  gonfiano  e poi  scoppiano.  Un  grappolo  di  uva  posta  nel 
vuoto  conserva  la  sua  freschezza  più  di  dieci  mesi. 

hgli  distrusse  un  barometro  ad  acqua,  facendo  comunicare 
un  lungo  tubo  immerso  nell’acqua  con  un  cilindro  vuoto  d’aria: 


trovò  che  l’altezza  della  colonna  d’acqua  è di  19-20  braccia; 
spiegò  mediante  la  pressione  atmosferica  tutti  gli  effetti  attri- 
buiti lino  allora  all’orrore  del  vuoto. 

Uno  dei  suoi  esperimenti  più  importanti  consisteva  nella  pe- 
sata di  un  recipiente  prima  pieno  e poi  vuoto  di  aria.  Il  peso 
dell’aria  cambia  secondo  le  circostanze  (temperatura  e pressione 
atmosferica).  Secondo  Guericke  non  esiste  un  rapporto  determi- 
nato fra  il  peso  dell’aria  e quello  dell’acqua. 

Gli  esperimenti,  che  fecero  maggiore  impressione  sui  suoi 
contemporanei,  furono  quelli  riguardanti  la  pressione  atmosferica. 
Fece  il  vuoto  in  una  sfera  cava  formata  di  due  emisferi  sovrap- 
posti; per  distaccarli  occorse  lo  sforzo  di  ben  16  cavalli;  la 
separazione  fu  accompagnata  da  una  violenta  detonazione.  La 
stessa  sfera  fu  anche  sospesa  ad  una  trave,  ed  un  piatto  da  bi- 
lancia pesantemente  caricato  fu  attaccato  all’emisfero  inferiore. 
Un  altro  dei  suoi  esperimenti  è il  seguente:  un  corpo  di  pompa 
di  grosso  diametro  è chiuso  da  uno  stantuffo,  cui  ò attaccata 
una  robusta  corda,  che  passa  in  una  puleggia  e si  divide  in 
seguito  in  numerose  diramazioni,  per  poter  attaccare  ad  esse  un 
gran  numero  di  persone.  Appena  si  fece  comunicare  il  corpo 
della  pompa  con  un  recipiente  vuoto  di  aria,  tutte  le  persone 
furono  stramazzate  al  suolo.  Si  arrivò,  mediante  lo  stesso  pro- 
cesso, ad  innalzare  un  peso  grandissimo. 

Guericke  parla  del  fucile  ad  aria  compressa  come  di  una  cosa 
già  nota;  costrusse  egli  stesso  un  istromento,  che  si  potrebbe 
chiamare  fucile  ad  aria  rarefatta.  Una  palla  è lanciata  dalla  pres- 
sione atmosferica  esterna  in  un  tubo,  in  cui  il  vuoto  è fatto  ra- 
pidamente: giunta  all’estremità,  essa  respinge  una  leggera  val- 
vola, che  chiude  il  tubo;  e quindi  ne  esce  con  grande  velocità. 

I vasi  chiusi,  trasportati  sulla  cima  di  un  monte  e solo  allora 
aperti.  lasciano  sfuggire  l’aria;  poi  chiusi,  e quindi  riportati  alle 
falde  del  monte,  essi  aspirano  l’aria.  Da  questi  e da  altri  espe- 
rimenti Guericke  riconobbe  anche  che  l’aria  è elastica  ; e lo  con- 
statò pure  mediante  altri  esperimenti. 
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10.  Le  ricerche  di  Cfuericke  furono  continuate  in  Inghilterra 
da  Roberto  Bovle  (1),  il  quale  non  aggiunse  che  un  piccolo  nu- 
mero di  nuovi  sperimenti.  Osservò  la  propagazione  della  luce 
nel  vuoto  e notò  che  l'azione  della  calamita  vi  continuava  egual- 
mente; incendiò  l’esca  mediante  una  lente  ustoria;  mise  il  ba- 
rometro nel  corpo  della  pompa  ad  aria  e fu  il  primo  a costruire 
un  manometro.  Osservò  per  primo  l’ebollizione  dei  liquidi  caldi 
ed  il  raffreddamento  dell’acqua  nell’aria  rarefatta. 

Bisogna  anche  ricordare,  fra  gli  esperimenti  fatti  in  quest’e- 
poca mediante  la  pompa  ad  aria,  l’esperienza  della  caduta  dei 
corpi  nel  vuoto,  che  conferma  in  modo  assai  semplice  l'opinione 
ili  Galileo,  che  tutti  i corpi  pesanti  o leggeri  cadrebbero  con  la 
stessa  velocità,  se  non  vi  fosse  la  resistenza  dell’aria.  Perciò  si 
mette  in  un  lungo  tubo  un  pezzettino  di  carta  ed  una  pallina 
di  piombo  ; poi  si  fa  il  vuoto  ; si  pone  il  tubo  verticalmente,  poi 
lo  si  fa  ruotare  bruscamente  di  180°  intorno  ad  un  asse  orizzon- 
tale: i due  corpi  giungono  insieme  in  fondo. 

Fra  i dati  quantitativi  accenneremo  ai  seguenti:  Il  peso 
specifico  del  mercurio  è 13,59,  e la  pressione  dell’aria  essendo 
quella  di  una  colonna  di  mercurio  di  76  centimetri  di  altezza, 
si  trova  facilmente  che  la  pressione  atmosferica  è di  kg.  1.0328 
per  centimetro  quadrato.  Il  peso  di  1000  centimetri  cubi  d’aria  a 
0°  centigradi  e 760  millimetri  di  pressione  è di  kg.  1,293;  il 
peso  specifico  dell’aria  rispetto  all’acqua  è dunque  0,001293. 

11.  Guericke  non  conosceva  che  una  specie  di  aria.  Quindi 
noi  possiamo  immaginare  quale  impressione  facesse  la  scoperta  del- 
l'anidride carbonica  (aria  fissa)  compiuta  da  Black  nel  1755,  e 
quella  dell'  idrogeno  (aria  infiammabile)  fatta  da  Cavendish  nel 
1766,  scoperte  che  subito  furono  seguite  da  altre  analoghe.  È 
facilissimo  osservare  che  questi  differenti  gas  hanno  proprietà 
tìsiche  diverse.  Faraday  ha  messo  in  evidenza  la  loro  grande 


1)  Bovle  pubblicò  i suoi  esperimenti  nel  1660,  prima  che  fosse 
pubblicata  l’opera  di  Von  Guericke. 
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differenza  di  densità  mediante  un  graziosissimo  esperimento  da 
lezione.  Se  ai  bracci  di  una  bilancia  si  sospendono  (fig.  84)  due  vas  i 
di  vetro  cilindrici,  l'uno  di  essi  A aperto  in  alto,  l'altro  B aperto 


razione  della  freccia.  Presentemente,  come  è noto,  si  può  con 
metodi  ottici  di  Foucault  e Toeppler  rendere  direttamente  vi- 
sibile il  flusso  dei  gas. 

12.  Subito  dopo  la  scoperta  di  Torricelli  furono  latti  dei  ten- 
tativi per  utilizzare  il  vuoto  così  prodotto;  si  cercò  di  costruire 
una  macchina  pneumatica  a mercurio;  ma  solo  in  questo  secolo 
si  è ottenuto  un  risultato  degno  di  essere  ricordato.  Le  macchine 
pneumatiche  a mercurio,  di  cui  oggi  ci  serviamo,  non  sono  in 
sostanza  che  barometri,  la  cui  estremità  superiore  è molto  larga, 
e dove  il  livello  del  mercurio  può  facilmente  variare.  In  questa 
macchina  il  mercurio  fa  da  stantuffo  della  macchiua  pneumatica 
ordinaria. 

13.  La  forza  elastica  dell’aria,  dapprima  osservata  da  (ìue- 
ricke,  fu  studiata  con  più  precisione  da  Boyie  ed  in  seguito  da 
Mariotte.  Entrambi  trovarono  la  legge  seguente:  “Sia  V il  vo- 
lume di  una  quantità  data  di  gas  e P la  pressione  esercitata  da 
questo  gas  sull’unità  di  superficie  del  recipiente  che  lo  contiene: 
il  prodotto  V . P è costante.  Così  se  il  volume  del  gas  si  riduce 
alla  metà,  la  pressione  esercitata  sulla  unità  ili  superficie  diviene 
doppia:  se  il  volume  del  gas  è doppio,  la  pressione  diviene 
metà,  ecc.  È giusto — come  l'hanno  rivendicato  in  questi  ultimi 
tempi  certi  autori  inglesi  — di  attribuire  a Boyie,  e non  a 
Mariotte,  la  scoperta  di  questa  legge,  generalmente  conosciuta 
col  nome  di  legge  di  Mariotte.  Ma  inoltre  si  può  aggiungere 


- 116  - 


Fìij.  S5. 


clic  Boyle  sapeva  già  che  la  legge  non  era  che  approssimata, 
ciò  che  era  sfuggito  a Mariotte. 

Mariotte  stabili  la  legge  con  un  metodo  semplicissimo.  Prese 
un  tubo  di  Torricelli  e lo  riempì  in  parte  di  mer- 
curio; misurò  il  volume  di  aria  restante  ed  esegui 
l’ esperimento  di  Torricelli.  Ottenne  cosi  un  nuovo 
volume  per  la  stessa  quantità  d’aria,  e la  nuova 
pressione  gli  era  data  dalla  differenza  fra  la  sua 
colonna  di  mercurio  e quella  barometrica.  Per  com- 
primere 1 aria  Mariotte  impiegava  un  tubo  ricurvo  a 
rami  verticali;  l’aria  si  trovava  nel  più  corto  dei 
due  rami,  che  era  chiuso.  Il  ramopiù  lungo  rimaneva  aperto 
per  potervi  versare  il  mercurio.  Il  volume  dell’aria  era  indicato 
dalla  graduazione  del  tubo  e,  per  avere  la  sua  pressione,  bastava 
aggiungere  l’altezza  barometrica  alla  differenza 
dei  livelli  del  mercurio. 

Presentemente  si  fanno  questi  due  esperimenti 
in  modo  assai  semplice:  si  prende  un  tubo  di 
vetro,  chiuso  nella  sua  estremità  superiore  e fis- 
sato ad  un’asta  verticale  graduata,  lungola  quale 
può  scorrere  un  tubo  rV  (fig.  86),  aperto  alle  due 
estremità;  le  estremità  inferiori  di  questi  due  tubi 
comunicano  per  mezzo  di  un  tubo  di  caoutchouc kk. 

Riempiendo  parte  del  tubo  col  mercurio,  si  può. 
mediante  lo  spostamento  di  r'r',  ottenere  una 
dilferenza  qualunque  dei  livelli  del  mercurio  uei 
due  rami  ; allora  occorre  solo  leggere  sulla  scala 
il  volume  corrispondente  dell’aria  contenuta  in  rr. 

Mariotte  intraprese  queste  ricerche  in  occa- 
sione dell’osservazione  seguente:  egli  osservò  che 
una  piccola  quantità  di  aria  sostiene  ancora  la 
colonna  barometrica,  quando  la  si  separa  to- 
talmente dal  resto  dell  atmosfera,  benché  essa  non  sia  più  diret- 
tamente influenzata  dal  peso  di  questa  — ciò  ad  esempio  si  ve- 
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rifica  quando  si  chiude  1 estremità  aperta  del  tubo  barometrico. 
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La  spiegazione  semplice  di  questo  fenomeno,  che  naturalmente 
Mariotte  trovò  subito,  consiste  in  ciò  che,  prima  della  chiusura, 
la  parte  di  aria  ora  chiusa  è compressa  precisamente  tanto,  quanto 
è necessario,  affinchè  la  sua  tensione  l'accia  equilibrio  alla  pres- 
sione dovuta  al  peso  della  atmosfera,  cioè  per  esercitare  una 
pressione  elastica  equivalente. 

Non  entreremo  nei  particolari  della  disposizione  e dell’uso 
della  macchina  pneumatica.  Essi  si  possono  spiegare  mediante 
la  legge  di  Boyle-Mnriotte. 

14.  Osserveremo  ancora  soltanto  che  le  scoperte  apostatiche 
parvero  così  nuove  e così  meravigliose,  che  diedero  alla  scienza 
un  impulso,  di  cui  sarebbe  difficile  apprezzare  il  valore. 


CAPITOLO  SECONDO. 


Lo  sviluppo  dei  principi  della  dinamica 


I.  1 lavori  di  Galileo. 

1.  Ora  passeremo  a discutere  i principi  della  dinamica.  La 
dinamica  è una  scienza  tutta  moderna.  Tutte  le  speculazioni  mec- 
caniche degli  antichi,  particolarmente  dei  Greci,  riguardano  la 
statica.  Il  fondatore  della  dinamica  è Galileo.  Ce  ne  possiamo 
convincere  con  la  semplice  considerazione  di  alcune  proposizioni 
degli  aristotelici,  che  erano  sostenute  ai  tempi  di  Galileo.  Per 
spiegare  la  caduta  elei  corpi  pesanti  e l’ascesa  dei  corpi  leggeri 
(ad  esempio  nei  liquidi  o nell’aria),  si  diceva  che  ciascun  corpo 
cerca  il  suo  luotjo,  e che  i più  pesanti  hanno  il  loro  luogo  in 
basso,  i più  leggeri  stanno  in  alto.  Si  distinguevano  i movi- 
menti in  moti  naturali  come  quello  della  caduta  dei  gravi,  ed 
in  moti  violenti  come  quello  dei  proietti.  Si  deduceva  da  mi 
piccolissimo  numero  di  osservazioni  e di  esperienze  superfi- 
ciali la  conclusione,  che  i corpi  pesanti  cadono  più  velocemente 
ed  i corpi  leggeri  più  lentamente,  o più  esattamente  che  i corpi 
maggiormente  pesanti  cadono  più  velocemente  e quelli  meno 
pesanti  meno  velocemente.  Queste  poche  osservazioni  mostrano 
a sufficienza  quanto  le  cognizioni  dinamiche  degli  antichi,  e par- 
ticolarmente dei  Greci,  fossero  insignificanti;  spettò  dunque 
ai  tempi  moderni  di  gettar  le  basi  della  scienza  del  moto. 

Si  è spesso  asserito,  e ila  più  parti,  che  le  idee  di  Galileo 
non  avessero  alcuna  corrispondenza  con  quelle  dei  suoi  illustri 
predecessori.  Sarebbe  semplicemente  puerile  dissimularlo:  ma 


118  — 


Galileo  li  supera  tutti  di  gran  lunga.  11  più  grande  dei  prede- 
cessori di  Galileo  è Leonardo  «la  Vinci  ( 1452-15 J 9),  di  cui  si 
è parlato  nel  capitolo  precedente.  Ma  i suoi  lavori  non  ebbero 
alcuna  influenza  sul  progresso  scientifico,  poiché  essi  furono  pub- 
blicati per  la  prima  volta  solamente  nel  1797  da  Venturi  e solo 
in  parte.  Leonardo  da  Vinci  conosceva  il  rapporto  dei  tempi 
corrispondenti  alle  cadute,  secondo  l'altezza  e secondo  la  lun- 
ghezza del  piano  inclinato.  Torse  conosceva  anche  il  principio 
d’ inerzia. 

E incontestabile  che  tutti  gli  uomini  hanno  una  certa  co- 
noscenza istintiva  di  una  resistenza  all’inizio  del  moto;  ma 
Leonardo  da  Vinci  sembra  essere  andato  ancora  più  in  là.  Es- 
sendo data  una  colonna  di  dadi,  egli  sapeva  che  si  può  lanciarne 
uno  fuori  della  colonna  senza  punto  disturbare  gli  altri;  sapeva 
anche  che  un  corpo  messo  in  moto  si  muove  più  lungamente,  se 
la  resistenza  è minore  ; ma  egli  credeva  che  il  corpo  cercasse  di 
compiere  una  lunghezza  ili  percorso  proporzionale  all’impulso; 
Leonardo  da  Vinci  non  parla  espressamente  mai  della  persistenza 
al  moto,  quando  gl’ impedimenti  sono  completamente  rimossi 
(Confrontare  Wohlwill  : Uihliotheca  mathematica  ; Stocolma,  1888, 
p.  19).  Benedetti  (1530-1590)  conosceva  l'accelerazione  della  ca- 
duta dei  gravi;  egli  l'attribuiva  all’ incremento  degli  impulsi  suc- 
cessivi della  gravità  (Divers.  speculai,  malli,  et  phys.  liber,  Tau- 
rini, 1585).  Egli  attribuiva  la  continuazione  del  moto  di  un  corpo 
lanciato  non  affatto,  cornei  peripatetici,  all’ influenza  del  mezzo, 
ma  ad  una  certa  vvrtus  impressa,  senza  pertanto  pervenire  a 
risolvere  compiutamente  il  problema.  I lavori  giovanili  di  Galileo 
si  accostano  a quelli  di  Benedetti,  i quali  pare  che  Galileo  abbia 
posto  a profitto.  Anche  Galileo  accetta  una  virtus  impressa,  ma 
la  considera  come  decrescente  in  efficacia;  e pare,  secondo  Wohl- 
will, che  solo  nel  1604  egli  fosse  in  possesso  compiuto  delle  leggi 
della  caduta  dei  corpi. 

Il  prof.  Giovanni  Vailati,  che  ha  dedicato  uno  studio  speciale 
ai  lavori  di  Benedetti  (Atti  della  li.  Accademia  di  Torino; 
volume  XXXIII,  1898),  ha  mostrato  che  Benedetti  ha  reso 
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un  servigio  capitale,  esaminando  le  concezioni  aristoteliche  da  un 
punto  di  vista  critico  e matematico,  correggendole  e tentando  di 
scoprire  le  contraddizioni  che  contengono;  cosi  egli  preparava  la 
via  ad  un  ulteriore  progresso.  Gli  aristotelici  supponevano  comune- 
mente che  la  velocità  della  caduta  fosse  in  ragione  inversa  della 
densità  del  mezzo  ambiente;  e Benedetti  dimostrò  che  questa 
ipotesi  è inammissibile,  o per  lo  meno  che  essa  può  reggere  solo 
in  casi  particolari.  Egli  ammise  che  la  velocità  è proporzio- 
nale alla  differenza  p — q fra  il  peso  p del  corpo  e la  spinta  q, 
eh  esso  subisce  da  pnrte  del  mezzo.  Se  in  un  mezzo  di  densità 
doppia  il  corpo  cade  con  una  velocità  eguale  nlla  metà  della 
velocità  precedente,  allora  si  avrà: 

p — ? = 2 (p  — 2 a), 

la  quale  condizione  si  verifica  solo  quando  è: 

P*=3q . 

Per  Benedetti  un  corpo  legt/ero  in  se  non  esiste  ; egli  attri- 
buiva all’aria  un  peso  ed  una  spinta;  considerò  parecchi  corpi 
identici  cadenti  insieme  gli  uni  accanto  agli  altri,  una  prima 
volta  liberi,  una  seconda  collegati  fra  loro;  e,  siccome  questo 
legame  non  può  cambiare  in  nulla  il  fenomeno  della  caduta,  ne 
dedusse  che  i corpi  ineguali  della  stessa  sostanza  cadono  con 
la  stessa  velocità.  Qui  dunque  egli  si  avvicina  al  modo  di  pen- 
sare di  Galileo,  quantunque  questi  approfondisca  ancor  più 

il  problema.  1 lavori  di  Benedetti  contengono  tuttavia  ancora 
non  pochi  errori;  egli  crede,  per  esempio,  che  le  velocità  di 

due  corpi  dello  stesso  volume  e della  stessa  forma  stiano  fra 

loro  come  i loro  pesi  o come  le  loro  densità.  Inoltre  bisogna 
segnalare  le  sue  interessanti  ricerche  sulla  fionda  ed  il  suo 

studio  dell’oscillazione  di  un  corpo  da  una  banda  e dall’altra  del 
centro  della  Terra  in  un  canale,  che  diametralmente  attraversa 
il  globo  terrestre  ; in  questi  lavori  havvi  ben  poco  da  criticare. 

I corpi  lanciati  orizzontalmente  gli  sembrarono  avvicinarsi  più 
lentamente  al  suolo;  e per  questa  ragione  egli  crede  alla  dimi- 
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nazione  del  peso  di  una  trottola,  che  ruota  intorno  ad  un  asse 
verticale.  Benedetti  non  risolve  compiutamente  i problemi,  che 
egli  si  è posti,  ma  ne  prepara  la  loro  soluzione. 

2.  Nel  trattato  “ Discorsi  e dimostrazioni  matematiche  pub- 
blicato nel  1638,  Galileo  espose  le  sue  prime  ricerche  sulle  leggi 
della  caduta  dei  gravi.  Galileo  possiede  lo  spirito  moderno:  egli 
non  si  chiede  perchè  i corpi  cadano,  ma  bensì  come  essi  cadano, 
con  qual  legge  si  muova  un  corpo,  che  cade  liberamente?  Per 
determinare  queste  leggi,  egli  fa  certe  ipotesi;  ma,  al  contrario 
di  Aristotile,  non  si  limita  a proporle  soltanto,  ma  cerca  di  pro- 
varne l’esattezza  mediante  l'esperienza. 

Siccome  la  velocità  di  un  corpo  che  cade  evidentemente  va 
crescendo  di  continuo,  gli  phrve  primieramente  ragionevole  di 
ammettere  che  questa  velocità  è doppia  dietro  un  cammino  per- 
corso doppio,  tripla  al  termine  di  un  cammino  triplo;  brevemente 
che  le  velocità  acquistate  con  la  caduta  crescono  proporzional- 
mente agli  spazi  percorsi.  Prima  di  verificare  questa  ipotesi 
con  la  esperienza,  esaminò  se  le  conseguenze  che  si  possono  lo- 
gicamente dedurne,  non  la  infirmino.  Egli  ragiona  così:  se 
un  corpo  acquista  una  certa  velocità  dopo  essere  caduto  da 
una  certa  altezza,  una  velocità  doppia  dopo  una  caduta  di 
altezza  doppia  e così  via;  siccome  la  sua  velocità  nella  se- 
conda caduta  è doppia  della  velocità  che  ha  nella  prima,  ne 
consegue  che  il  secondo  cammino,  che  è doppio,  è percorso  nello 
stesso  tempo  del  primo,  che  è semplice.  Ora  nel  caso  di  un  cam- 
mino doppio  da  percorrere,  siccome  la  prima  metà  deve  essere 
percorsn  subito,  si  vede  che  non  rimarrebbe  alcun  tempo  per 
percorrere  la  seconda  metà.  La  caduta  dei  corpi  perciò  sarebbe 
un  trasporto  istantaneo;  ciò  sarebbe  non  solo  contraddittorio  con 
l’ipotesi,  ma  ancora  con  la  esperienza  oculare.  Ritorneremo  altresì 
più  tardi  su  questo  ragionamento  errato. 

3.  Galileo  credendo  di  avere  dimostrato  che  la  sua  prima 
ipotesi  non  fosse  ammissibile,  in  seguito  suppose  che  la  velocità 
acquistata  fosse  proporzionale  alla  durata  della  caduta.  Onde  se 
un  corpo  cade  due  volte  di  seguito  in  modo  che  la  seconda  ca- 
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duta  duri  un  tempo  due  volte  maggiore  della  prima,  la  velocità 
acquistata  nella  seconda  caduta  sarà  doppia  della  velocità  acqui- 
stato nella  prima.  Non  avendo  scoperto  alcuna  contraddizione  in 
questa  ipotesi.  Galileo  procedè  quindi  a verificare  sperimental- 
mente se  essa  fosse  conforme  ai  fatti.  Era  assai  difficile  dimo- 
strare direttamente  che  le  velocità  crescono  proporzionalmente  ai 
tempi  ; ma  gli  parve  d’altra  parte  più  facile  determinare  la  legge 
secondo  la  quale  lo  spazio  percorso  cresce  con  la  durata  della 
caduta.  Perciò  dedusse  dalla  sua  ipotesi  la  relazione  fra  lo  spazio 
percorso  ed  il  tempo  impiegato  a percorrerlo,  e studiò  questa  re- 
lazione sperimentalmente.  La  sua  deduzione  è semplice,  chiara 


e perfettamente  esatta.  Egli  rappre- 
sentò i tempi  trascorsi  con  segmenti, 
presi  sopra  una  retta;  innalzò  alle 
loro  estremità  le  perpendicolari  (or- 
dinate) per  rappresentare  le  velocità  q 
acquistate.  Così  un  segmento  qua-  F C.  E 

lunque  OG  della  retta  OA  rappre-  ‘ "J'  H?' 

senta  la  durata  di  una  caduta  e la  perpendicolare  corrispon- 
pente  GH  la  velocità  acquistata. 

Considerando  ora  il  modo,  con  cui  aumenta  la  velocità,  Ga- 


lileo osservò  che  all’istante  C,  in  cui  è trascorsa  la  metà  della  du- 
rata OA  della  caduta,  la  velocità  acquistata  CD  è la  metà  della 
velocità  finale  AB,  e che  per  due  istanti  E e G equidistanti 
dall  istante  C,  l’uno  precedente  e l’altro  successivo,  le  velocità 
(EF  e GH)  sono  egualmente  differenti  dalla  velocità  media  CD, 
1 una  in  difetto,  I altra  in  eccesso.  Ora  a ciascun  istante  che  pre- 
cede C ne  corrisponde  uno  equidistante,  che  lo  segue.  Dunque 
se  si  paragona  il  moto  reale  con  un  moto  uniforme,  la  cui  ve- 
locità sarebbe  la  semi-velocità  finale,  si  vede  che  ciò  che  si  e 
perduto  col  moto  reale  sul  moto  uniforme  nella  prima  metà,  si 
è riguadagnato  nella  seconda.  Indicando  con  v la  velocità  acqui- 
stata durante  il  tempo  t,  si  ha,  poiché  essa  è proporzionale  a 
t,  v = gt,  ove  g denota  la  velocità  acquistata  nell’unità  di 


tempo,  la  cosi  detta  accelerazione.  Allora  lo  spazio  percorso  s 
è dato  dalla  formula: 

gt  , . 12 

* * T “ ¥4 * * * *  9 . 

Si  chiama  moto  uniformemente  accelerato  i|uel  moto,  in  cui, 
secondo  l’ipotesi,  la  velocità  aumenta  di  quantità  eguali  in  tempi 
eguali. 

La  tavola  seguente  dà  le  durate  della  caduta,  le  velocità  ac- 
quistate e gli  spazi  percorsi  corrispondenti  : 

t 

n 

9 


3 

4 


V 

S 

i • a 

l.l. 

2 • g 

2.2. 

3 -g 

3.8. 

4 • g 

4.4. 

t . <j 

t . t . 

4.  La  relazione  fra  t ed  s si  può  verificare  sperimentalmente; 

e Galileo  fece  questa  verificazione  nel  modo  già  veduto. 

Innanzi  tutto  osserviamo  che  nessuna  delle  nozioni  e dei  dati, 
che  ci  sono  ora  familiari,  erano  conosciute  a quell’epoca;  in- 

vece spettava  a Galileo  a scoprirli.  Quindi  era  impossibile  pel- 
lai procedere  come  ora  noi  facciamo;  onde  era  costretto  a seguire 

mi  metodo  diverso.  Allo  scopo  di  potere  osservare  con  maggior 

precisione  il  moto  della  caduta  dei  gravi,  Galileo  subito  cercò 
di  ritardarlo.  Prese  a considerare  il  caso  di  diverse  sfere  che 
ruzzolassero  nelle  scanalature  di  un  piauo  inclinato,  e suppose  che 
«piesto  procedimento  rallentasse  solamente  la  velocità  del  moto 
senza  cambiare  la  forma  della  legge  della  caduta.  L ipotesi  che 


si  tratta  di  verificare  richiede  che  le  scanalature  di  lunghezze 

1,  4,  9,  16 corrispondano  a cadute  di  durate  rispettive  1,  2, 

3,4 ; l’esperienza  confermò  il  risultato  teorico.  Occorreva 

l’osservazione  dei  tempi,  che  Galileo  misurò  in  modo  assai  inge- 
gnoso. Allora  non  esistevano  gli  odierni  cronometri;  la  loro  costru- 
zione fu  possibile  solo  in  seguito  all’acquisto  delle  conoscenze 
dinamiche,  di  cui  Galileo  gettò  le  basi.  A quell’epoca  si  adoperavano 
orologi  meccanici,  assai  poco  precisi,  i quali  potevano  servirea  mi- 
surare solo  approssimativamente  i grandi  lassi  di  tempo;  i più  co- 
muni erano  gli  orologi  ad  acqua  ed  a sabbia,  già  usati  nei  tempi 
antichi.  Galileo  costruì  un  orologio  ad  acqua  assai  semplice,  ilquale, 
cosa  poco  comune  per  quell’epoca,  fu  particolarmente  adoperato 
per  misurare  tempi  di  durata  brevissima;  esso  consisteva  in  un  vaso 
di  grandissima  sezione,  pieno  d’acqua,  il  cui  fondo  aveva  un 
piccolo  pertugio,  clic  si  poteva  chiudere  col  dito.  Come  la  sfera 
incominciava  a muoversi  sul  piano  inclinato,  Galileo,  togliendo 
il  dito,  apriva  l’orifizio;  l’acqua  zampillava  ed  era  raccolta  in  un 
recipiente,  posto  sopra  una  bilancia;  ed  all  istante,  in  cui  la 
sfera  compiva  il  determinato  cammino,  egli  richiudeva  l'orifizio. 
A cagione  della  gran  sezione  del  vaso  la  pressione  non  variava 
in  modo  sensibile,  quindi  il  peso  dell’acqua  uscita  era  propor- 
zionale al  tempo.  In  questo  modo  Galileo  effettivamente  dimostrò 
che  se  i tempi  crescevano  come  la  serie  naturale  dei  numeri  intieri, 
mentre  gli  spazi  percorsi  crescevano  rispettivamente  come  i 
loro  quadrati.  L’esperienza  confermò  quindi  le  conseguenze  del- 
l' ipotesi,  e perciò  l’ ipotesi  stessa. 

Per  comprendere  appieno  il  cammino  del  pensiero  nella  mente 
di  Galileo,  bisogna  ricordarsi  che  prima  di  ricorrere  all’esperienza 
egli  già  possedeva  le  esperienze,  istintive.  L’occhio  segue  il  corpo 
che  cade  tanto  più  difficilmente,  quanto  più  tempo  impiega  o 
quanto  più  spazio  ha  percorso  nella  sua  caduta;  1 urto,  che  il 
corpo  dà  alla  mano  che  lo  riceve,  diventa  nello  stesso  tempo 
vieppiù  sensibile,  e il  rumore  che  fa  urtando  gli  oggetti  diviene 
sempre  maggiore.  Onde  la  velocità  cresce  con  la  durata  della 
caduta  e la  lunghezza  del  cammino  percorso;  per  l’uso  scien- 
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tifico,  la  rappresentazione  mentale  delle  esperienze  sensibili  deve 
essere  ancora  rappresentata  concettualmente.  In  questo  modo  tali 
esperienze  si  possono  utilizzare  per  trovare  una  proprietà  dipen- 
dente da  un  fatto,  o per  completare  una  proprietà  parzialmente 
stabilita  mediante  una  costruzione  astratta  di  calcoli i,  fondata 
sopra  un  apprezzamento  astratto  della  proprietà  caratterizzata. 
Questa  rappresentazione  si  fa  mettendo  in  evidenza  i punti 
ritenuti  come  importanti,  trascurando  ciò  che  è accessorio,  me- 
diante 1 astrazione,  1 idealizzazione.  L’esperienza  poi  decide  se 
essa  è o no  sufficiente.  Senza  una  qualsiasi  concezione  preesi- 
stente ogni  esperienza  è in  generale  impossibile,  poiché  questa 
riceve  precisamente  la  sua  forma  dalla  concezione  antecedente, 
che  si  ha.  Infatti  quali  sarebbero  il  mezzo  e lo  scopo  della  ri- 
cerca. se  non  si  avesse  già  una  certa  tendenza?  La  via,  in  cui 
1 esperienza  deve  incamminarsi  per  completarsi,  dipende  dai  dati 
acquistati  in  precedenza.  L’esperienza  sostiene,  modifica  o rovina 
la  concezione  che  ne  ha  tornito  1 idea.  In  un  caso  semplice 
l'investigatore  moderno  si  porrà  la  questione:  Di  che  cosa  v è 
funzione?  Se  v è funzione  di  t,  qual’ è la  forma  di  questa  l'un- 
zione? (ialileo,  con  una  semplicità  tutta  primitiva,  si  chiede: 
v è proporzionale  ad  s <>  è proporzionale  a t ? Egli  procede 
sinteticamente  ed  a caso,  e raggiunge  lo  stesso  il  suo  intento. 

1 metodi  sistematici,  che  in  certa  guisa  sono  gli  esemplari  o mo- 
delli. costituiscono  uno  dei  risultati  della  ricerca,  e non  possono 
essere  a disposizione  fin  dai  primi  passi  che  fece  il  genio  (Con- 
frontare 1 articolo  “ Ueber  Gedankenexperimente  „ Zeitschrift 
filr  den  phys.  und  ehein.  Uuterrieht;  1897.  I). 

o.  I er  ottenere  la  relaziono  che  esiste  Ira  il  moto  sopra 
un  piano  inclinato  ed  il  moto  della  caduta  libera,  Galileo  fece 
la  ipotesi  che  un  corpo  acquisti  la  stessa  velocità  cadendo  se- 
condo laltezza  o secondo  la  lunghezza  del  piano.  Tale  ipotesi 
pareva  alquanto  arrischiata:  ma  egli  vi  pervenne  in  una  ma- 
niera, che  la  rende  naturalissima,  e che  esporremo  in  poche  parole. 
Quando  un  corpo  cade  liberamente,  esso  acquista  una  velo- 
cita proporzionale  alla  durata  della  caduta;  Galileo  immaginò 


elio  all’istante,  in  cui  il  corpo  giunge  al  termine  della  sua  di- 
scesa, la  sua  velocità  sia  bruscamente  rovesciata  e diretta 
verso  l'alto;  il  corpo,  è chiaro,  allora  risalirà;  e si  può  os- 
servare che  il  suo  moto  è in  questo  caso  una  riflessione  per 
cosi  dire  del  suo  moto  del  primo  caso.  La  velocità,  che  mentre 
cresceva  proporzionalmente  al  tempo,  ora  diminuisce  nello  stesso 
rapporto,  e diviene  nulla  solo  all’  istante,  in  cui  il  corpo  è 
risalito  per  tanto  tempo  per  quanto  era  disceso,  ed  è ritornato 
alla  stessa  altezza  primitiva.  Dunque  la  velocità  che  un  corpo 
acquista  cadendo,  gli  permette  di  risalire  ad  un’altezza  eguale 
a quella  d onde  è caduto.  Ora.  se  cadendo  lungo  un  piano  in- 
clinato un  corpo  acquistasse  una  velocità  tale  da  permettergli  di 
risalire  sopra  un  altro  pinno  inclinato  ad  un’altezza  maggiore  della 
sua  iniziale,  ne  conseguirebbe  che  il  peso  stesso  dei  corpi  po- 
trebbe produrre  la  loro  ascensione.  L’ipotesi  che  le  velocità 
acquistate  dipendono  solo  dall’altezza  verticalmente  percorsa, 
e non  dall  inclinazione  dei  piani,  non  contiene  quindi  che  l’affer- 
mazione e la  nozione  logica  del  fatto,  che  i gravi  tendono  non 
a salire,  ma  a discendere.  Infatti  se  nella  caduta  inclinata  il  corpo 
prendeva,  o in  un  modo  o nell  altro,  una  velocità  maggiore  che 
cadendo  verticalmente  secondo  1 altezza,  basterà  farlo  passare, 
con  la  velocità  già  acquistata,  sopra  un  piano  verticale  o sopra 
un  piano  altrimenti  inclinato  per  fargli  raggiungere  un’altezza 
maggiore  di  quella  del  suo  punto  di  partenza.  Se  la  velocità 
acquistata  nel  piano  inclinato  fosse  per  lo  contrario  minore,  si 
otterrebbe  lo  stesso  risultato  rovesciando  l’esperimento.  In  en- 
trambi i casi  si  potrebbe,  mediante  una  serie  di  piani  inclinati 
convenientemente  disposti,  obbligare  un  grave  a salire  indefi- 
nitamente per  mezzo  del  suo  proprio  peso:  ciò  che  è in  assoluta 
contraddizione  con  la  nostra  conoscenza  istintiva  della  natura  dei 
gravi. 

(5.  Galileo  in  questo  caso  non  si  contentò  dell’esame  logico 
e iilosofico  della  sua  ipotesi  ; ma  volle  sottoporla  ancora  all’espe- 
rienza. 
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A tal  uopo  prese  un  pendolo  semplice  formato  di  una  sfera 
pesante  attaccata  ad  un  filo  sottile.  Scostando  il  pendolo  dalla 
sua  posizione  di  equilibrio  (fig.  88),  sollevò  la  sfera  fino  ad  una 
altezza  qualunque  e verificò,  abbandonandola  a se  stessa,  che 
essa  risaliva  sino  allo  stesso  livello  dalla  parte  opposta.  Riconobbe 
che.  quando  ciò  non  si  verificava  esattamente , la  resistenza  dell’aria 
era  la  causa  dello  scarto,  poiché  questo  è maggiore  per  una  palla  di 
sughero,  minore  per  una  più  pesante.  Facendo  astrazione  da  questa 
resistenza,  il  corpo  risale  alla  stessa  altezza.  Ora  il  moto  del  pen- 
dolo sul  suo  arco  di  cerchio  si  può  considerare  come  una  caduta 
sopra  una  serie  di  piani  inclinati  differentemente.  Poi  (ialileo  fece 


risalire  il  corpo  sopra  un  altro  arco  di  cerchio,  cioè  sopra  un’altra 
serie  di  piani  inclinati,  servendosi  a tal  uopo  di  un  chiodo,  che 
fissava  in  un  punto  qualunque  f o <j  ria  una  banda  della  posi- 
ziono di  equilibrio  del  filo  per  impedire  a tal  porzione  di  esso  di 
compiere  la  seconda  metà  del  moto.  All’istante  in  cui  il  filo  ar- 
riva nella  posizione  di  equilibrio  ed  urta  nel  chiodo,  la  palla 
< he  è discesa  lungo  l’arco  t/a,  risale,  lungo  un’altra  serie  di 
piani  inclinati,  data  dall’arco  am  o dall’arco  an.  Ora  si  os- 
serva che  essa  ritorna,  al  suo  livello  orizzontale  iniziale  EE; 

• io  non  si  verificherebbe  se  1 inclinazione  del  piano  avesse 
qualche  influenza  sulla  velocità  acquistata  nella  caduta.  Fis- 
sando il  chiodo  sufficentemente  in  basso  (in  h),  si  può  accor- 


- 127  - 


piare  come  si  vuole  la  lunghezza  (lei  pendolo  nella  seconda  semi- 
oscillazione  senza  cambiare  l’andamento  del  fenomeno;  e,  se  il 
chiodo  è fissato  assai  in  basso,  in  modo  che  il  lilo  non  possa 
più  risalire  lino  al  piano  li  li.  la  sfera  passerà  rapidamente  al 
di  sopra  del  chiodo,  su  cui  essa  in  volgerà  il  filo,  perchè  essa 
ancora  possiede  un  avanzo  di  velocità,  quando  giunge  alla  mag- 
giore altezza,  cui  può  arrivare.  D’altronde  si  sa  che  il  punto  h 
deve  essere  assai  vicino  ad  a.  affinchè  il  filo  non  si  possa  ral- 
lentare. 

7.  Si  vede  che  la  velocità,  che  un  corpo  acquista  cadendo 
sul  piano  inclinato,  gli  permette  di  risalire  esattamente  al  livello 
donde  esso  è partito.  L ipotesi  dell’eguaglianza  delle  velocità 
acquistate  nella  caduta  inclinata  ed  in  quella  verticale  della 
stessa  altezza  non  contiene  nient’altro  che  l’espressione  di  questo 
fatto.  Galileo  ne  trasse  facilmente  che  le  durate  delle  cadute, 
secondo  la  lunghezza  e l’altezza,  sono  nel  rapporto  di  questi 
due  cammini,  e che  le  accelerazioni  sono  nel  rapporto  inverso, 
poiché  esse  sono  inversamente  proporzionali  alle  durate  delle 
cadute. 

Infatti  consideriamo  un  piano  inclinato  (fig.  89);  la  sua  al- 
tezza AB  o la  sua  lunghezza  AC 
sono  entrambi  percorse  con  un  moto 
uniformemente  accelerato  nei  tempi 
t e t'.  Sia  v la  velocità  finale  comune; 
si  ha  perciò: 


v v 

AB  = / . AC  = ; 

2 ; 2 ’ 


AB t_ 

AC  ~ t 


Indicando  con  <j  e r /'  le  accelerazioni  rispettive  si  avrà  : 
v=gt,v  = g't', 


t' 


AB 


AC 


£_ 

<1 
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Quindi  con  questo  metodo  si  può  calcolare  l'accelerazione  di 
un  corpo  che  cade  liberamente,  quando  è data  quella  che  esso 
ha  nel  piano  inclinato. 

Galileo  dedusse  da  questa  teoria  alcuni  corollari,  parecchi  dei 
quali  sono  passati  nei  nostri  trattati  elementari.  Ad  esempio  si 
considerino  due  corpi  che  cadono,  l'uno  verticalmente,  l'altro 
obliquamente.  Le  loro  accelerazioni  stanno  fra  loro  nel  rapporto 
inverso  dell'altezza  nlla  lunghezza;  per  ottenere  i cammini,  che 
essi  percórrono  in  tempi  eguali,  basterà  dunque  abbassare  la 
perpendicolare  HI)  (fig.  90)  dal  piede  dell'altezza  sul  piano  in- 
clinato. Onde  i due  cammini  AB  ed  AD  sono  percorsi  in  tempi 
eguali  dai  due  corpi  ; l'uno  cade  liberamente  dal  punto  A,  l’al- 


A 


Fig.  01. 


Fig.  00. 


tro  scorre  sul  piano  inclinato.  Ne  consegue  che  se  parecchi  piani 
inclinati  (lig.  91)  AC,  AE.  AF  terminano  in  A,  le  corde  (l’in- 
tersezione AD,  AG,  AH  delle  loro  linee  di  maggior  pendenza 
con  la  circonferenza,  descritta  col  diametro  AB,  sono  percorse  in 
tempi  eguali.  Siccome  questa  proprietà  dipende  solo  dalle  lun- 
ghezze delle  corde  e dalle  inclinazioni  e non  già  dalla  posizione 
dei  piani  inclinati  nello  spazio,  essa  vale  anche  per  le  corde  BD, 
BG,  BIT  concorrenti  alla  estremità  inferiore.  Dunque  si  può  dire 
in  generale  che  un  corpo  sottoposto  alla  sola  azione  del  suo  peso 
impiega  lo  stesso  tempo  per  percorrere  il  diametro  verticale  di 
un  cerchio  od  una  qualunque  delle  corde,  che  concorrono  ad  una 
delle  sue  estremità. 

Inoltre  Galileo  aggiungeva  alcune  altre  considerazioni  ele- 
ganti, le  quali  ordinariamente  non  sono  contenute  nei  libri  eie- 
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mentari.  Egli  considerava  varie  oblique  diversamente  inclinate, 
le  quali  partivano  da  uno  stesso  punto  A (tig.  92)  e poste  in 
uno  stesso  piano  verticale.  Se  si  lascia  cadere  allo  stesso  istante 
nel  punto  A un  grave  su  ciascuna  di  queste  rette,  questi  corpi, 
che  incominciano  insieme  il  loro  moto  di  discesa,  si  troveranno 


m ciascun  istante  nei  punti 
di  una  stessa  circonferenza,  il 
cui  diametro  è dato  dallo  spa- 
zio percorso  verticalmente,  ed 
i raggi  crescono  quindi  pro- 
porzionalmente al  quadrato  dei 
tempi.  Facendo  ruotare  la  figura 
intorno  alla  verticale  AY,  si 
vede  facilmente  che  queste 
circonferenze  vengono  sosti- 
tuite da  sfere,  quando  le  obli- 
que sono  distribuite  in  modo 
punto  A. 


Fig.  1)2. 


ue  nello  spazio  intorno  al 


8.  (Jalileo  non  cerca  dunque  di  fare  una  teoria  della  caduta 
dei  corpi,  ma  all'opposto  osserva  il  fenomeno  della  caduta  e lo 
studia  senza  idee  preconcette.  In  questa  ricerca,  adattando  gra- 
datamente il  suo  pensiero  ai  fenomeni  e perseguendolo  in  tutte 
le  sue  conseguenze  logiche,  giunge  mi  una  concezione  che,  pro- 
babilmente per  lui  stesso  molto  meno  che  per  i suoi  succes- 
sori. ha  avuto  il  carattere  di  una  legge  particolarmente  nuova. 
Oalileo  in  tutte  le  sue  deduzioni  segue  un  principio  di  una 
grande  fecondità  scenti  fica,  che  giustamente  si  può  chiamare 
principio  (li  continuità , il  quale  consiste  nel  modificare,  grada- 
tamente e quanto  è possibile,  le  circostanze  di  un  caso  partico- 
lare qualunque,  di  cui  si  è potuto  fare  un’  idea  chiara,  accostan- 
dosi sempre  tanto  (pianto  è possibile  a questa  idea  precedentemente 
acquistata.  Nessun  altro  metodo  potrà  permettere  la  comprensione 
dei  fenomeni  naturali  con  più  sicurezza  e semplicità , con  minor 
fatica  o minore  sforzo  intellettuale. 
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Un  esempio  particolare  farà  meglio  comprendere  il  nostro 
pensiero  che  queste  considerazioni  generali.  Galileo  considera  un 
corpo  che  cade  lungo  il  piano  inclinato  AB  (lig.  93);  e poi  lo  si  pone 
con  la  sua  velocità  acquistata  in  un  altro  piano  inclinato  BC, 
lungo  il  quale  risale. 

In  tutti  i piani  inclinati  BC,  BD,  ecc.,  questo  corpo  sale  e 
si  innalza  sino  al  piano  orizzontale,  che  passa  per  A.  Ma  nello 
stesso  modo  che  questo  corpo  cade  lungo  BD  con  un ' accelera- 
zione minore  che  lungo  BC,  lo  stesso  sale  lungo  BD  con  un 
rallentamento  minore  che  lungo  B<  '.  A mano  a mano  che  i 
piani  BC,  BD,  BE,  BF  si  accostano  al  piano  orizzontale,  il  ritar- 
damento  del  corpo  diviene  sempre  minore;  il  cammino  percorso 


e la  durata  del  moto  divengono  per  conseguenza  sempre  maggiori. 
.Sul  piano  orizzontale  BH  il  rallentamento  scompare  intiera- 
mente — astrazione  fatta,  evidentemente,  dell’attrito  e della  re- 
sistenza dell  aria  — il  corpo  si  muove  indefinitamente  lungo  il 
piano  e per  un  tempo  indefinito  con  una  velocità  costante.  Arri- 
vando così  al  caso  limite  del  problema,  Galileo  scopre  la  legge 
nota  col  nome  di  legge  d inerzia,  secondo  la  quglc  un  corpo,  su 
cui  non  agisce  nessuna  influenza  modificatrice  del  moto  (forza), 
conserva  indefinitamente  la  sua  velocita  le  la  sua  direzione).  Più 
innanzi  ritorneremo  su  questo  argomento. 

In  un  notevole  studio  pubblicato  nel  1881  nel  Zeitschrift 
far  I dlkerpsgchologie  col  titolo  Die  Entdeckung  desUelnirrungs- 
gesetzes  (voi.  XIV,  pag.  365-410  e voi.  XV,  pag.  70-135,  337-387) 
E.  Wohlwill  ha  dimostrato  che  i predecessori  ed  i contemporanei 
di  Galileo,  e Galileo  stesso,  non  abbandonarono  che  assai  len- 
tamente e per  gradi  le  idee  aristoteliche  per  giungere  alla 
legge  di  inerzia.  Anche  per  Galileo  il  moto  circolare  uniforme 
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ed  il  moto  orizzontale  uniforme  hanno  un  significato  speciale. 
Lo  studio  interessantissimo  di  Wohlwill  dimostra  innanzi  tutto 
che  Galileo  stesso  non  giunge  ad  una  concezione  perfettamente 
chiara  dei  principii  fondamentali,  che  egli  ha  creato  e che  hanno 
permesso  lo  svolgimento  della  scienza;  poi  che  egli  è soggetto 
spesso  a ritornare  sulle  idee  antiche,  ciò  che  d'altronde  è natu- 
ralissimo. 

D’altra  parte  il  lettore  può  vedere  dalla  esposizione  che  si  è 
fatta  che  la  legge  d’inerzia  non  aveva,  nello  spirito  di  Ga- 
lileo, la  chiarezza  e la  generalità,  che  essa  acquista  più  tardi 
(efr.  Erhaltung  der  Arbeit,  p.  47).  Contrariamente  all’opinione 
di  Wohhvill  e di  Po.sk e io  credo  sempre  di  avere,  nella  mia  espo- 
sizione, indicato  il  punto,  che  doveva  far  sentire  più  chiaramente 
possibile  a Galileo  ed  ai  suoi  successori  il  passaggio  della  conce- 
zione antica  a quella  nuova.  Galileo  si  avvicinò  molto  alla  conce- 
zione compiuta  della  legge  d’inerzia,  e lo  prova  il  fatto  (segnalato 
da  Wohlwill  stessei,  loc.  cit.,  p.  1 12),  che  Italiani  dedusse  dall’espo- 
sizione di  Galileo  l’indistruttibilità  di  una  velocità  una  volta 
acquistata.  Non  è inoltre  sorprendente  che  là,  ove  si  tratta  uni- 
camente dei  moti  dei  corpi  pesanti.  Galileo  impieghi  la  logge  di 
inerzia,  soprattutto  per  i moti  orizzontali.  Si  sapeva  per  altro 
che  una  palla  senza  peso  continuerà  a muoversi  in  linea  retta 
nella  direzione  del  getto  (Dialogo  sai  due  massimi  sistemi  del 
mondo , Lipsia,  1891,  p.  184);  ma  non  è straordinario  che  egli 
esiti  davanti  all’euuneiato  generale  di  una  proposizione  a prima 
vista  si  peregrina. 

9.  La  caduta  dei  corpi  è dunque  un  moto,  nel  quale  la  ve- 
locità cresce  proporzionalmente  al  tempo,  cioè  un  moto  unifor- 
memente accelerato. 

Qualche  volta  l’accelerazione  uniforme  del  moto  della  caduta 
dei  gravi  è presentata  come  conseguenza  dell’  azione  costante 
della  gravità.  Questo  processo  ili  esposizione  è un  anacronismo 
ed  un  nou-senso  storico.  “ La  gravità,  si  dice,  è una  forza  co- 
stante ; per  conseguenza  essa  genera,  in  elementi  eguali  di  tempo, 
elementi  eguali  di  velocità;  così  il  moto  che  essa  produce  è uni- 
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formemente  decelerato ...  Questa  esposizione  è antistorica,  come 
tutte  quelle  dello  stesso  genere.  Essa  presenta  sotto  uua  luce 
totalmente  iulsa  il  fatto  capitale  della  scoperta  di  queste  leggi. 
La  nozione  di  forza,  come  la  si  possiede  presentemente,  fu 
infatti  creata  da  Galileo.  l’rima  si  conosceva  la  forza  come 
pressione.  Solo  l’esperienza  ci  può  insegnare  elio  in  generale  la 
pressione  produce  un  moto.  A maggior  ragione  ancora  possiamo 
sapere,  altrimenti  che  coll’esperienza,  in  qual  modo  la  pressione 
si  trasforma  in  moto,  e riconoscere  che  essa  non  determina  nà 
una  posizione,  nè  una  velocità,  ma  invece  un’accelerazione.  La 
semplice  logica  ci  potrebbe  fornire  su  questo  punto  solo  delle 
ipotesi;  la  sola  esperienza  può  definitivamente  illuminarci  con 
autorità. 

11».  Le  analogie  tratte  da  altre  parti  della  fisica  fanno  subito 
comprendere  che  non  è affatto  evidente,  a priori,  che  le  circo- 
stanze determinanti  del  moto  iforze)  producono  le  accelerazioni. 
('osi  le  differenze  di  temperatura  dei  corpi  determinano  pure  dei 
cambiamenti  in  essi  ; ma  esse  determinano  velocità  di  trasmissione 
di  calore,  non  accelerazioni. 

(lalileo  discerne  nei  fenomeni  naturali  il  fatto,  che  le  circo- 
stanze determinanti  il  moto  producono  accelerazioni.  .Ma  prima 
vi  si  era  già  osservato  un  gran  numero  di  altre  cose.  Ad  esem- 
pio, quando  si  dice  che  ogni  cosa  cerca  il  suo  luogo,  questa 
osservazione  è talvolta  giustissima;  ma  essa  non  vale  per  tutti 
i casi,  nè  esaurisce  compiutamente  il  soggetto.  Cosi  se  noi 
gettiamo  una  pietra  in  alto,  essa  non  cerca  più  il  suo  luogo, 
poiché  essa  sale,  mentre  il  suo  luogo  sarebbe  in  basso;  ma  l’ac- 
celerazione verso  la  terra  o la  ritardazioue  del  moto  di  ascen- 
sione è sempre  presente,  (lalileo  fu  il  primo  a scorgere  questo 
fatto:  la  sua  osservazione  è giusta  in  tutti  i casi;  essa  vale  in 
generale,  essa  abbraccia  con  un  solo  sforzo  mentale  un  campo 
assai  più  vasto. 

11.  Come  si  è già  osservato,  Lalileo  scoprì  la  cosi  detta  legge 
d inerzia  del  tutto  incidentalmente.  Ordinariamente  si  enuncia 
questa  legge  dicendo  che  un  corpo,  su  cui  non  agisce  nessuna 
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forza,  conserva  una  velocità  ed  una  direzione  invariabili.  Questa 
legge  d'inerzia  ha  avuto  una  fortuna  peregrina:  ma  non  sembra 
che  essa  abbia  mai  avuto  una  parte  prominente  nel  pensiero  di 
Galileo.  Ma  i suoi  successori,  e specialmente  Huvgens  e Newton, 
ne  hanno  fatto  una  legge  speciale.  Inoltre  alcuni  hanno  consi- 
derato l'inerzia  come  una  proprietà  generale  della  materia.  Per 
altro  è facile  riconoscere  che  essa  non  costituisce  per  nulla 
una  legge  speciale;  ma  è implicitamente  contenuto  in  questa 
idea  di  ( «al ileo,  che  le  circostanze  determinanti  il  moto  (cioè  le 
forzei  producono  le  decelerazioni.  Infatti,  se  si  sa  che  una  forza 
non  determina  nè  una  posizione,  nè  una  velocità,  ma  invece 
un  accelerazione,  cioè  una  variazione  di  velocità,  ne  consegue 
che  là,  ove  non  havvi  forza,  non  può  prodursi  cambiamento  di  velo- 
cità. È inutile  dare  di  questo  corollario  un  enunciato  speciale;  se 
lo  si  fa'cesse,  si  presenterebbe  un  fatto  unico  come  due  falli 
disi iati,  si  formulerebbe  dite  volte  lo  stesso  fatto.  Grandi  genii 
hanno  commesso  questo  errore  di  metodo;  ciò  si  può  spiegare 
solo  mediante  questa  perplessità  degli  esordienti  ; la  quale  si  può  ' 
impadronire  anche  dei  più  grandi  investigatori  e farli  esitare,  * 
quando  scorgono  davanti  ni  loro  occhi  una  gran  massa  di  nuovi  • 
materiali. 

In  ogni  caso  è completamente  errato  il  figurarsi  l' inerzia  o 
conte  una  proprietà  evidente  per  sè  stessa,  o come  una  conse- 
guenza del  principio  generale,  per  cui  “ l’effetto  di  una  causa 
persiste  „.  L’origine  di  tutti  questi  errori  è una  ricerca  mal 
compresa  del  rigore.  I principi!  del  genere  di  questo,  che  ora 
si  è citato,  sono  d'altronde  proposizioni  scolastiche,  che  nulla 
hanno  a fare  con  la  scienza.  La  proposizione  contraria:  cessante 
causa,  cessai  effectas.  è del  tutto  valida,  perchè  se  si  chiama 
" effetto  „ la  velocità  acquistata,  allora  è la  prima  proposizione 
che  vale;  se  si  chiama  “effetto,,  l'accelerazione,  è la  seconda 
che  è esatta. 

12.  Ora  esamineremo  i lavori  di  Galileo  sotto  un  altro  punto 
di  vista.  Galileo  incominciò  le  sue  ricerche  servendosi  delle  no- 
zioni che  erano  comuni  ai  suoi  tempi,  e che  si  erano  svolte  prin- 


ci pa (mente  nelie  arti  manuali.  Fra  queste  si  trova  la  nozione  di 
velocità  che  il  moto  uniforme  fornisce  immediatamente.  Infatti 
se  un  corpo  descrive  in  ogni  secondo  lo  stesso  cammino  c in 
t secondi  percorrerà  il  cammino  s=ct.  Si  chiama  velocità  lo 
spazio  c percorso  in  un  secondo,  che  si  può  d’altronde  misurare 
osservando  un  cammino  qualunque  e il  tempo  corrispondente  j 

la  formula  dà  allora:  c = A La  velocità  si  ottiene  dividendo 

il  numero  che  misura  lo  spazio  percorso  per  quello  che  misura 
il  tempo  trascorso. 

Ora  Galileo  non  poteva  completare  i suoi  lavori  senza  mo- 
dificare ed  estendere  tacitamente  la  nozione  tradizionale  di  ve- 


locità. Per  fissare  le  idee  rappresentiamo  con  disegni  un  moto 
uniforme  ed  un  moto  variabile  (fig.  94,  1,  2),  i tempi  trascorsi 
essendo  riportati  come  ascisse  sull’asse  OA  e gli  spazi  percorsi 
come  ordinate  nella  direzione  Ali.  Nel  primo  caso  si  ottiene  co- 
stantemente lo  stesso  valore  e per  la  velocità,  qualunque  sia 
incremento  di  spazio  percorso  che  si  divide  per  il  tempo 
corrispondente.  Ma  non  si  verifica  ciò  nel  secondo  caso:  pro- 
cedendo ugualmente  si  ottengono  per  la  velocità  valori  più 
disparati.  Ne  consegue  aliom  che  la  nozione  ordinaria  di  ve- 
locità non  ha  più  un  significato  determinato.  Se,  nulla  meno, 
s.  considera  lo  spazio  percorso  in  un  elemento  di  tempo  pic- 
colissimo, affinchè  l’elemento  di  curva  della  figura  2 si  accosti 
alla  linea  retta,  si  potrà  considerare  questo  incremento  come 
uniforme  e definire  la  velocità  di  questo  moto  elementare 
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«i/  s 

come  il  quoziente  1 — del  cammino  elementare  per  l’elemento 
J t 


di  tempo  corrispondente.  Questa  definizione  sarà  ancora  più 
esatta,  se  si  definisce  la  velocità  in  un  dato  istante  come  il 


limite  verso  il  quale  tende  il  quoziente  — , quando  l’elemen- 
to di  tempo  diviene  infinitamente  piccolo;  questo  limite  si  rap- 
d s 

presenta  con  — . Questa  nuova  concezione  contiene  la  prima 


concezione  come  caso  particolare  : essa  si  applica  subito  al  moto 
uniforme,  benché  essa  fosse  stata  formalmente  espressa  solo 
molto  tempo  dopo  di  lui,  si  vede  peraltro  che  nel  suo  pensiero 


e 

/ 


Galileo  si  serviva  di  questa  estensione  della  nozione  di  velocità. 


13.  La  nozione  di  accelerazione,  cui  Galileo  fu  condotto,  è in- 
tieramente nuova.  Nel  moto  uniformente  accelerato  la  velocità 
varia  col  tempo  nello  stesso  modo  dello  spazio  percorso  nel  moto 
uniforme.  Indicando  con  v la  velocità  acquistata  alla  fine  del 
tempo  t si  ha: 

v = >jt , 


ove  g rappresenta  l’incremento  di  velocità  nell’unità  di  tempo, 
cioè  l’accelerazione  che  è dunque  anche  data  dall’equazione: 


v 


Poiché  si  considerano  moti  non  uniformemente  accelerati,  si 
deve  estendere  la  nozione  dell’accelerazione  nello  stesso  modo 
che  si  è fatto  per  la  velocità.  Riprendiamo  le  figure  1 e 2,  in 
cui  le  ascisse  rappresentano  sempre  i tempi;  ma  ove  ora  le  or- 
dinate rappresentano  le  velocità.  Rifacendo  esattamente  il  ragio- 
namento precedente,  definiremo  l’accelerazione  mediante  la  for- 
mula , ove  d v rappresenta  l’incremento  infinitesimo  della  ve- 


locità durante  il  tempo  infinitesimo  di.  Servendoci  delle  nota- 
zioni del  calcolo  differenziale  avremo  per  l’accelerazione  <p  in  un 
moto  rettilineo: 

d v d‘x 


Le  idee  che  ora  abbiamo  svolte  sono  inoltre  suscettibili  di 
una  rappresentazione  grafica.  Rappresentando  i tempi  colle  ascisse 
e gli  spazi  percorsi  colle  ordinate,  si  ottiene  la  curva  degli  spazi 
la  cui  pendenza  in  ciascun  punto  rappresenta  la  velocità  nel- 
l’ stante  corrispondente.  Similmente  rappresentando  i tempi  e le 
velocità  colle  ascisse  e colle  ordinate  si  ottiene  la  curva  delle 
ve  ocita,  la  cui  pendenza  rappresenta  l’accelerazione.  .Ma  la  cur- 
vatura della  curva  degli  spazi  ci  fornisce  già  il  mezzo  di  rico- 
noscere il  cambiamento  della  pendenza  delle  velocità.  Infatti  con- 
sideriamo un  moto  uniforme  rappresentato,  come  si  fa  ordina- 
riamente (fig.  95).  mediante  la  retta  0<  D.  e confrontiamolo  con 
un  secondo  moto  OCE,  la  cui  velocità  è maggiore,  nella  seconda 

E 


nietàjel  moto  e per  cui  l’ordinata  BE,  corrispondente  all’ascissa 
OB  — 20A,  sarà  perciò  maggiore  ; ed  infine  con  un  moto  OCF, 
la  cui  velocità  nella  seconda  metà  è minore  della  velocità  del 
moto  uniforme  e per  cui  l’ordinata  finale  BF  sarà  minore  di  BD. 
La  semplice  sovrapposizione  delle  figure  rappreseti  tanti  questi 
tre  moti  dimostra  che  a un  moto  accelerato  corrisponde  la  curva 
degli  spazi  convessa  verso  l’asse  delle  ascisse;  e ad  un  moto 
ritardato  una  curva  concava.  Supponiamo  che  un  mobile  animato 
da  un  moto  verticale  qualunque  abbia  seco  una  matita,  la  cui 
punta  sia  in  contatto  con  un  foglio  di  carta,  che  si  sposta  oriz- 
zontalmente con  un  moto  uniforme  da  destra  a sinistra.  La  ma- 
tita descrive  una  figura  (fig.  96),  da  cui  si  possono  dedurre  le 
particolarità  del  moto.  In  a la  velocità  della  matita  è diretta 
verso  l’alto;  in  h è maggiore;  in  c è nulla;  in  d essa  è diretta 
verso  il  basso;  in  e è di  nuovo  nulla.  In  a,  6,  d,  e l’accelera- 
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zione  è diretta  verso  l’alto,  in  c è diretta  verso  il  basso;  in  c 
ed  e essa  è massima. 

« 

1-t.  Una  tavola  dei  tempi  delle  velocità  conseguite  e degli 
spazi  percorsi  ci  offrirà  il  mezzo  di  vedere  a colpo  d’occhio  il 
sunto  delle  scoperte  di  Galileo: 

/ v 

1 9 

2 2 .g  4. — 

3 3 .g  9 ,'L 


i t.g 


1 numeri  che  vi  compariscono  seguono  una  legge  così  sem- 
plice e cosi  immediatamente  riconoscibile  che  è assai  facile  di 
-sostituire  a tutta  la  tavola  una  regola  (li  costruzione . La  rela- 
zione che  esiste  fra  la  1“  e la  2“  colonna  è rappresentata  dalla 
equazione  seguente  «=- gl.  che  in  sostanza  non  è altro  che  l’espres- 
sione  del  metodo  di  costruzione  della  tavola.  Le  relazioni  fra 
i numeri  della  1"  e della  3»  colonna,  e fra  quelli  della  2*  e 


della  3",  sono  rispettivamente:  s 
le  tre  relazioni  : 


1 u* 

~gt*  e »— — ■ Cosi  si  hanno 
i 2 g 


(1)  v = gt, 

(2)  »=\gt\ 


Galileo  non  adoprò  che  le  refazioni  (1)  e (2)  ; Huygens  la  (1) 
e mise  in  evidenza  l’utilità  della  (3):  ciò  fu  per  la  scienza  un 
progresso  considerevole. 
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15.  Un’osservazione  suggestiva  si  può  fare  a proposito  di 
questa  tavola.  Si  è già  detto  che  colla  velocità  che  conseguisce 
uu  corpo  cadendo,  esso  può  risalire  al  livello,  da  cui  è partito. 
In  questo  moto  di  ascensione  la  velocità  diminuisce  (rispetto  al 
tempo  e allo  spazio)  esattamente  nello  stesso  modo  che  essa  aveva 
aumentato  durante  la  caduta.  Ora  un  corpo  cadendo  liberamente 
consegue  una  velocità  doppia  in  una  caduta  di  durata  doppia; 
ma  lo  spazio  che  percorre  in  questo  tempo  doppio  è quadruplo. 
Dunque  un  corpo  lanciato  verticalmente  in  alto  con  una  velocità 
doppia  salirà  in  un  tempo  due  volte  maggiore  ad  un’altezza 
quattro  colte  maggiore,  che  un  corpo  lanciato  con  la  velocità 
semplice. 

Alquanto  tempo  dopo  (ialileo.  si  riconobbe  che  nella  velocità 
di  un  corpo  si  riscontra  qualche  cosa  che  corrisponde  ad  una 
forza,  un  qualche  cosa  cioè,  per  cui  una  forza  può  essere  vinta, 
una  certa  capacità  t razione  od  efficacia.  Non  si  discusse  che 
il  punto  di  sapere  se  questa  efficacia  fosse  proporzionale  alla 
velocità , come  supponevano  i Cartesiani,  ovvero  al  quadrato  della 
velocità , come  pretendeva  la  scuola  di  Leibniz.  Ma  presentemente 
si  sa  che  non  havvi  piò  ragione  di  discutere  intorno  a ciò.  Il 
corpo  lanciato  in  alto  con  una  velocità  doppia  supera  una  forza 
data  in  un  tempo  doppio , ma  lungo  un  percorso  quadruplo.  Dun- 
que rispetto  al  tempo  l’efficacia  della  velocità  è ad  esso  propor- 
zionale; rispetto  allo  spazio  essa  è proporzionale  al  suo  quadrato. 
I>  Alembert  richiama  l'attenzione  su  questo  errore,  ma  in  termini 
poco  chiari.  Aggiungeremo  inoltre  che  Huygens  già  aveva  su 
questo  soggetto  idee  perfettamente  chiare  ed  esatte. 

!(}.  T processi  sperimentali,  mediante  i (piali  presentemente 
si  verificano  le  leggi  della  caduta  dei  corpi,  sono  alquanto  dif- 
ierenti  da  quelli  di  Galileo.  Si  possono  impiegare  due  metodi: 
o all’intento  di  poter  osservare  comodamente  si  ritarderà  il  moto 
della  caduta,  che  per  la  sua  rapidità  è difficile  ad  osservarla  di- 
rettamente, ma  in  modo  che  non  avvenga  nessuna  modificazione 
della  sua  legge;  o l’osservare  direttamente  senza  cambiarvi  nulla 
mediante  processi  perfezionati.  Sul  primo  di  questi  principi  si 
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l'onda  il  piano  inclinato  di  Galileo  e la  macchina  d’Atwood.  Que- 
sto ultimo  apparecchio  (fig.  97)  consiste  im  una  leggera  puleggia, 
su  cui  passa  un  filo  teso  da  due  pesi  uguali  P,  sospesi  alle  sue 
estremità;  aggiungiamo  ad  uno  dei  due  pesi  P un  terzo  peso  piìi 
piccolo  p.  Questo  piccolo  eccesso  di  peso  dà  origine  ad  un  moto 


uniformemente  accelerato,  la  cui  accelerazione  è 


P 

2 V+P 


■9, 


come  si  vedrà  facilmente,  quando  si  sarà  discusso 
il  concetto  di  massa.  Una  scala  graduata  verticale, 
collegata  alla  puleggia,  fornisce  allora  il  modo  di 
verificare  che  gli  spazi  1,4,9,  16...  sono  percorsi 
nei  tempi  1,2, 3, 4,...  Per  osservare  la  velocità 
tinaie  conseguita  al  termine  di  una  durata  data 
della  caduta,  s'attaceail  peso  addizionale  p,  che 
oltrepassa  un  po’  P,  mediante  un  anello  entro  il 
(piale  deve  passare  il  corpo  P -)-  p,  e a partire  da  questo  istante 
il  moto  continua  senza  accelerazione. 

L'apparecchio  di  Moria  è fondato  su  un  altro  principio.  Un 
foglio  di  carta  posto  verticalmente  è animato  da  un  moto  uni- 
forme mediante  un  apparecchio  d'orologeria.  Un  grave  è munito 
di  una  matita,  che  (piando  la  carta  si  muove,  traccia  una  linea 
orizzontale.  Se  il  corpo  cade  e la  carta  sta  l'erma,  la  matita  segua 
una  verticale.  Se  i due  moti  sono  simultanei,  la  matita  traccia 
una  parabola,  le  cui  ascisse  orizzontali  rappresentano  i tempi  tra- 
scorsi e le  cui  ordinate  verticali  rappresentano  gli  spazi  percorsi. 
Per  le  ascisse  1,2, 3, 4....  si  ottengono  le  ordinate  1,4,9,16... 
È cosa  secondaria  se  Morin  invece  di  servirsi  di  un  foglio  di 
carta  piuno  adopera  un  tamburo  cilindrico,  che  ruota  rapidamente 
intorno  al  suo  asse  verticale:  il  corpo  guidato  da  im  filo  di  ferro 
cade  lungo  una  generatrice  di  questo  cilindro. 

Un  apparecchio  diverso,  fondato  sullo  stesso  principio,  fu 
inventato  ad  un  tempo  da  Laborde,  Lippich  e da  von  Babo, 
indipendentemente  l’uno  dall'altro.  Un  lungo  rettangolo  di  vetro 
annerito  col  nero  di  fumo  cade  liberamente  (tig.  98  a)  davanti  ad 
un  regolo  elastico,  che  vibra  orizzontalmente,  tracciando  una 


F □ 

Fig.  97. 
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curva  sul  vetro  annerito.  Il  primo  passaggio  del  regolo  per  la 
sua  posizione  d’equilibrio  fa  principia*  il  moto  di  discesa:  le 
ondulazioni  tracciate  su!  vetro  diventano  sempre  più  lunghe,  me- 
diante la  costanza  della  durata  di  oscillazione  e dell’ incremento 


Fìg.  Ma. 


r™  c“'  *'  veriB“  («*■»)<*.  è 

cd— 5 ab,  de  = 7 ab...  ; le  uguaglianze 


• 3 ab, 


ac  = ab  -f  he  — 4 ab 

ì 

ad  — ab bc  -f  di  = 9 

ae  = ab  -f-  bc  + cd  -f-  de  = Iti  ab  eco. 
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mostrano  immediatamente  la  legge  degli  spazii.  La  legge  delle 
velocità  è verificata  dalle  inclinazioni  delle  tangenti  nei  punti 
",  b,  c.  il,  eco.  Questo  esperimento  permette  di  determinare  esat- 
tissimamente  il  valore  di  g,  se  si  conosce  la  durata  dell’oscilla- 
zione del  regolo. 

Wheatstone  impiegò  per  misurare  tempi  piccolissimi  un  crono- 
scopio, formato  di  un  meccanismo  di  orologeria  a movimento  rapi- 
dissimo, che  si  metteva  in  moto  al  principio  del  tempo  da  misurare 
e cessava  di  muoversi  alla  fine.  Hipp  ha  modificato  vantaggiosa- 
mente questo  processo  in  questo  modo:  Il  meccanismo  di  orolo- 
geria a moto  rapido  è regolato  invece  che  dal  bilanciere  mediante 
un  diapason,  che  dà  una  nota  alta.  Un  indice  leggerissimo  può 
essere  messo  in  comunicazione  col  meccanismo  e può  essere 
interrotta  tale  comunicazione  mediante  una  corrente  elettrica. 
Ora,  come  il  corpo  cade  la  corrente  si  apre  e l’indice  si  mette 
a contatto  col  meccanismo;  ed  appena  il  corpo  giunge  al  termine, 
la  corrente  si  chiude,  il  contatto  dell’  indice  è interrotto  ed  il 
i animino  che  ha  descritto  dà  il  tempo  trascorso. 

17.  Fra  i lavori  ulteriori  di  Galileo  dobbiamo  ancora  menzio- 
nare le  sue  riflessioni  sul  moto  del  pendolo  e la  sua  confutazione 
della  opinione,  per  la  quale  i corpi  che  pesano  di  più  cadono 
con  maggior  velocità  di  quelli,  che  pesano  meno.  Torneremo  più 
tardi  su  questi  due  punti.  Si  può  peraltro  qui  osservare,  che 
scoprendo  I isocronismo  delle  oscillazioni  del  pendolo,  egli  su- 
bito propose  di  servirsene  per  misurare  il  numero  dei  battiti  del 
polso  dei  malati  ed  anche  per  le  osservazioni  astronomiche; 
e che.  sino  a un  certo  punto,  egli  stesso  l’impiegò  a tale  scopo' 

18.  Le  sue  ricerche  sul  moto  dei  proietti  sono  ancora  più 
importanti.  Secondo  la  veduta  di  Galileo  un  corpo  libero  possiede 
sempre  un’accelerazione  verticale  g diretta  verso  la  terra.  Se 
al  principio  del  moto  il  corpo  possiede  già  una  velocità  c,  la  sua 
velocità  dopo  il  tempo  1 sarà: 

o = c -f  l/t, 

in  cui  la  velocità  iniziale  si  prenderà  col  segno  meno,  quando 
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essa  è diretta  verso  l’alto.  Lo  spazio  percorso  alla  fine  del  tempo 
t è dato  da 

S = a + et  + -i  (Jr- 

1 "2  9*  'sono  Parti  di  spazio  descritte  rispettivamente  nel 

moto  uniformemente  accelerato.  La  costante  a è nulla,  quando 
si  misurano  gli  spazi  a partire  dal  punto,  in  cui  il  corpo  si  trova 
al  tempo  t = o. 

Quando  una  volta  Galileo  ebbe  acquistate  le  sue  concezioni 
fondamentali  sulla  dinamica,  egli  riconobbe  facilmente  che  il 
getto  (proiezione)  orizzontale  è una  combinazione  di  due  moti 
indipendenti  1 uno  dall’altro,  cioè  di  un  moto  orizzontale  uni- 
forme e di  un  moto  verticale  uniformemente  accelerato.  Cosi 
egli  applicò  il  parallelogramma  dei  moti.  Anche  il  getto  (pro- 
iezione) obliquo  non  presentava  più  reali  difficoltà. 

Se  un  corpo  riceve  una  velocità  orizzontale  c,  esso  descrive 
nel  tempo  t uno  spazio  orizzontale  g = et,  mentre  ad  un  tempo 

cade  verticalmente  per  una  altezza  x = Diverse  circo- 

A 

stanze  determinanti  il  moto  non  esercitano  alcuna  influenza  le 
ime  sulle  altre,  e i moti  che  esse  determinano  sono  indipendenti 
fra  Zona. Galileo  fu  condotto  a quest’ipotesi  da  un’osservazione 
attenta:  e l’esperienza  la  confermò.  Le  due  equazioni  precedenti 
dànno,  mediante  l’eliminazione  di  t.  l’equazione  della  curva  de- 
scritta sotto  l’azione  combinata  di  questi  due  moti: 


!/■ 


= |/  (2  c*  : g)  x 


Questa  è una  parabola  con  l’asse  verticale  e con 


c- 


para- 


metro , come  ( Galileo  sapeva. 

Si  può  facilmente  riconoscere  con  Galileo  che  il  getto  (pro- 
iezione) obliquo  non  costituisce  punto  un  nuovo  problema.  Se 
s imprime  ad  un  corpo  una  velocità  v,  inclinata  di  un  an- 
golo a sull’orizzonte,  si  può  decomporre  questa  velocità  in  una 
componente  orizzontale  c.eos'i  ed  in  una  componente  verticale 
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c . sen  a . Quest’ultima  fa  salire  il  corpo  durante  un  tèmpo  t 
eguale  al  tempo,  che  esso  impiegherebbe  per  conseguirla  cadendo 
liberamente.  Questo  tempo  è dato  da: 

c sen  a — gl. 


Quando  il  corpo  ha  raggiunto  la  sua  massima  altezza,  la  com- 
ponente verticale  della  sua  velocità  iniziale  si  è annullata  ed  il 
moto  continua  a partire  da  S (tig.  100)  come  nel  caso  del  getto 
(proiezione)  orizzontale.  Consideriamo  due  moti  equidistanti  dal- 


l’ istante  del  passaggio  in  S,  l’uno  prima  e l’altro  dopo.  Le  posi- 
zioni del  corpo  in  questi  due  istanti  si  trovano  sulla  stessa 
orizzontale,  a distanze  eguali  dalla  verticale  del  punto  S e da 
una  banda  e dall’altra  di  questa.  Dunque  questa  verticale  è 
un  asse  di  simmetria  della  traiettoria,  che  è una  parabola  di 
(e  eos  a )* 

parametro  . 

9 

Per  trovare  il  cosidetto  raggio  eli  proiezione  (getto)  basta 
considerare  il  moto  orizzontale  durante  il  tempo  dell’ascensione 
e della  discesa  del  proiettile.  Abbiamo  veduto  che  il  proiettile 

c s0ri  d 

sale  durante  il  tempo  t = — ; esso  impiega  lo  stesso  tempo 

, . , , ...  2 c sen  a . 

per  discendere,  vaie  a dire  m tutto - . Lo  spazio  percorso 

orizzontalmente  durante  questo  tempo  è: 

C Sfili  d C® 

w = c cos  a . 2 = — 2 sen  a cos  a — — sen  2 a . 

9 9 9 
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, 11  raggl°  cli  Proiezione  è dunque  massimo  per  « = 45»  esso 

e eguale  per  i due  angoli  a = 45°  ; ^ 

19.  Per  potere  apprezzare  al  suo  vero  valore  l'importanza 
del  progresso  conseguito  da  Galileo  nell’analisi  del  moto  dei 
proietti,  e necessario  considerare  le  ricerche  più  antiche  fatte 
•sullo  stesso  soggetto.  Santbach  11561)  ritiene  che  una  palla  di 

annone  s.  muove  m linea  retta  lino  all’  esaurimento,  e che  adora 
rade  verticalmente.  Tartaglia  fi  ^7)  , 

proiettilo  I’  " (1537)  C0,nP°™  Ja  traiettoria  del 

proiettile  d un  segmento  rettilineo,  di  un  arco  di  cerchio  che 

«**.  * q««teo.  Si  „ 

che  « tatto  rigore  I.  trattori,  è curva  ovunque,  poicM  |. 

produce  m c.aseun  punto  una  deviazione;  ma  egli  „o„ 
perviene  ad  un  analisi  più  compiuta  del  fenomeno.  Rivius  (1582) 
prime  ancora  più  chiaramente  la  stessa  idea.  La  porzione  ini- 
ziab  deda  Rettoria  la  pensare  facilmente  ad  una  distruzione 

2(r  r iTT  n e]  1,1  ^--velocità;  abbiamo 
• P-  II,  I,  n.  1)  che  Benedetti  ha  commesso  questo  errore 
I segmento  di  curva  non  presenta  punto  caduti,  e dimeTtt 
mimo  la  piccolezza  della  durata  <11  questa.  Trascurando  questa 

„X  d’7’  POtremMO  a,1C,,ra  Pre9e^ente.  considerare  un 
.etto  d acqua  come  un  corpo  pesante,  sospeso  nell’uria,  se  si  fa 

H “ T rPÌd0delle  * «tessa  illusione 

e prodotta  dal  pendolo  corneo,  dalla  trottola,  dalla  rotazione  rapida 

a una  catena  solida  (PhUos.  Ma,,™.  1878),  dalla  locomotiva, 

'■e  distruggesse  un  ponte  rovinante,  se  essa  riposava  su  esso- 
‘che.  lanciata  a tutta  velocità,  giunga  ad  attraversarlo  senza’ 
iftcol  a,  merce  una  durata  di  caduta  e di  lavoro  insufficiente 
L n analisi  più  approfondita  fa  vedere  che  questi  fenomeni  non 
ono  più  meravigliosi  dei  fenomeni  più  comuni.  Come  osserva 

, “ 1 ' la  ,llffu8i0ne  dell’uso  ‘Ielle  armi  da  fuoco  nel  secolo  OT 
m enormemente  reagitosi,  tutta  la  meccanica.  È vero  che  questi 
tenerne,,,  s,  presentavano  nelle  antiche  macchine  di  propone 
capite.,  e anche  nel  getto  della  mano;  ma  la  loro  forma  nuova 
autorevole  può  avere  esercitato  indubbiamente  un  gran  fascino 
sulla  curiosità  del  popolo. 
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20.  Il  riconoscimento  della  indipendenza  delle  circostanze 
determinanti  il  moto  (o  forze),  ohe  s’incontrano  nella  natura,  è 
di  una  importanza  capitale  j esso  fu  scoperto  ed  espresso  a pro- 
posito dello  studio  dei  moto  dei  proietti.  Supponiamo  che  un 
corpo  si  muova  nella  direzione  di  AB 


(Hg.  101),  mentre  il  campo  del  moto  si  A 


R 


sposta  secondo  la  direzione  AC.  Lo  spo- 
stamento del  corpo  è allora  AD.  Ora  ciò 
non  si  verifica  che  quando  le  due  circo- 


Fig.  101. 


stanze,  che  simultaneamente  determinano  i moti  AH  ed  AC,  non 
hanno  alcuna  influenza  Ira  loro.  È facile  vedere  che  la  costru- 
zione del  parallelogramma  da  non  solo  la  composizione  dei  moti 
simultanei,  ma  da  anche  quelle  delle  velocità  e delle  aeeelera- 


(ialileo  considerò  dunque  il  moto  del  proietto  come  un  fe- 
nomeno composto  di  due  moti  indipendenti  fra  loro.  Questa 
concezione  apre  un  intiero  dominio  di  conoscenze  analoghe  im- 
poi tantissime.  Si  può  dire  che  è egualmente  importante  il  ricono- 
scere tanto  l’ indipendenza  di  due  circostanze  A e B,  quanto  la 
dipendenza  di  due  circostanze  A e C;  poiché  è solo  dopo  avere 
riconosciuto  il  primo  di  questi  punti,  che  noi  possiamo  prose- 
guire senza  timore  lo  studio  del  secondo.  Possiamo  confrontare 
alla  scoperta  di  Galileo  quella  del  parallelogramma  delle  forze 
di  Newton,  quella  della  composizione  delle  vibrazioni  delle  corde 
di  Sauveur,  e quella  della  composizione  dei  moti  della  propa- 
gazione del  calore  di  Fourier.  Questi  ultimi  investigatori  fecero 
entrare  nell’ intiero  campo  della  fisica  matematica  il  metodo  di 
composizione  di  un  fenomeno  mediante  fenomeni  parziali  fra 
loto  indipendenti,  metodo  analogo  alla  rappresentazione  di  un 
integrale  generale  mediante  una  somma  di  integrali  particolari. 

1 . A olkmann  ha  dato  a questo  metodo  di  scomposizione  di  un 
fenomeno  in  parti  indipendenti  le  une  dalle  altre  e di  compo- 
sizione di  un  fenomeno  mediante  parti  di  questo  genere  i nomi 
giustissimi  d 'isolamento  e di  sovrapposizione.  Questi  due  pro- 


10 
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cessi  insieme  combinati  ci  permettono  di  comprendere  per  fram- 
menti e di  ricostruire  nel  pensiero  come  un  tutto , ciò  che  non 
avremmo  potuto  concepire  in  una  volta. 

« È solo  in  casi  rarissimi  che  i fenomeni  ci  si  presentano 
sotto  un  carattere  perfettamente  unitario;  l’insieme  dei  feno- 
meni offre  tutt’al  contrario  un  carattere  intieramente  composito... 
La  nostra  conoscenza  deve  allora  risolvere  il  problema  di  discer- 
nere nei  fenomeni,  com’essi  si  presentano,  le  serie  dei  fenomeni 
parziali,  che  li  compongono,  e di  studiar  prima  questi  fenomeni 
parziali  nella  loro  purezza.  Non  c’impossesseremo  dell’insieme, 
finche  non  avremo  riconosciuto  la  parte  che  ciascuna  circostanza 
particolare  ha  nel  fenomeno  composto . . . „ (Cfr.  P.  Volkmann, 
Erkenntnissthevretische  Orundeuge  der  Nata  rwissenschaft , 1896, 
p.  70,  e cfr.  anche  i miei  Principien  der  Warmelehre,  pp.  123, 
151,  452). 

21.  La  feconda  attività  di  Galileo  supera  i confini  della  mec- 
canica. Ricordiamo  a questo  proposito  il  contributo  che  egli  portò 
per  istabilire  i fondamenti  della  termometria,  il  progetto  del 
metodo  per  determinare  la  velocità  delle  luce,  la  constatazione 
diretta  del  rapporto  del  numero  delle  oscillazioni  degli  intervalli 
musicali  e la  spiegazione  delle  oscillazioni.  Egli  lidi  parlare  del 
cannocchiale;  ciò  gli  bastò  per  inventarlo,  e per  improvvisarlo 
con  due  lenti  ed  im  tubo  di  organo.  Subito  dopo  il  suo  stru- 
mento gli  fa  vedere  le  montagne  della  Luna,  di  cui  misurò 
l’altezza,  Giove  coi  suoi  satelliti,  che  lo  circondano,  come  mo- 
dello rimpicciolito  del  sistema  del  mondo,  la  particolare  con- 
formazione di  Saturno,  le  fasi  di  Venere,  le  macchie  e la  ro- 
tazione del  Sole  come  nuovi  e più  saldi  argomenti  per  Co- 
pernico. Dobbiamo  pure  ricordare  le  sue  idee  sugli  animali 
a struttura  geometrica  e sulle  macchine,  sulla  forma  e solidità 
delle  ossa,  e l’ impulso  dato  ni  nuovi  metodi  matematici.  Dopo 
Wohlwitl,  E.  Goldbeek  aveva  dimostrato  brevemente  ( Teoria  ato- 
mica di  Galileo,  Bibiiot.  Mathem.,  serie  3",  voi.  II,  quad.  I), 
che  questo  pensatore  rinnovatore  non  era  totalmente  rimasto  in- 
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dipendente  dalle  influenze  antiche  e medioevali.  Nella  prima  gior- 
nata il  Dialogo  contiene  in  modo  particolare  una  esposizione 
particolareggiata  delle  osservazioni  atomiche  di  Galileo,  le  quali 
stanno  in  decisa  antitesi  con  Aristotile,  e si  collegano  chiara- 
mente pure  con  le  teorie  di  Erone.  Queste  lo  conducono  a me- 
ravigliose discussioni  sul  continuo  ed  a speculazioni  mistiche  e 
matematiche  sul  finito  e sull’ infinito,  le  quali  da  un  lato  ricor- 
dano Niccolò  da  Cusa,  ma  dall’altro  lato  ricordano  vivamente 
parecchie  ricerche  matematiche  moderne.  Non  dobbiamo  gran- 
demente meravigliarci  se  Galileo  non  si  fa  comprendere  con 
piena  chiarezza  come  il  suo  indugiarsi  sui  paradossi,  dei  (piali 
la  forza  fattiva  ed  illuminante  ogni  pensatore  deve  avere  speri- 
mentato. 

22.  Alcuni  brani  tratti  dagli  scritti  di  Galileo: 

a)  Dal  “ Dialogo  sopra  i Due  Massimi  Sistemi  del  Mondo  „. 
— Dialogo  II. 

Sagreiio.  Ma  quando  l’artiglieria  si  piantasse  non  a perpen- 
dicolo, ma  inclinata  verso  qualche  parte,  qual  dovrebbe  essere 
il  moto  della  palla  ? andrebbe  essa  forse,  come  nell’altro  tiro,  per 
la  linea  perpendicolare,  e ritornando  anco  poi  per  l'istessa? 

Simplicio.  Questo  non  farebbe  ella,  ma  uscita  dal  pezzo  se- 
guiterebbe il  suo  moto  per  la  linea  retta,  che  continua  la  dirit- 
tura della  canna,  se  noti  in  quanto  il  proprio  peso  la  farebbe 
declinar  da  tal  dirittura  verso  terra. 

Sagrkdo.  Talché  la  dirittura  della  canna  è la  regolatrice  del 
moto  della  palla:  nè  fuori  di  tal  linea  si  muove,  o muoverebbe, 
se  ’l  peso  proprio  non  la  facesse  declinare  in  gi(i . . . 

b)  Dai  “ Discorsi  e dimostrazioni  matematiche  „.  — Dia- 
logo III. 

“ Attendere  insuper  lieet,  quoti  velocitatis  gradua,  quicunque 
in  mobili  reperietur,  est  in  ilio  suapte  natura  indelebiliter  im- 
pressila, dum  exteruae  causae  accelerationis,  aut  retardatiouis 
tollantur,  quod  in  solo  horizontali  plano  contingit;  nani  in  plauis 
declivibus  adest  jam  causa  accelerationis  majoris,  in  acclivibus 
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vero  retardationis.  Ex  quo  pariter  sequitur,  motum  in  horizon- 
tali  esse  quoque  «eternimi  : si  enim  est  aequabilis,  non  debiliatur, 
aut  remittitur,  et  multo  minus  tollitur,,. 


II.  I lavori  di  Huygens. 

I.  Fra  i successori  di  Galileo  si  deve  considerare  Huygens 
come  un  suo  eguale  sotto  ogni  rapporto.  Forse  egli  avrà  avuto 
uno  spirito  meno  filosofico;  ma  questa  inferiorità  era  compensata 
dal  suo  genio  di  geometra.  Huygens  non  solo  spinse  più  innanzi 
le  ricerche  incominciate  da  Galileo,  ma  egli  risolvè  i primi  pro- 
blemi della  dinamica  di  sistemi,  mentre  Galileo  si  era  sempre 
limitato  alla  dinamica  di  un  sol  corpo. 

La  molteplicità  dei  lavori  di  Huygens  si  scorge  giù  dal  suo 
trattato:  Horologium  oscillatoriutn,  che  fu  pubblicato  nel  1678. 
\ i sono  pur  trattati  per  la  prima  volta  problemi  di  grande  im- 
portanza, che  sono:  la  teoria  del  centro  di  oscillazione,  l’inven- 
zione  e la  costruzione  dell’orologio  a bilanciere,  la  scoperta 
dell’accelerazione  g mediante  l’osservazione  del  pendolo,  una 
proposizione  relativa  all’uso  della  lunghezza  del  pendolo  a secondi 
come  unità  di  lunghezza,  i teoremi  sulla  forza  centrifuga,  le  pro- 
prietà geometriche  e meccaniche  della  cicloide,  la  teoria  della 
evoluta  e del  cerchio  di  curvatura. 

2.  Nella  sua  esposizione  Huygens  si  fa  notare  come  Galileo 
per  una  sincerità  perfetta,  la  (piale  dimostra  una  grande  eleva- 
tezza di  carattere.  Espone  senza  alcuna  riserva  i metodi,  per 
mezzo  dei  (piali  era  stato  condotto  alle  sue  scoperte,  e cosi  per- 
mette al  lettore  di  giungere  alla  compiuta  intelligenza  delle  sue 
teorie.  Egli  per  altro  non  aveva  nessuna  ragione  di  nascondere 
i suoi  metodi.  Se  fra  un  migliaio  di  anni  il  suo  nome  sarà  an- 
cora presente  alla  memoria  degli  uomini,  si  riconoscerà  sempre 
in  esso  la  stia  grandezza  intellettuale  e morale. 

Nella  discussione  dei  lavori  di  Huygens  dovremo  procedere 
un  po’  diversamente  che  non  siasi  fatto  per  Galileo,  le  cui  con- 
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cezioni  potevano^essere  esposte  quasi  senza  alcuna  modificazione, 
mercè  la  loro  semplicità  classica. 

Ciò  non  si  può  fare  per  Huygens, 
che  tratta  di  problemi  assai  più 
complicati.  I suoi  metodi  e le  sue 
notazioni  matematiche  sono  dive- 
nuti insufficienti  e difficili.  Per  ra- 
gioni di  brevità  riprodurremo  le 
sue  concezioni  sotto  una  forma  mo- 
derna, rispettando  intieramente  le 
sue  idee  essenziali  e caratteri- 
stiche. 

3.  Incominceremo  con  le  sue 
ricerche  sulla  forza  centrifuga. 

Dappoiché  si  accetta  la  concezione 
di  Galileo  che  la  forza  determina 
un’accelerazione,  si  deve  necessa- 
riamente attribuire  ad  una  forza 
ogni  modificazione  della  velocità 
e quindi  auche  ogni  modificazione 
nella  direzione  di  un  moto  — poi- 
ché questa  direzione  è determinata 
da  tre  componenti  della  velocità, 
perpendicolari  fra  loro.  Per  con- 
seguenza il  fenomeno  di  un  corpo, 
ad  esempio  ima  pietra  attaccata 
ad  ima  corcìa,  animata  da  un  moto 
circolare  uniforme,  si  comprende 
solo  ammettendo  l’ipotesi  di  una 
forza  continua,  che  lo  fa  deviare 
dal  suo  cammino  rettilineo.  Questa 
forza  è la  tensione  della  corda  che, 
ad  ogni  istante,  tira  il  corpo  verso 
il  centro  del  cerchio,  fuori  della  linea  retta,  e quindi  rappresenta 
una  forza  centripeta.  D’altra  parte  essa  agisce  anche  sull’asse  o 


Fig.  101. 
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sul  centro  fisso  del  cerchio;  e,  cosi  considerato,  essa  costituisce 
una  forza  centrifuga. 

Si  consideri  un  corpo,  cui  si  comunica  una  velocità  qualunque 
e che  lo  si  obblighi  a muoversi  con  un  moto  uniforme  sopra  una 


Fig.  102. 


Fig.  103. 


circonferenza,  con  un’accelerazione  costante  diretta  verso  il  centro; 
e proponiamoci  di  studiare  le  circostanze,  da  cui  dipende  questa 
accelerazione.  Abbiansi  (fig.  102)  due  circonferenze  eguali,  su 
cui  si  muovono  uniformemente  due  corpi,  l’uno  con  una  data 
velocità  sulla  circonferenza  I,  l’altro  con  una  velocità  doppia 
sulla  circonferenza  II.  Si  consideri  in  questi  due  cerchi  lo  stesso 
angolo  piccolissimo  a ed  il  suo  arco  elementare  ; sia  s lo  spazio 
elementare  corrispondente,  di  cui  si  è allontanato  il  corpo  dal 
cammino  rettilineo  (secondo  la  tangente)  sotto  l’influenza  della 
accelerazione  centripeta;  questo  spazio  è uguale  in  entrambi  i 

casi.  Siano  e <pt  le  accelerazioni  rispettive,  re—  gli  ele- 

2 

menti  di  tempo  corrispondenti  all’angolo  a;  la  legge  di  Ga- 
lileo dà: 


2s 

9’i  = ~ ! <Pì 


d’onde  : 


<Pt  = 4 . <p, 


Da  una  generalizzazione  semplicissima  si  vede  che  in  cerchi 
eguali  le  accelerazioni  centripete  stanno  fra  loro  come  i qua- 
drati delle  velocità. 
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Ora  consideriamo  il  moto  sulle  circonferenze  1 e II  delia 
figura  103,  i cui  raggi  stanno  fra  loro  come  1 : 2 ; e supponiamo 
che  le  velocità  stiano  nello  stesso  rapporto,  talché  gli  elementi 
simili  di  arco  son  descritti  in  tempi  eguali. 

Siano  tpl  , <pt  , s e 2s  le  accelerazioni  e gli  spazi  elementari, 
T il  tempo,  che  in  entrambi  i casi  ha  lo  stesso  valore;  si  ha: 

2.s-  4s 

Vi  = “7  . Vi  = ~ \ 

T*  T 

da  cui: 

Vi  = 2 Vi  ■ 

Se  ora  riduciamo  a metà  la  velocità  sulla  circonferenza  II, 
talché  i due  moti  abbiano  la  stessa  velocità.  Vt  sarà  ridotto  al 

quarto  cioè  ad  — i/\  . Generalizzando  si  vede  che  per  velocità 

eguali  le  accelerazioni  sono  in  ragione  inversa  dei  raggi  delle 
circonferenze. 

4.  I metodi  seguiti  dai  primi  investigatori  li  condussero  quasi 
sempre  a trovare  i loro  teoremi  sotto  la  forma  difficile  di  pro- 
porzioni. Noi  perciò  sceglieremo  un’altra  via.  Sopra  un  mobile 
animato  da  una  velocità  v si  faccia  agire  durante  un  tempo 
elementare  r una  forza,  che  gli  dà  l'accelerazione  Vi  perpendi- 
colare alla  direzione  del  suo  moto.  Questa  forza  dà  origine  ad 
una  nuova  velocità  <px , che,  composta  colla  velocità  primitiva, 
dà  la  nuova  direzione  del  moto  ; sia  a l’angolo  che  fa  questa  con 
l’altra  ; infine  si  supponga  che  la  traiettoria  sia  un  cerchio  di 
raggio  r,  si  trova  : 

<f>T  VT 

tang.  a = n = ■ — , 

v r 

poiché  si  può  sostituire  alla  tangente  l’angolo,  che  si  suppone 
piccolissimo.  Si  ha  dunque: 
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die  è l’espressione  completa  della  accelerazione  centripeta  in  un 
moto  circolare  uniforme. 


Fig.  104. 


Fìy.  105. 


L idea  del  moto  circolare  uniforme,  prodotto  da  un’accelera- 
zione centripeta  costante,  è ali  pianto  paradossale.  Il  paradosso 
consiste  nell  accettazione  del  latto,  che  una  accelerazione  centri- 
peta continua  esista  senza  che  si  verifichi  il  reale  avvicinamento 
del  centro  o I incremento  della  velocità.  Ma  questa  impressione 
scompare  se  si  riflette  che,  senza  questa  accelerazione  centripeta, 
il  mobile  si  allontanerebbe  indefinitamente  dal  centro,  che  la 
direzione  della  accelerazione  varia  ad  ogni  istante,  e che  un  cam- 
biamento di  velocità,  esistente  nel  caso  precedente,  trae  seco 
(come  si  vedrà  nella  discussione  del  principio  delle  forze  vive) 
un  avvicinamento  de’ corpi,  che  si  comunicano  reciprocamente  le 
accelerazioni.  L’esempio  più  complicato  del  moto  ellittico  si  spiega 
in  modo  analogo. 

ò.  Si  pub  mettere  sotto  un’altra  forma  l’espressione  dell’ac- 

v> 

celerazione  centripeta  o centrifuga  <p  = — ; sia  T la  durata  di 

r 

una  rivoluzione  del  mobile;  si  ha: 


4*'r 


e quindi  : 


— 153  — 


Più  tarili  ci  serviremo  di  questa  espressione.  Se  parecchi  corpi 
sono  animati  di  moti  circolari  uniformi  tidi,  che  le  durate  delle 
rivoluzioni  siano  eguali,  le  accelerazioni  centripete,  che  le  trat- 
tengono sulle  loro  circonferenze  rispettive,  sono  proporzionali  ai 
raggi:  ciò  è evidente  dalla  forinola,  che  abbiamo  ora  trovato. 

Riguardo  all’accelerazione  centrifuga,  diremo  anche  qualche 
parola  sulle  dimostrazioni,  che  si  fondano  sul  principio  dell’odo- 
grafa  di  Hamilton. 


Si  consideri  un  mobile,  che  percorre  uniformemente  il  cerchio 
di  raggio  r (fig.  105  b);  la  tensione  del  filo  trasforma  la  velo- 
cità v nel  punto  A in  una  velocità  eguale,  ma  in  un’altra  dire- 
zione, nel  punto  R.  Se.  a partire  da  O come  origine,  portiamo 
su  segmenti  rettilinei  in  grandezza  e direzione  tutte  le  velocità 
che  ha  successivamente  acquistato  il  mollile  (lig.  105  c),  il  luogo 
delle  loro  estremità  è una  circonferenza  di  raggio  a.  Nello  stesso 
tempo  che  OM  si  trasforma  in  ON,  s’ introduce  una  componente 
MN  perpendicolare  alla  prima.  Durante  il  lasso  di  tempo  T di 
una  rivoluzione  del  mobile  la  velocità  cresce  uniformemente  della 
quantità  2an  secondo  la  direzione  del  raggio  r.  Il  valore  del- 
l’accelerazione centrale  è dunque: 

2m>  n3 

V = Y"  0 ’’  = 7 ' 

poiché  cT  = 2 nr. 
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Se  .si  aggiunge  ad  OM  = e la  piccola  Componente  ci  (fig.  105  d)r 

(jS 

la  velocità  risultante  sarà:  | i>a  -f-  tu*  = u 4-  — approssimati- 

2v 

vamente  ; ma  per  la  rotazione  continua  del  raggio  il  ter- 
6>fl 

inine  scomparirebbe  rispetto  a u,  e si  vede  che  cambia  solo 

2v 

la  direzione  della  velocità,  restando  la  sua  grandezza  inva- 
riabile. 

(5.  I fenomeni,  come  la  rottura  dei  fili  pochissimo  resistenti, 
mediante  i quali  si  imprime  ai  corpi  un  moto  di  rotazione  troppo 
rapido  o lo  schiacciamento  delle  sfere  molli,  animate  da  moti  di 
rotazione,  sono  ben  noti  e si  spiegano  mediante  le  precedenti 
considerazioni.  Huygens  fu  capace  di  dare  mediante  questa 
nuova  nozione  la  spiegazione  immediata  di  un'  intiera  serie  di 
fenomeni.  Cosi,  ad  esempio,  un  orologio  a pendolo,  essendo  stato 
trasportato  da  Parigi  a Cayenna  da  Rieher  (1671-1673)  si  ri- 
scontrò che  ritardava.  Huygens  osservando  che  la  forza  centri- 
fuga dovuta  alla  rotazione  della  Terra  è massima  all’equatore, 
ne  dedusse  la  diminuzione  apparente  dell’accelerazione  g,  do- 
vuta alla  gravità,  e cosi  diede  la  spiegazione  immediata  del  ri- 
tardo. Fra  gli  esperimenti  che  fece  Huygens  in  quest’ordine 
d’idee,  ne  citeremo  ancora  uno  per  il  suo  interesse  storico.  Al- 
lorché Newton  svolse  la  sua  teoria  della  gravitazione  univer- 
sale, Huygens  fu  fra  il  gran  numero  di  quelli,  che  non  seppero 
ammettere  l'idea  dell’azione  a distanza.  Al  contrario  egli  cre- 
deva di  potere  spiegare  la  gravitazione  mediante  il  moto  ra- 
pidissimo delle  molecole  di  un  mezzo  intermedio.  Egli  pose  in 
un  vaso  pieno  d'acqua  alcuni  corpi  leggeri,  come  ad  esempio 
sferette  di  legno,  e fece  allora  rotare  il  vaso  intorno  ad  un 
asse;  osservò  subito  che  le  sferette  di  legno  si  muovevano  ra- 
pidamente verso  quest’asse.  Se  si  fa,  ad  esempio,  (fig.  106) 
ruotare  intorno  ad  un  asse  orizzontale  i tubi  cilindrici  di  vetro 
PR  (issati  sul  pernio  Z,  i quali  contengono  le  sferette  di  le- 
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gno  KK.  queste  sferette  si  allontanano  dall’asse  appena  che 
l’apparecchio  è messo  in  moto.  Quando  si  riempiono  d’acqua  i 
tubi,  le  sfere  piii  leggiere  si  pon- 
gono alle  estremità  superiori  EE, 
e si  vede  che  una  rotazione  im- 
pressa all’apparecchio,  le  fa  avvi- 
cinare all’asse.  La  spiegazione  di 
questo  fenomeno  è la  stessa  di 
quella  del  principio  d’Arehimede: 
le  sfere  ricevono  una  spinta  cen- 
tripeta, eguale  in  direzione  oppo- 
sta alla  forza  centrifuga,  che  agisce 
sul  liquido  di  cui  esse  occupano  il  posto. 

Anche  Descartes  pensava  già  a questa  spiegazione  della  spinta 
centripeta  dei  corpi  galleggianti  in  un  mezzo  vorticoso.  Ma 
Huygens  osservò  con  ragione,  che  si  deve  allora  ammettere  che 
i corpi  più  leggieri  ricevono  la  maggiore  spinta  centripeta,  e 
che  perciò  tutti  i corpi  pesanti  dovrebbero  essere  più  leggieri 
del  mezzo  vorticoso.  Inoltre  osservò  che  i fenomeni  analoghi  si 
devono  produrre  con  corpi  qualunque,  i (piali  non  partecipino 
al  moto  del  vortice,  e che  così  si  trovano,  senza  forza  centrifuga, 
in  un  mezzo  animato  da  forze  centrifughe.  Ad  esempio  una  sfera 
di  materia  qualunque  e mobile  solo  intorno  ad  un  raggio  fisso 
(per  63.  ad  un  filo  di  ferro)  snrà,  nel  mezzo  vorticoso,  spinta 
contro  l’asse  di  rotazione. 

lluvgeus  immerse  in  un  vaso  chiuso  pieno  d acqua  pezzi  di 
ceralacca,  i quali,  mediante  la  loro  densità  alquanto  piu  grande, 
andavano  a cadere  nel  fondo  del  vaso.  Essendo  questo  vaso  in 
seguito  animato  da  un  moto  di  rotazione,  i pezzi  di  ceralacca 
andavano  a porsi  nell’orlo  esterno.  Se  si  fa  cessare  bruscamente 
la  rotazione,  l’acqua  continua  a rotare,  mentre  i pezzi  di  cera- 
lacca, che  giacevano  sul  fondo,  e il  cui  moto  quindi  è più  presto 
contrariato,  ora  sono  spinti  contro  l’asse  Huygens  vide  in  questo 
fenomeno  una  immagine  della  gravità.  L’accettazione  di  un  etere 


i 

t 

A 

Fìg.  1W. 
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che  gira  a mo’  di  vortice  in  un  senso  non  gli  sembrava  corri- 
spondere a nessuna  necessità;  ed  era  d’avviso  che  quest’etere 
avrebbe  trascinato  seco  tutto.  Dunque  egli  suppose  che  le  molecole 
d etere  si  movessero  rapidamente  in  tutte  le  direzioni,  e fu  d'av- 
viso che  in  uno  spazio  chiuso  questo  fenomeno  avrebbe  dato  ori- 
gine ad  un  moto  circolare  preponderante,  che  si  sarebbe  stabi- 
, ° dR  * Stesso'  Quest’etere  gli  sembrò  sufficiente  per  spiegare 
a gravita.  L’esposizione  particolareggiata  di  questa  teoria  cine- 
tica della  gsavità  si  trova  nell’opuscolo  di  Huygens:  Discorsi 
sulle  cause  della  gravità,  alla  line  del  Trattato:  “ Sulla  luce 

iTT  1690  ì cfr-  anche  Lasswitz,  Geschichte  der  Atomistik,  1890 
voi.  II,  p.  344. 

7.  Prima  di  parlare  delle  ricerche  di  Huygens  sul  centro  di 
oscillazione,  faremo  a proposito  del  moto  pendolare  ed  oscillatorio 
m generale,  alcune  considerazioni  elementarissime,  e quindi  assai 
chiare,  ad  onta  che  siano  trattate  senza  rigore. 

Galileo  conosceva  già  parecchie  proprietà  ilei  moto  del  pen- 
dolo. Numerose  osservazioni  qua  e là  nei  suoi  dialoghi  di, no- 
eti ano,  che  egli  era  già  in  possesso  dell’ idee,  che  ora  esporremo 
o che  era  sul  punto  di  possedere.  Il  corpo  pesante  sospeso 
al  filo  del  pendolo  si  muove  sopra  una  circonferenza,  il  cui 
raggio  è la  lunghezza  l di  questo  filo 
(fig.  107).  Si  dia  ad  esso  uno  sposta- 
mento piccolissimo;  allora  esso  oscillerà, 
descrivendo  un  arco  piccolissimo,  il  quale 
si  confonderà  sensibilmente  con  la  corda 
GB,  che  è percorsa  nello  stesso  tempo 
del  diametro  verticale  BD  = 21.  Sia  t la 
durata  della  caduta,  allora  avremo: 


II 


07  i I 

> da  cui  t = 2\ 

J <7 


Ma  siccome  il  moto  al  di  là  di  B sull’arco  BC'  impiega  lo 
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stesso  tempo  del  moto  su  CB,  si  otterrà  per  la  durata  T di  un’oscil- 
lazione da  C a C': 


Ad  onta  che  questa  spiegazione  sia  grossolana,  tuttavia  si 
vede  che  essa  inette  in  evidenza  la  forma  reale  della  legge  del 
pendolo;  infatti  si  sa  che  la  formula  esatta  della  durata  delle 
oscillazioni  piccolissime  è: 


1 1 moto  del  pendolo  si  può  considerare  come  una  caduta  su 
una  serie  di  piani  inclinati.  Indichiamo  con  a l’angolo  del  iilo 
con  la  verticale;  il  pendolo  riceve  l’accelerazione  g.  sen  a vera» 
la  posizione  di  equilibrio.  Per  piccoli  valori  di  a quest  accelera- 
zione può  farsi  eguale  a g.  a ; dunque  essa  è sempre  propor- 
zionale all’ampiezza  e diretta  in  scuso  contrario.  Per  piccole  am- 
piezze si  può  anche  trascurare  la  curvatura  del  cammino. 

8.  Per  mezzo  di  questi  preliminari  ora  noi  possiamo  proce- 
dere allo  studio  del  moto  oscillatorio  in  modo  abbastanza  sem- 
plice ed  elementare.  Un  corpo  si  muove  sopra  una  retta  OA 
(lig.  108),  e costantemente 
riceve  un’  accelerazione  di- 
retta verso  il  punto  0 e pro- 
porzionale alla  sua  distanza 
da  questo  punto.  Rappresen- 
tiamo in  ciascun  punto  que- 
sta accelerazione  mediante 
un’  ordinata  perpendicolare 
alla  retta  del  moto  e portata 
al  disopra  e al  disotto,  se- 
condo che  l’accelerazione  è 
diretta  verso  sinistra  o verso  destra.  Il  corpo  abbandonato  nel 
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punto  A si  moverà  verso  0 con  un  moto  uniformemente  acce- 
lerato, poi  da  O verso  il  punto  A,;  talché  OA,  = OA;  poi  ritor- 
nerà da  A,  verso  0 ecc.  Si  vede  subito  facilmente  l’indipendenza 
della  durata  dell’oscillazione  (durata  del  moto  AOA,)  e della  sua 
ampiezza  (lunghezza  OA).  A tal  uopo  consideriamo  nelle  figure  I 
e II  due  oscillazioni  simili  di  ampiezze  Turni  doppia  dell'altra. 
L’accelerazione  essendo  variabile  da  un  punto  all’altro,  dividiamo 
le  lunghezze  OA  ed  O'A'  = 20A  in  un  numero  grandissimo  di 
parti  elementari  eguali,  ciascun  elemento  A'13'  di  O'A'  essendo 
doppio  dell’elemento  corrispondente  AB  di  OA. 

Le  accelerazioni  iniziali  <p  e <p'  sono  legate  dalla  relazione 
fp'  — 2<p.  Gli  elementi  AB  ed  A'B'  = 2AB  saranno  perciò  per- 
corsi con  le  accelerazioni  rispettive  7.  e 2<p  nello  stesso  tempo  r; 
e le  velocità  dei  due  corpi  I e II,  al  termine  del  primo  elemento 
percorso,  saranno  v = fpr  e a'  = 2r/>r,  da  cui  v’  = 2v.  Le  accele- 
razioni e le  velocità  iniziali  si  vede  che  stanno  nel  rapporto  1 : 2 
nei  punti  B e B'.  Gli  spazi  infinitesimi  corrispondenti  successivi 
saranno  percorsi  nello  stesso  tempo;  e questo  eguaglianza  dei 
tempi  dei  percorsi  esiste  per  tutte  le  copie  successive  dei  cam- 
mini elementari.  Una  generalizzazione  immediata  fa  vedere  che 
la  durata  dell  oscillazione  è indipendente  dall’ampiezza. 

Ora  consideriamo  (fig.  109,  I e II)  due  moti  osculatori  della 
stessa  ampiezza,  ma  tali  che  nell’oscil lozione  II 
lo  stesso  allontanamento  dal  punto  0 produca 
un’accelerazione  quattro  volte  maggiore  che 
nel  moto  I.  Analogamente  dividiamo  le  due 
ampiezze  OA  ed  O'A'  = OA  in  un  numero  gran- 
dissimo di  parti  uguali;  le  parti  di  I sono 
perciò  uguali  a quelle  di  IL  Le  accelerazioni 
iniziali  in  A ed  A'  sono  <p  e 4 7);  gli  spazi  ele- 
mentari percorsi  sono  AB  = A'B'  = s;  e chia- 
mando con  r e t'  le  durate  rispettive  dei  cam- 
mini, si  vede  che  si  ha: 


L^n 

BA 

/ 

n/ 

/°' 

u 

Fig.  ÌOV. 


T 


— 159  - 


L’elemento  A'B'  è dunque  percorso  in  un  tempo  eguale  alla 
metà  di  quello  del  percorso  dell’elemento  AB.  Le  velocità  finali  v 
e n'  in  B e B1  sono: 


V = <pT 


v'  = 4<P  - = 2u. 


Le  velocità  iniziali  in  B e B'  stando  fra  loro  come  1 : 2 ; e 
le  accelerazioni  come  1 : 4 ; si  vede  che  l’elemento  del  cammino 
successivo  in  I sarà  percorso  in  im  tempo  doppio  di  quello  del 
percorso  dell’elemento  corrispondente  in  II.  Generalizzando  si 
vede  che  per  ampiezze  uguali  le  durate  dell’oscillazioni  sono  in- 
versamente proporzionali  alle  radici  quadrate  delle  accelerazioni. 

9.  Queste  considerazioni  possono  essere  abbreviate  e si  pos- 
sono rendere  molto  più  chiare  mediante  un  metodo  di  rappre- 
sentazione impiegato  la  prima  volta  da  Newton.  Newton  chiama 
sistemi  materiali  simili  i sistemi  materiali,  le  cui  figure  geome- 
triche sono  simili,  e le  cui  masse  omologhe  stanno  fra  loro  nello 
stesso  rapporto  di  similitudine.  Inoltre  egli  osserva  che  questi 
sistemi  sono  animati  da  moti  simili,  quando  i punti  omologhi 
descrivono  cammini  simili  in  tempi  proporzionati.  Nella  odierna 
terminologia  geometrica  questi  sistemi  meccanici,  che  hanno  cinque 
dimensioni,  si  dicono  simili  sol  quando  le  dimensioni  lineari,  i 
tempi  e le  masse  sono  nello  stesso  rapporto.  Dunque  sarebbe  più 
esatto  chiamarli  affini  l’uno  dell’altro. 

Conserveremo  questa  denominazione  assai  appropriata  di  si- 
stemi simili ; e nelle  considerazioni  che  dovremo  lare  in  seguito 
faremo  astrazione  delle  masse.  Dunque  siano,  in  due  i moti  si- 
mili, s ed  as  i tempi  omologhi,  t e flt  i tempi  omologhi,  si  avrà: 


per  le  velocità  omologhe  : u = — , yv  = ~ ; 

2 g d 

per  le  accelerazioni  omologhe:  <p  : - — , e<p=  — 

t3  (P 


2 s 

T 


Ora  si  vede  subito  che  le  oscillazioni  di  ampiezze  1 ed  a, 
descritte  da  un  corpo  nelle  condizioni  sopra  ammesse,  sono  moti 
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simili.  Quindi  osservando  che  ii  rapporto  delle  accelerazioni  omo- 
loghe è e = a , si  trova  : 


a 


da  cui,  per  il  rapporto  dei  tempi  omologhi,  e quindi  anche  per 
quello  delle  durate  di  oscillazione: 

fl=  ±1. 


Dunque  ne  consegue  che  le  durate  di  oscillazione  sono  indi- 
pendenti dalle  ampiezze. 

Se  due  oscillazioni  hanno  le  loro  ampiezze,  che  stanno  fra 
loro  come  1 : a,  e le  loro  accelerazioni  come  1 : a/i , si  ottiene: 


ciò  che  di  nuovo  mostra  la  seconda  legge  del  moto  oscillatorio. 
Due  moti  circolari  uniformi  sono  sempre  simili;  indichiamo 

con  — il  rapporto  dei  raggi  e — quello  delle  velocità;  il  rap- 

« y 

porto  delle  accelerazioni  sarà: 


a 


da  cui,  poiché  y = — , si  ha  : 


a 


la  quale  dà  le  leggi  dell’accelerazione  centripeta. 

Peccato  che  queste  questioni  scM' affinità  meccanica  e fo- 
ronomica  siano  così  poco  studiate,  poiché  esse  promettono  la  più 
bella  e la  più  luminosa  estensione  delle  nostre  cognizioni. 

10.  Fra  il  moto  circolare  uniforme  ed  i moti  oscillatori  che 
abbiamo  studiato,  esiste  una  relazione  importante.  Riferiamo  il 
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moto  circolare  a clue  assi  coordinati  rettangolari,  la  cui  origine  0 
(fig.  HO)  è il  centro  della  circonferenza,  e scomponiamo  secondo 
le  direzioni  X e Y l’accelerazione  centripeta  <p,  che  è la  condi- 
zione di  questo  moto. 

Osserviamo  che  la  proiezione  del 
moto  sull’asse  delle  X dipende  solo 
dalla  componente  X del  l’accelerazione. 

Si  possono  considerare  i due  moti  e 
le  due  accelerazioni  come  indipendenti 
fra  loro. 

Ora  i due  moti  componenti  sono 
moti  oscillatori  intorno  al  centro  0. 

L’ampiezza  x corrisponde  ad  una  acce- 
lerazione </>  . — o IL  ■ x diretta  verso  il  punto  0.  Quindi  l’ac- 
celerazione è proporzionale  all’ampiezza  e il  moto  è perciò  iden- 
tico al  moto  oscillatorio,  di  cui  ora  si  è parlato.  La  durata  T 
di  una  intiera  oscillazione,  la  quale  comprende  il  moto  d’andata 
e quello  di  ritorno,  è uguale  alla  durata  della  rivoluzione  del 
mobile.  Ma  si  sa  che  : 

4jtV 

V rj,a  * 

si  ha  dunque 


Ora  — è l’accelerazione  per  x = 1 ; indicando  con  f il  va- 
r 

lore  che  essa  ha  per  un'ampiezza  uguale  all’unità  di  lunghezza, 
si  avrà: 


11 


T = 2 n l/T 

' f ' 
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e indicando  come  d'ordinario  con  T la  durata  di  un'oscillazione 
semplice,  formata  da  un’andata  o da  un  ritorno,  si  avrà: 


11.  Questo  risultato  si  può  subito  applicare  alle  oscillazioni 
pendolari  di  ampiezza  piccolissima,  per  cui  si  possono  ripetere 
i ragionamenti  precedenti,  poiché  la  curvatura  è trascurabile. 
Indicando  con  a l'angolo,  che  fa  il  filo  con  la  verticale,  se  la 
massa  del  pendolo  si  allontana  dalla  sua  posizione  d'equilibrio 


della  lunghezza  /.  a,  e l’accelerazione  corrispondente  è g . a,  allora 
si  ha: 


Dunque  si  vede  che  la  durata  delle  oscillazioni  è in  ragione 
diretta  della  radice  quadrata  della  lunghezza  del  pendolo,  ed  in- 
versa dalla  radice  quadrata  dell’accelerazione  della  gravità.  Un 
pendolo,  la  cui  lunghezza  fosse  quadrupla  di  quella  del  pendolo 
a secondi,  avrebbe  perciò  un’oscillazione  di  due  secondi.  Un  pen- 
dolo a secondi,  inalzato  sulla  superficie  della  Terra  ad  una  al- 
tezza eguale  al  suo  raggio,  non  subirebbe  più  che  uua  accele- 
razione ~ ; e la  sua  durata  di  oscillazione  sarebbe  cosi  di  due 


secondi. 


12.  Si  può  facilmente  dimostrare  coll'esperienza  la  relazione 
che  esiste  fra  la  lunghezza  del  pendolo  e la  durata  della  sua 
oscillazione.  Si  prendano  i pendoli  a,  b,  c (fig.  Ili)  che  sono 
sospesi  con  due  fili  per  avere  l’invariabilità  delle  oscillazioni; 
le  loro  lunghezze  rispettive  siano  1,  4,  9. 
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Si  verifica  che  a fa  due  oscillazioni  mentre  b ne  fa  una  sol- 
tanto; e ne  fa  tre  mentre  c ne  fa  una. 

E alquanto  più  difficile  constatare  sperimentalmente  la  rela- 
zione che  esiste  fra  T e g,  poiché  non  si  può  far  variare  a piacere 


l'accelerazione  dovuta  alla  gravità.  Si  può  peraltro  raggiungere  lo 
scopo,  facendo  agire  sul  pendolo  unicamente  una  componente 
di  g.  Infatti  sia  (lig.  112)  A l’asse  di  rotazione  del  pendolo  posto 
nel  piano  del  disegno,  che  supponiamo  verticale  ; l’intersezione  EE 
del  piano  del  disegno  col  piano  di  oscillazione  è quindi  la  po- 
sizione d’equilibrio  del  pendolo.  Sia  fi  l’angolo  che  fa  l'asse  di 
rotazione  AA  col  piano  orizzontale,  che  è uguale  all’angolo  che 
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fa  il  piano  di  oscillazione  EE  col  piano  verticale.  L’accelerazione» 
che  agisce  nel  piano  di  oscillazione,  è g . cos  fi.  Se  si  dà  al  pen- 
^ dolo  un  piccolo  spostamento  a nel  suo  piano  di 

\ oscillazione,  allora  l’accelerazione  corrispondente 

//  ^J'  sarà  (g  cos  fi) . « e la  durata  dell’oscillazione: 

p *=-i/nz. 

I g cos  fi 

Fio-  m Ne  consegue  che  quando  fi  cresce,  l’accelerazione 
g.  cos  fi  diminuisce  ; e quindi  la  durata  dell’oscillazione 
aumenta.  L’esperimento  può  farsi  facilmente  mediante  l’apparato 
rappresentato  dalla  fig.  113. 


Fig.  us. 


Il  telaio  RR,  che  è mobile  intorno  ad  una  cerniera  e,  può 
essere  inclinato  e fissato  in  una  posizione  di  data  inclinazione 
mediante  un  arco  graduato  g ed  una  vite  di  pressione.  Si  osserva 
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che  la  durata  d’oscillazione  aumenta  con  fi-  Se  si  porta  il  piano 
di  oscillazione  in  posizione  orizzontale,  allora  il  telaio  poggia  sul 
piede  f.  e la  durata  di  oscillazione  diviene  infinitamente  grande. 
Allora  il  pendolo  non  ritorna  più  verso  alcuna  posizione  d’equi- 
librio determinata,  ma  descrive  parecchie  rivoluzioni  successive 
complete  nella  stessa  direzione,  finché  la  sua  velocità  non  sia 
stata  distrutta  daU'attrito. 

13.  Quando  il  pendolo  cessa  il  suo  movimento  in  un  piano 
e si  muove  nello  spazio  intorno  al  punto  di  sospensione,  il  filo 
del  pendolo  descrive  una  superficie  conica.  Huygens  studiò  pure 
il  moto  del  pendolo  conico;  ne  esamineremo  un  caso  particolare 
e semplice.  Abbiasi  un  pendolo  (fig.  114)  di  lunghezza  /;  lo  si 
allontani  dalla  verticale  di  un  angolo  n e si  dia  alla  massa,  che 
esso  sostiene,  una  velocità  h perpendicolare  al  piano  del  filo  e 
della  verticale.  Se  l' accelerazione  centrifuga 
sviluppata  fa  equilibrio  a quella  della  gravità, 
cioè  se  l’accelerazione  risultante  ha  la  direzione 
del  filo,  la  massa  sospesa  descriverà  una  cir- 
conferenza orizzontale.  Si  ha  in  questo  caso 

— ==  tan  a.  Indicando  con  T la  durata  di  una  £> 

0 

rivoluzione,  allora  si  avrà: 


A 

i\ 

0 

Fig.  Hi. 


<p  = 


rjvj  ! 


ila  cui  T = 2 n. 


¥>) 


V 

e sostituendo  ad  — il  suo  valore,  avremo  : 

V 

r 1 sen  a l cos  a 
q)  g tan  a g 


quindi  si  ha  per  la  durata  della  rivoluzione  del  pendolo: 


- 2jt.  j/— 


cos  a 
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La  velocità  v del  moto  è data  da: 

v = \rq>, 

o,  essendo  <p  = g tau  a,  da: 

v = | tjl  seu  a tan  « . 

Se  1 angolo  del  cono  è piccolissimo,  si  può  scrivere 

*— 'VF 

la  quale  è identica  alla  formula  del  pendolo  ordinario,  poiché 
una  rivoluzione  del  pendolo  conico  corrisponde  a due  oscillazioni 
semplici  del  pendolo  piano. 

14.  Hu  vgens  fu  il  primo  a proporre  la  determinazione  esatta 
dell  accelerazione  della  gravità  mediante  le  osservazioni  del 
pendolo.  Dalla  formula  del  pendolo  semplice,  che  è formato 

da  una  sferetta  attaccata  a un  filo,  la  quale  è T = n 1 / 1 si 
ricava  : a ' 

n*l 

rj  = TjT’ 

Alla  latitudine  di  45°  si  trova  per  ij  il  valore  9,80<j  espresso 
metro 

lU  secondo8  ’ ossla  ’n  nuinero  rotondo  10  metri  per  secondo,  va- 
lore abbastanza  esatto  per  un  calcolo  provvisorio,  e che  presenta 
il  vantaggio  di  ricordarsi  facilmente. 

15.  Ogni  principiante  riflessivo  si  fa  questa  domanda:  Come 
si  può  trovare  la  durata  delle  oscillazioni,  cioè  un  tempo,  divi- 
dendo un  numero  che  misura  una  lunghezza,  per  un  numero  che 
misura  un  accelerazione  ed  estraendo  la  radice  quadrata  dal  quo- 
ziente ? Per  comprenderla  bisogna  ricordarsi  che  g = — è il  quo- 
ziente duna  lunghezza  per  il  quadrato  del  tempo.  Dunque  la 
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r 

formula  che  dà  la  durata  è in  realtà  la  seguente: 


T = TX 


— essendo  il  rappòrto  di  due  lunghezze,  e quindi  è un  numero; 
2 s 

onde  la  quantità  che  si  trova  sotto  il  radicale  è dunque  il  qua- 
drato del  tempo.  È perciò  evidente  che  il  valora  di  I sarà  espresso 
in  secondi,  se  si  è scelto  il  secondo  per  unità  di  tempo  nel  mi- 
surare <j. 

La  formula 


a 


TX 

’t* 


fa  vedere  direttamente  che  g è il  quoziente  di  una  lunghezza 
per  il  quadrato  del  tempo  secondo  la  natura  dell  accelerazione. 

Iti.  Il  più  importante  dei  risultanti  ottenuti  da  Huvgens  è 
la  soluzione  del  problema  della  determinazione  del  centro  di 
oscillazione.  Quando  si  tratta  della  dinamica  di  un  corpo  unico, 
i principi  di  Galileo  sono  perfettamente  suftìcenti.  Ora  questo 
nuovo  problema  consiste  nella  determinazione  del  moto  di  pa- 
recchi corpi,  che  agiscono  gli  uni  su  gli  altri,  e non  lo  si  può  risol- 
vere senza  ricorrere  ad  un  nuovo  principio.  1*  u precisamente 
questo  nuovo  principio  che  scoprì  Huygens. 

Si  sa  che  i pendoli  più  lunghi  oscillano  più  lentamente,  i più 
corti  più  presto.  Un  corpo  solido  pesante,  mobile  intorno  ad  un 
asse  qualunque,  il  quale  non  passi  per  il  suo  centro  di  gravità, 
forma  un  pendolo  composto.  Ciascuna  delle  molecole  materiali 
di  questo  corpo,  posta  sola  alla  stessa  distanza  dall  asse,  avra 
una  durata  d'oscillazione  particolare  ; ma  mediante  il  legame  delle 
sue  parti  ira  loro  il  corpo  si  muove  come  un  tutto,  e la  du- 
rata della  sua  oscillazione  ha  un  valore  unico  e ben  detenni 
nato.  Abbiansi  parecchi  pendoli  di  diverse  lunghezze  (fig.  115), 
i più  corti  oscillano  più  rapidamente,  e i più  lunghi  meno. 
Se  si  riuniscono  in  uno  solo,  avverrà  che  il  moto  dei  pendoli 
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più 

per 


TP 


lunghi  sara  ritardato,  quello  dei  più  corti  accelerato,  e che 
1 insieme  ne  conseguirà  una  durata  d’oscillazione  intermedia. 
avrà  dunque  un  pendolo  semplice  di  lunghezza  in- 
termedia, fra  quelle  del  maggiore  e del  minore  dei 
pendoli  considerati,  la  cui  oscillazione  avrà  la  stessa 


durata  di  quella  del  pendolo  composto.  Portando  la  lun- 
ghezza  di  questo  pendolo  semplice  sul  pendolo  com- 
posto si  trova  un  punto  che,  ad  onta  dei  suoi  legami 
F>a-  li.,.  con  gjj  altri  plmti)  oscj]ia  come  se  fosse  g0j0  Questo 
punto  si  chiama  centro  di  oscillazione.  Mersenne  per  la  prima 
volta  propose  il  problema  della  determinazione  di  questo  cen- 
tro, la  soluzione  che  ne  diede  Descartes  è assai  concisa  e in- 
sufficente. 

17.  La  prima  soluzione  generale  fu  data  da  Huvgens.  Oltre 
1 1 u y gens  quasi  tutti  gl  investigatori  della  sua  epoca  si  sono  occu- 


pati di  questa  questione,  e si  può  dire  che  essa  provocò  lo  svol- 


gimento dei  principii  più  importanti  della  meccanica  moderna. 
Huvgens  prese  le  mosse  dall'idea  nuova  seguente,  assai  più 
importante  del  problema  stesso.  In  tutti  i casi,  qualunque  siano 
le  modificazioni  che  le  reciproche  reazioni  delle  molecole  del 
pendolo  apportino  al  moto  di  ciascuna  di  esse,  le  velocità  acqui- 
state nel  moto  di  discesa  del  pendolo  debbono  essere  tali,  che 
il  centro  delle  masse  possa  risalire  esattamente  all’altezza  d’onde 
è caduto,  tanto  se  le  masse  conservino  i loro  legami,  quanto  se 
questi  legami  siano  distrutti.  Davanti  ai  dubbi  dei  suoi  contem- 
poranei, rispetto  all’esattezza  di  questo  principio,  Huvgens  fu 
costretto  di  far  osservare,  che  esso  contiene  solo  l’affermazione 
del  fatto,  che  i corpi  pesanti  non  si  muovono  da  se  stessi  verso 


l’alto.  Infatti,  si  supponga  che  il  centro  di  gravità  delle  masse, 
collegate  fra  loro  durante  la  caduta,  possa,  dietro  la  soppressione 
dei  legami,  salire  ad  una  altezza  maggiore  di  quella  della  ca- 
duta. Allora  ne  verrà  che  i gravi  possono  mediante  il  loro  proprio 
peso,  purché  questa  operazione  sia  ripetuto  un  numero  sutìicente 
di  volte,  innalzarsi  ad  un  altezza  qualunque.  Se  invece,  dopo  la 
soppressione  dei  legami,  il  centro  di  gravità  può  innalzarsi  solo 
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ad  un’altezza  minore  di  quella  della  caduta,  basterebbe  rovesciare 
il  senso  delle  operazioni,  affinchè  novellamente  il  corpo  s'innalzi 
mediante  il  suo  proprio  peso  ad  un’altezza  qualunque.  Il  postu- 
lato di  Huvgens  era  dunque  in  realtà  uno  di  quelli  di  cui  nes- 
suno ha  mai  dubitato,  e che  invece  ciascuno  conosceva  istinti- 
vamente. Huvgens  dava  talvolta  a questa  conoscenza  istintiva 
un  valore  astratto,  e non  mancò  di  partire  da  questo  punto  per 
dimostrare  l'inutilità  della  ricerca  del  moto  perpetuo.  Possiamo 
riconoscere  nella  proposizione,  che  ora  abbiamo  svolta,  la  gene- 
ralizzazione di  una  delle  concezioni  di  Galileo. 

18.  Ora  diremo  dell’uso  che  si  fa  di  questo  principio  nella 
determinazione  del  centro  di  oscillazione.  Per  semplicità  con- 
sideriamo un  pendolo  lineare  OA  (lig.  116)  formato  di  un  gran 
numero  di  masse,  indicate  nella  figura  da  punti.  Se  J’O  si  ab- 
bandona a se  stesso  nella  posizione  OA.  esso  discenderà  fino 
in  B,  e salirà  sino  alla  posizione  A';  per  cui  AB  = BA'.  Il 
suo  centro  di  gravità  salirà  da  una  banda,  tanto  quanto  è di- 
sceso dall’altra;  ma  la  soluzione  non  può  trarsi  da  questa  os- 
servazione. Ora  si  supponga  che  all’  istante,  in  cui  il  pendolo 
passa  per  OB,  le  particelle  materiali  istantaneamente  si  liberino 
dai  loro  legami  ; le  loro  velocità  acquistate  innalzeranno  il  loro 
centro  di  gravità  alla  stessa  altezza  di  prima; 
e se  s’ immagina  che  ciascuna  delle  sue  par- 
ticelle materiali,  oscillanti  liberamente,  sia 
fissa  nella  sua  posizione  d’  innalza  ni  e rito 
massimo,  i pendoli  più  corti  si  troveranno 
al  di  qua  e i più  lunghi  al  di  là  di  OA';  ^ 
ma  il  centro  di  gravità  del  sistema  si  tro- 
verà su  questa  retta  nella  sua  primitiva  al-  Fìg.  un. 

tezza. 

D’altra  parte  le  velocità  impresse  alle  molecole  materiali  sono 
proporzionali  alle  loro  distanze  dall’asse;  essendo  data  una  di 
queste  velocità,  tutte  le  altre  sono  note,  e se  ne  trarrà  l’altezza 
di  ascensione  del  centro  di  gravità.  Inversamente  la  velocità 
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d’una  massa  qualunque  è determinata  dall’altezza  del  centro  di 
gravità.  Ora  per  conoscere  interamente  il  moto  d’un  pendolo 
1 insta  conoscere  la  velocità  corrispondente  ad  un’altezza  di  ca- 


duta data. 


li).  Premesse  queste  osservazioni,  intraprenderemo  la  solu- 
zione del  problema.  Essendo  dato  un  pendolo  lineare  (fig.  117), 
prendiamone  un  segmento  a partire  dall'asse,  e sia  k l'altezza, 
da  cui  cade  l'estremità  di  questo  segmento,  quando  il  pendolo 
va  dalla  sua  posiziane  di  ampiezza  massima  alla  sua  posizione 
d’equilibrio.  Le  altezze  di  caduta  delle  masse  m , m' , m"  , . . . 

poste  alle  distanze  r , r' . r"  , . . . dall'asse  saranno  rk , r'k , r"k 

e l'altezza  della  caduta  del  centro  di  gravità  sarà: 


r , n", ■"/>■  + 


m -)-  in'  ni"  -}- 


Questo  passaggio  alla  posizione  d’equilibrio  co- 
munica al  imnto.  posto  alla  distanza  1 dall’asse,  una 
velocità  v ancora  incognita. 


L’altezza  di  ascensione  di  questo  punto,  dopo  la 


Fig.  m.  tozze  corrispondenti  per  le  altre  masse  saranno  : 


. , . « . . i-j  fi 1 i c/j Ari  aovciK 

-y  -y  - y 

di  gravità  delle  masse  rese  libere  sarà  quindi: 


. . . L’altezza  di  ascensione  del  centro 


m 


e a I ni  r- 


m -f-  m!  -)-  in"  . . 


Il  principio  fondamentale  di  Hnygens  dà: 


2mr  r 2 Smra 


I m 2 y I m 


(a) 


Questa  equazione  dà  la  relazione  che  passa  fra  l’altezza  della 
caduta  k e la  velocità  v.  l’oichè  tutti  i moti  pendolari  della  stessa 
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ampiezza  sono  foronomicamente  simili,  ne  consegue  che  il  moto 
studiato  è compiutamente  determinato. 

l’er  trovare  la  lunghezza  del  pendolo  semplice,  la  cui  oscilla- 
zione si  fa  nello  stesso  tempo  di  quella  del  pendolo  composto 
proposto,  osserviamo  che  fra  la  sua  altezza  di  caduta  e la  sua 
velocità  deve  esistere  la  stessa  relazione  che  nel  caso  della  ca- 
duta libera.  Sia  y la  lunghezza  di  questo  pendolo;  la  sua  altezza 
di  caduta  è % e la  sua  velocità  vy ; si  ha: 


od 


(vy)' 

2 a 


* //  ; 


ih) 


Moltiplicando  membro  a membro  l’equazioni  (a)  e (b)  avremo: 

Smr' 


Possiamo  anche  servirci  della  similitudine  foronomica  e pro- 
cedere cosi:  dalla  (a)  abbiamo 


*=,  |'2 gk.  \/2' 

f Si 


/ Sm  /• 
mr* 


Il  pendolo  semplice  di  lunghezza  1 ha,  sotto  circostanze  cor- 
rispondenti, la  velocità 


\2yk  ■ 


Sia  T la  durata  di  oscillazione  del  pendolo  composto;  quella 

del  pendolo  semplice  di  lunghezza  1 è T,  = n.  I ’ e si  trova 

f <7  ’ 

nell’ipotesi  delle  ampiezze  uguali,  secondo  l’ipotesi  fatta: 


11 

T 


v 
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da  cui 


T = n 1/ Smr'  _ 
f g Svi  r 

20.  Si  vede  senza  difficoltà  che  il  principio  fondamentale 
jiosto  da  Huygens  consiste  nel  riconoscimento  del  lavoro  come 


determinante  della  velocità  o più  esattamente  come  determi- 


nante della  forza  viva.  Si  chiama  forza  viva  di  un  sistema  di 
masse  m , m\  m", . . . , animate  dalle  velocità  rispettive  v , v’ , v" . . . , 
la  somma: 


m v ’ in'  v’  “ m"  v"  * 


2^2^  2 


Il  principio  fondamentale  di  Huygens  è identico  al  principio 
delle  forze  vive,  ed  i contributi  che  vi  apportarono  gli  altri  in- 
vestigatori riguardano  non  tanto  la  sostanza  quanto  la  forma. 

Abbiasi  un  sistema  affatto  qualunque  di  pesi  p ,p'  ,p"  . . • , 
collegati  fra  loro  o liberi,  che  cadono  dalle  altezze  h , 
e conseguono  cosi  le  velocità  v , v' ; il  principio  di  Huy- 
gens, che  esprime  l’eguaglianza  dell'altezza  della  caduta  e del- 
l'altezza di  ascensione  del  centro  di  gravità,  dà  l’equazione: 


P h -f-  p'  w 4-  y"  h"  + • • • _ 


p +p’  +p"  ■ ■ • 


p+p'+p"  ■ • ■ 


ossia  : 


p v * 
o 


a 


Essendo  ora  in  possesso  del  concetto  di  “ massa,  « che  man- 


cava ancora  ad  Huygens,  possiamo  sostituire  al  rapporto  al 
massa  m , e si  ottiene  : 


la  quale  si  può  assai  facilmente  estendere  al  caso  delle  forze 
variabili. 
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21.  Il  teorema  delle  forze  vive  dà  il  mezzo  per  determinare 
la  durata  delle  oscillazioni  infinitesime  di  un  pendolo  qualunque. 
Si  abbassi  dal  centro  di  grevità  S (fig.  118)  del  corpo  una  per- 
pendicolare all’asse  di  rotazione  e si  fìssi  su  quest’ultima  il  punto, 
che  si  trova  all’unità  di  distanza  dall’asse:  si  indichi  con  k l’al- 
tezza verticale,  di  cui  è disceso  questo  punto 
all’istante,  in  cui  esso  passa  per  la  sua  posi- 
zione di  equilibrio,  e v la  velocità  che  allora 
possiede.  Il  lavoro  eseguito  durante  la  caduta 
è determinato  dal  moto  del  centro  di  gravità; 
si  avrà  dunque: 

lavoro  fatto  durante  la  caduta  = forza  viva, 

«a 

akgM  = — Zmr1, 

di 

M essendo  la  massa  totale  del  corpo.  In  questa  formula  si  fa 
un  uso  anticipato  della  espressione  della  forza  viva.  Ragionando 
come  si  è fatto  nel  caso  precedente,  abbiamo: 


22.  Si  vede  dunque  che  la  durata  della  oscillazione  infinite- 
sima di  un  pendolo  dipende  da  due  fattori  : dal  valore  della  espres- 
sione Smr2  che  Eulero  ha  chiamato  momento  d’inerzia , e che 
Huygens  adopera  senza  dargli  un  nome  particolare,  e dal  valore 
di  a tj  M.  Quest’ultima  espressione,  che  per  brevità  diremo  mo- 
mento statico , è il  prodotto  a . P del  peso  del  pendolo  per  la 
distanza  del  centro  di  gravità  dall’asse  di  rotazione.  La  cono- 
scenza di  questi  due  valori  determina  la  lunghezza  del  pendolo 
semplice  della  stessa  durata  di  oscillazione  (isocrona)  e la  posizione 
del  centro  di  oscillazione.  Per  calcolare  la  lunghezza  di  questo  pen- 
dolo semplice  isocrona,  Huygens  non  possedeva  metodi  anali- 
tici, i quali  furono  scoperti  solo  più  tardi.  Egli  impiegò  un  processo 
geometrico  veramente  ingegnoso,  di  cui  daremo  qualche  esem- 
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pio.  Proponiamoci  di  determinare  la  durata  di  oscillazione  di  un 
rettangolo  materiale  ABCD,  che  oscilla  intorno  all'asse  AB.  Lo 


si  divida  in  superficie  infinitesime 
B Af, poste  alle  distanze  r , 


/ , . . . dall'asse.  La  lunghezza  del 

pendolo  semplice  isocrono  è data 
dalla  formula: 


D fr  + fY  + f >■"  + ■■■■ 


Nei  punti  C e D innalziamo  CE  e 
DF  perpendicolari  su  ABCD  in 
modo  che  CE  = DF  = AC  = BD, 
e cosi  si  costruisca  il  prisma  omo- 
geneo ABCDEF.  Cerchiamo  la  di- 


E 


Fig.  119. 


stanza  del  centro  di  gravità  di  questo  prisma  dal  piano  condotto 
per  AB  parallelamente  a CDEF.  Dobbiamo  per  ciò  considerare. 

le  sottili  colonne  fr  . fr  , fr" , e le  loro  distanze  r , r' , r"  . . . 

da  questo  piano;  la  distanza  cercata  è data  dalla  espressione: 


fr.r  + rr'.r’  + rr".r"  + .... 

fr +/v + r 


Dunque  si  ritrova  la  formula  precedente.  Il  centro  di  oscilla- 
zione del  rettangolo  ed  il  centro  di  gravità  del  prisma  sono 


2 

perciò  posti  alla  stessa  distanza  . AC  dall’asse. 

à 


In  quest’ordine  di  idee  si  riconosce  facilmente  l’esattezza  della 
proposizione  seguente:  Per  un  rettangolo  omogeneo  di  altezza  /j,  che 
oscilla  intorno  alla  sua  base  superiore,  il  centro  di  gravità  è alla  di- 


Per  un  triangolo  omogeneo  di  altezza  li  , il  cui  asse  di  rotazione 
passa  per  il  vertice  ed  è parallelo  alla  base,  le  distanze  dall’asse 

2 

dei  centri  di  gravità  e di  oscillazione  sono  rispettivamente  —h 

O 
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3 

e — h . Indicando  con  zf,  , z/3  i momenti  di  inerzia  e con  M,  , M, 
le  masse  del  rettangolo  e del  triangolo,  si  ha: 


da  cui: 


d, 


/dii, 

3 


à*  = 


U - M , 
2 


Fio-  m. 


Fin.  121. 


Questo  processo  geometrico  assai  elegante  permette  di  ri- 
solvere molti  altri  problemi  di  questa  specie,  che  presentemente 
si  trattano  in  una  maniera  del  tutto  pratica,  ma  senza  confronto 
assai  più  comoda. 

23.  Iluvgens  si  servì  anche,  ma  sotto  l'orma  alquanto  diffe- 
rente, del  teorema  seguente  riguardante  i momenti  d’inerzia. 
Sia  0 il  centro  di  gravità  di  un  corpo  (fig.  121);  lo  si  prenda 
per  origine  di  un  sistema  di  assi  coordinati  rettangolari,  e sup- 
poniamo noto  il  momento  d’ inerzia  rispetto  all'asse  delle  z.  In- 
dicando con  in  un  elemento  di  massa  ed  r la  sua  distanza  da 
quest'asse,  questo  momento  di  inerzia  è: 


à = 2 mr* . 

Si  sposti  lasse  di  rotazione  parallelamente  a sè  stesso,  di  una 
lunghezza  a secondo  l’asse  delle  x;  sia  0'  la  sua  nuova  posi- 
zione. La  distanza  r dell’elemento  di  massa  dall’asse  diviéne  q , 
ed  il  nuovo  momento  d’ inerzia  è : 

S - Im  q‘  = 2>n[{x-ay  -(-  (/*  | = Juifx1  + (/*)  — 2 almx  -f- 
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-f  a-hn , o 2 m (x'  -f  tj *)  = Sm  r*  = zi , e le  proprietà  del  cen- 
tro di  gravità  dànno  Smx=o\  d’altra  parte  2' m = M è 1 in- 
tiera massa  del  corpo  ; onde: 

8 = A -f  «3M. 

Questa  formula  ci  offre  il  mezzo  dunque  di  calcolare  facil- 
mente il  momento  d’inerzia  rispetto  ad  un  asse  qualunque, 
essendo  dato  il  momento  d’ inerzia  rispetto  ad  un  asse,  che  passa 
pel  centro  di  gravità  e parallèlo  al  primo. 

24  Questo  teorema  mena  ad  una  proposizione  importante. 
La  distanza  del  centro  di  oscillazione  è dato  da: 

A -)-  a 3 M 
a , M ’ 

ove  A , M ed  a hanno  il  loro  significato  precedente.  I valori  A 
e M sono  invariabili  per  un  corpo  dato;  ne  consegue  che  l è 
costante,  se  a non  varia.  Dunque  il  pendolo  composto  formato 
da  un  corpo  che  oscilla  intorno  ad  un  asse  ha  la  stessa  durata 
di  oscillazione  per  tutti  gli  assi  paralleli  posti  alla  stessa  di- 
stanza dal  centro  di  gravità.  Ponendo  — = «,  si  ha: 


ove  l ed  a sono  rispettivamente  le  distanze  dall’asse  del  centro 
di  oscillazione  e del  centro  di  gravità.  Si  vede  dunque  che  il 
centro  di  oscillazione  è sempre  più  distante  dall’asse  del  centro 
di  gravità,  e che  l’eccesso  della  sua  distanza  dall’asse  su  quella 

del  centro  di  gravità  è — , che  rappresenta  perciò  la  distanza 
a 

di  questi  due  punti. 

Conduciamo  per  il  centro  di  oscillazione  un  asse  parallelo 
all’asse  primitivo;  e lo  si  scelga  per  il  nuovo  asse  di  rotazione; 
la  lunghezza  V del  pendolo  composto  nuovo  cosi  formato  si  ot- 
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terra,  sostituendo  — ad  a nella  formula  precedente,  ciò  che  dà: 


n.  fv  /t 

/'=—=  — = a + — 

ie  a.  * 


/. 


La  durata  di  oscillazione  è dunque  la  stessa  per  un  asse  pa- 
rallelo condotto  per  il  centro  di  oscillazione,  e quindi  per  ogni 
asse  parallelo,  la  cui  distanza  dal  centro  di  gravità  è uguale 

X 

alla  distanza  — del  centro  di  oscillazione.  L’insieme  di  tutti 

ii 

gli  assi  paralleli,  dando  la  stessa  durata  di  oscillazione  e posti 

quindi  alle  distanze  n o — dal  centro  di  gravità,  forma  dunque 

due  cilindri  coassiali.  La  durata  di  oscillazione  è la  stessa,  qua- 
lunque sia  la  generatrice  di  questi  cilindri,  che  si  prende  pel- 
asse di  rotazione. 

2Ó.  I (aremo  a questi  due  cilindri  il  nome  di  cilindri  degli 
assi.  Per  stabilire  le  relazioni  che  esistono  fra  loro,  si  può  pro- 
cedere cosi.  Poniamo  A = A*M;  ne  consegue: 


a 


( 'errando  il  valore  di  a , che  corrisponde  ad  un  valore  dato  di  /, 
cioè  ad  una  durata  di  oscillazione  data,  si  ha: 


Dunque,  in  generale,  due  valori  di  a corrispondono  ad  un 
valore  di  l.  ila  se  è: 


vale  a dire: 


l = 2k, 


questi  due  valori  sono  eguali  e sono: 

a = k . 


12 
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Indichiamo  con  a e fi  i due  valori  di  a . che  corrispondono 
ad  un  valore  di  /,  si  avrà: 

, _ _ k'+fi' 

“ /< 

da  cui: 

/»<**  + “”)  = «(/••”  + r>’>, 

k*(fi-a)  = afl(Ji  — a), 
k'  = a fi . 

Supponiamo  che  si  conoscano  in  un  corpo  i/ne  assi  paralleli, 
che  danno  la  stessa  durata  di  oscillazione  e posti  a distanze  di- 
suguali a e fi  dal  centro  di  gravità.  Ciò  si  verificherà  quando 
si  conosca  il  centro  di  oscillazione  corrispondente  ad  un  asse 
di  sospensione  qualunque;  allora  la  formula  precedente  ci  per- 
mette di  costruire  k ; basta  portare  fi  successivamente  ad  a.  e 
descrivere  sulla  loro  somma  una  semi-circonferenza,  la  cui  ordi- 


nata corrispondente  all’estremità  comune  di  a e /<’  è eguale  a k 
(fig.  122).  Inversamente,  se  k è data,  si  porrà  ottenere  per  ogni 
valore  dato  X di  a un  altro  valore  11 , che  dà  la  stessa  durata 
di  oscillazione,  costruendo  (fig.  L23)  un  triangolo  rettangolo  di 
cateti  /.  e k : la  perpendicolare  innalzata  sull’ ipotenusa  all’estre- 
mità del  cateto  k determina  il  segmento  /i  sul  prolungamento 
di  X. 

Si  consideri  un  corpo  qualunque  (fig.  124),  il  cui  centro  di 
gravità  0 giaccia  nel  piano  del  disegno;  la  si  faccia  oscillare  in- 
torno a tutti  gli  assi  perpendicolari  a questo  piano.  Per  ciò  che 
riguarda  la  durata  di  oscillazione,  tutti  gli  assi  che  hanno  i loro 
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piedi  sopra  I una  o l’altra  delle  circonferenze  <t  e fi  noi  pos- 
siamo scambiarli  fra  loro.  Se  si  sostituisce  ad  « una  circonfe- 


Fiy.  124. 


renza  più  piccola  A,  si  deve  sostituire  a fi  una  circonferenza 
maggiore  /<;  e se  « diminuisce  sempre  più  le  due  circonferenze 
finiscono  per  confondersi  in  una  sola  di  raggio  k. 

2(5.  Con  qualche  ragione  noi  abbiamo  insistito  su  questi  pro- 
blemi particolari.  Infatti  essi  mettono  in  primo  luogo  in  evidenza 
la  ricchezza  dei  risultati  di  Huygens,  poiché  tutti  quelli  che  ab- 
biamo dati  qui  sono  contenuti  nei  suoi  scritti,  quantunque  sotto 
una  forma  alquanto  differente:  e quelli  che  non  vi  sono  espres- 
samente, vi  si  trovano  sotto  una  forma  sì  prossima,  che  si  pos- 
sono completare  senza  alcuna  difficoltà.  Ben  pochi  di  questi  ri- 
sultati sono  stati  incorporati  nei  trattati  moderni  ; uno  di  quelli, 
che  vi  si  ritrovano,  consiste  nella  permutabilità  dei  centri  di  so- 
spensione e di  osculazione;  ma  il  modo,  col  (piale  esso  comune- 
mente è esposto,  non  tratta  esaurientemente  la  questione.  Kater 
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si  è servito  di  questo  risultato  per  la  determinazione  esatta  della 
lunghezza  del  pendolo  a secondi. 

Le  considerazioni  precedenti  ci  sono  state  utili  anche  perchè 
esse  hanno  reso  più  chiara  la  nozione  di  “ momento  d'inerzia 
Questa  nozione  non  conduce  a nessuna  veduta  generale  che  non 
si  possa  conseguire  senza  di  essa;  ma  essa  risparmia  la  con- 
siderazione individuale  delle  masse  del  sistema,  e permette  di 
disporne  una  volta  per  tutte.  Dunque  essa  conduce  cosi  ad  una 
soluzione  più  spiccia  e più  comoda,  e quindi  ha  una  grande  im- 
portanza nella  economia  della  meccanica.  Dietro  i tentativi  meno 
felici  di  Eulero  e di  Segner,  Poinsot  ha  ampiamente  svolto 
queste  idee,  e vi  ha  apportato  nuove  semplificazioni  mediante 
l’applicazione  del  suo  elissoide  di  inerzia  e del  suo  elissoide 
centrale. 

27.  Le  ricerche  di  Huygens  sulle  proprietà  geometriche  e 
meccaniche  della  cicloide  sono  di  minore  importanza.  Huvgens 
realizzò,  mediante  il  pendolo  orizzontale,  l’isocronismo  delle  oscil- 
lazioni. non  più  approssimate  ma  esatte,  per  oscillazioni  di  qua- 
lunque ampiezza.  Questo  pendolo  presentemente  è di  nessuna 
utilità  pratica.  Perciò  non  ce  ne  occuperemo  più  oltre,  qualunque 
costituisca  la  bellezza  geometrica  di  questi  studi. 

Per  quanto  grandi  siano  i meriti  di  Huygens  nelle  teorie 
lisiche  più  disparate,  nell’arte  dell’orologiaio,  nella  diottrica  pra- 
tica, e sovratutto  nella  meccanica,  il  suo  capolavoro,  quello  che 
richiedeva  la  più  grande  energia  intellettuale  e che  ebbe  anche 
le  conseguenze  più  importanti,  è l’enunciato  del  principio,  per 
mezzo  del  quale  egli  risolvè  il  problema  del  centro  di  oscilla- 
ziene.  Fu  precisamente  questo  principio  che  non  venne  apprez- 
zato nel  suo  proprio  valore  a causa  delle  vedute  poco  perspicaci 
dei  suoi  contemporanei  ed  anche  molto  tempo  dopo.  Abbiamo 
dimostrato,  che  esso  è equivalente  al  principio  della  forza  viva, 
e crediamo  di  averlo  così  presentato  sotto  il  suo  vero  aspetto. 

28.  È impossibile  di  pai-lare  qui  degli  importanti  lavori  che 
riguardano  la  tìsica;  ne  citeremo  solo  alcuni.  Egli  è il  creatore 
della  teoria  vibratoria  della  luce,  che  inline  l’ha  avuta  vinta  sulla 
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teoria  newtoniana  della  emissione.  La  sua  attenzione  si  rivolse 
a quei  fenomeni  luminosi  ohe  erano  sfuggiti  a Newton.  In  fisica 
egli  fu  ardente  partigiano  delle  idee  cartesiane  del  meccanismo 
universale,  senza  per  altro  chiudere  gli  ocelli  sui  suoi  difetti, 
che  egli  criticò  più  d’una  volta  in  modo  categorico  e rigoroso. 
Le  sue  preferenze  puramente  meccaniche  fecero  di  lui  un  avver- 
sario delle  azioni  a distanza,  affermate  dalla  scuola  di  Newton; 
egli  le  sostituì  volentieri  con  pressioni  ed  urti,  cioè  mediante 
azioni  per  contatto.  In  questa  controversia  egli  espose  certe  idee 
nuove,  come  quella  del  flusso  magnetico,  che  rimase  senza  eco, 
a causa  della  grande  influenza  che  esercitò  Newton;  ma  che, 
mercè  l’imparzialità  di  Faraday  e di  Maxwell,  è stata  in  questi 
ultimi  tempi  apprezzata  nel  suo  vero  valore.  Inoltre  Huygens 
fu  un  geometra  c un  gran  matematico;  e in  quest’ordine  d’idee 
è bene  di  ricordare  la  sua  teoria  dei  giuochi  di  azardo.  Le  sue 
osservazioni  astronomiche  ed  i suoi  lavori  nella  diottrica  teorica 
e pratica  hanno  l'atto  progredire  assai  queste  scienze.  Come 
tecnico  Huygens  è l’inventore  d’nna  macchina  n polvere,  la  cui 
idea  è stata  praticamente  realizzata  nei  nostri  moderni  motori 
a gas.  In  tisiologia  egli  presenti  la  teoria  dell’accomodamento 
dell'occhio  mediante  la  deformazione  delle  lenti.  I utto  ciò  può 
essere  qui  appena  accennato.  11  genio  di  lluvgens  si  rivela  sempre 
più  a mano  a mano  che  i suoi  lavori  vengono  messi  successiva- 
mente in  luce  nella  collezione  delle  sue  opere  complete  (Christian 
Huyghens,  Opere  complete,  pubblicate  dulia  Società  olandese 
delle  scienze.  Haarlem,  1888).  In  una  breve  notizia  piena  di  pie- 
tosa venerazione  I.  Bosscha  ha  dato  un  sunto  dell’insieme  dei 
suoi  lavori  (Christian  Huygens,  diede  am  200.  Ged&chtnisstage 
seines  Lebensendes , traduzione  tedesca  di  Engelmann,  Lipsia, 

1896). 
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III.  Il  contributo  di  Newton. 

1.  Newton  ha  reso  alla  scienza  della  meccanica  un  doppio 
servigio.  Primieramente  la  sua  scoperta  della  gravitazione  uni- 
versale allargò  considerevolmente  il  dominio  della  meccanica 
fisica;  inoltre  siamo  a lui  debitori  AeW enunciato  forniate  dei 
principii  della  meccanica,  ancora  oggi  accettati  generalmente. 
Dopo  Newton  nessun  principio  nuovo  è stato  stabilito,  ed  il  la- 
voro compiuto  in  meccanica  sino  da  quell’epoca  ha  consistito  in 
uno  svolgimento  deduttivo,  formale  e matematico  di  essa  sulla 
base  dei  principii  newtoniani. 

2.  Innanzi  tutto  consideriamo  per  un  momento  i lavori  di 
Newton,  che  riguardano  la  tìsica.  Dalle  osservazioni  di  Ticone 
Urahe  e dalle  sue  proprie  Keplero  aveva  dedotto  le  tre  leggi 
empiriche  seguenti  del  movimento  dei  pianeti  attorno  al  Sole, 
che  Newton  spiegò  col  suo  nuovo  principio: 

1)  I pianeti  si  muovono  descrivendo  ellissi  attorno  al  Sole 
come  foco. 

2)  II  raggio  vettore,  che  congiunge  un  pianeta  al  Sole,  de- 
scrive aree  eguali  in  tempi  eguali. 

3)  I cubi  dei  raggi  maggiori  delle  orbite  sono  proporzio- 
nali ai  quadrati  dei  tempi  di  rivoluzione. 

Essendo  chiaramente  nota  la  dottrina  di  ( falileo  e di  Huygens, 
se  si  cerca  di  dedurne  le  conseguenze  logiche,  si  vedrebbe  che 
il  moto  curvilineo  di  un  corpo  può  comprendersi  solo  ammet- 
tendo l’esistenza  di  un’accelerazione  continua,  dematrice,  e cosi 
ci  troviamo  condotti  a cercare  nei  moti  dei  pianeti  un’accelera- 
zione di  questa  specie,  che  sarà  perciò  sempre  diretta  verso  la 
concavità  dell’orbita. 

Ora  la  legge  delle  aree  si  spiega  assai  semplicemente,  sup- 
ponendo che  il  pianeta  possegga  un’accelerazione  costantemente 
diretta  verso  il  Sole.  Infatti  sia  SAB  (fig.  125)  il  settore  de- 
scritto dal  raggio  vettore  in  un  elemento  di  tempo  ; se  l’accele- 
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razione  fosse  nulla,  questo  raggio  descriverebbe  nell’elemento  di 
tempo  successivo  il  settore  SBC,  BC  essendo  uguale  ad  AB 
e posto  sul  prolungamento  di  AB.  Ma 
durante  il  primo  elemento  di  tempo  un’ac- 
celerazione centrale  ha  prodotto  una  certa 
velocità,  che  fa  percorrere  al  pianeta  lo 
spazio  BD  nello  stesso  tempo;  il  secondo 
settore  elementare  descritto  dal  raggio 
non  è più  SBC,  ma  bensì  SBE,  es- 
sendo BE  la  diagonale  del  parallelo- 
gramma costruito  con  B(  ' e BD.  Ma  si 

vede  che  è SBE  = SBC  = SA  B.  La  legge  delle  aree  o dei 
settori  è perciò  una  conseguenza  immodiata  della  ipotesi  di  una 
accelerazione  centrale. 

Così  siamo  condotti  ad  accettare  l'ipotesi  dell'accelerazione 
centrale  ; la  terza  Isgi/e  dà  la  forma  di  questa.  Infatti  le  or- 
bite dei  pianeti  essendo  ellissi  assai  poco  differenti  dalle  cir- 
conferenze, ammetteremo  per  semplicità  che  esse  siano  esatta- 
mente circolari.  Indicando  allora  con  R,  , R4  , R;)  ■ ■ • i loro  raggi 
e con  T,  , Tj  , T, . . . i tempi  rispettivi  delle  rivoluzioni,  la  terza 
legge  di  Keplero  si  può  scrivere  così  : 

.Sii.  =_  -5jl  = = , . . = Costante. 

T*.  T24  T*a 

D’altra  parte  si  è trovato  che  l’accelerazione  centripeda  nel 

4 ti  2 R 0 

moto  circolare  era  data  dalla  formula  <p  = — • Se  si  sup- 
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K 


IV  „ 

pone  che  per  tutti  i pianeti  <p  segua  la  legge  cp  = — , ove  K. 
è una  costante,'  avremo  : 
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Poiché  si  è condotti  cosi  all’ipotesi  eli  un'accelerazione  cen- 
trale inversamente  proporzionale  al  quadrato  della  distanza,  la 
reciproca,  cioè  la  dimostrazione  del  fatto  che  questa  accelera- 
zione produce  un  moto,  la  cui  traiettoria  è una  conica,  e parti- 
colarmente un  ellisse,  non  è altro  che  una  mera  questione  di 
analisi  matematica. 

3.  Oltre  a questa  contribuzione  deduttiva , d’altra  parte  pre- 
parata in  tutti  i punti  da  Keplero,  Galileo  e Huvgens,  la  scienza 
e ancora  debitrice  a Newton  ili  un  lavoro  di  invenzione  che 
dobbiamo  apprezzare;  e da  parte  nostra  non  esitiamo  a con- 
siderare quest’ultimo  il  più  importante  di  tutti.  Di  qual  natura 
è 1 accelerazione,  che  forma  la  condizione  necessaria  del  movi- 
mento curvilineo  dei  pianeti  intorno  al  Sole  e dei  satelliti  in- 
torno ni  pianeti  ? 

( on  una  grande  audacia  di  pensiero  Newton  ammette  (e  pri- 
mieramente mediante  l’esempio  della  Luna)  che  questa  accelera- 
zione non  è essenzialmente  differente  da  quell’accelerazione  della 
gravità,  che  ci  è tanto  familiare.  Fu  probabilmente  il  principio 
di  continuità,  di  cui  si  è già  indicato  l’uso  importante  fattone 
da  (ialileo  nei  suoi  lavori,  che  condusse  Newton  a questa  sco- 
perta. Egli  era  uso  — e questa  abitudine  sembra  essere  stata 
comune  a tutti  i pensatori  veramente  grandi  — di  attenersi  fer- 
mamente e anche  lungamente,  per  quanto  era  possibile,  ad  una 
concezione,  quando  fosse  stata  bene  stabilita,  anche  per  i casi, 
in  cui  le  circostanze  fossero  modificate  in  maniera  da  conservare 
nella  rappresentazione  quella  uniformità,  che  la  natura  c’ insegna 
di  riconoscere  nei  suoi  lenomeni.  Una  proprietà  della  natura,  una 
volta  costatata  e in  un  luogo  qualunque,  si  ritrova  per  tutto  e 
sempre , quantunque  forse  in  un  modo  meno  appariscente.  Ve- 
dendo che  l’attrazione  terrestre  non  si  esercita  • solamente  alla 
superficie  della  terra,  ma  si  fa  anche  sentire  sulle  alte  montagne 
e nelle  profonde  miniere,  il  fisico  abituato  alla  continuità  del 
pensiero  si  rappresenta  quest’attrazione  anche  come  operante  ad 
altezze  e a profondità  maggiori  di  quelle,  che  ci  sono  accessibili. 
Egli  domandò  a sè  stesso:  ‘‘Ove  è il  limite  della  sua  azione? 
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Questa  azione  si  estende  fino  alla  Luna  ? „ Questa  questione  dà 
origine  ad  un  potente  slancio  d’immaginazione,  e quando  essa 
è posta  da  un  genio  intellettuale  come  quello  di  Newton,  essa 
necessariamente  trae  seco  i più  grandi  progressi  scientifici. 

Siccome  Rosenberger  ne  parla  di  nuovo  nella  sua  opera: 
Newton  inni  scine  phi/sikalisc/ten  Princijnen  (1895),  egli  dimo- 
stra giustamente  che  Newton  non  è il  primo,  cui  sia  venuto  in 
mente  l’idea  della  gravitazione  universale,  e che  invece  vi  sono 
stati  numerosi  meritevolissimi  predecessori.  Questo  apprezzamento 
è giusto;  ma  si  può  dire  che  presso  tutti  i suoi  predecessori 
riscontriamo  solo  presentimenti,  tentativi  o discussioni  imperfette 
della  questione  e che  prima  di  Newton  nessuno  ha  manifestato 
questa  idea  in  modo  così  completo  e cosi  energico;  talché  al 
disopra  ed  oltre  il  grande  problema  matematico  che  Rosenberger 
riconosce,  qui  ancora  rimane  a Newton  l’onore  del  colossale  fatto 
della  immaginazione  scientifica. 

Fra  i predecessori  di  Newton  innanzi  tutto  ricorderemo  Co- 
pernico, che  disse  nel  1543:  “Io  almeno  sono  d’avviso  che  il 
peso  non  è altro  che  una  tendenza  naturale  che  la  provvidenza 
divina  del  padrone  del  mondo  ha  dato  alle  parti,  secondo  la 
(piale  esse  possono  formare  la  loro  unità  e la  loro  integrità  col- 
legandosi insieme  sotto  la  l'orma  sferica  ; e si  può  ammettere  che 
questa  tendenza  si  trovi  pure  nel  Sole,  nella  Luna  e negli  altri 
pianeti ...  „.  Keplero  nel  1609.  come  prima  Gilberto  nel  l(i(X), 
concepì  pure  la  gravità  come  analoga  all’attrazione  magnetica. 
Sembra  che  mediante  questa  analogia  Hook  e pervenne  all’idea 
di  una  diminuzione  di  peso  con  la  distanza  ; e siccome  egli  sup- 
poneva che  la  gravità  agisse  per  irradiazione,  pensò  pure  all’a- 
zione in  ragione  inversa  del  quadrato.  Tentò  di  dimostrare  la 
diminuzione  della  gravità  mediante  pesate  eseguite  sulla  cima 
della  badia  di  Westminster  sui  corpi  sospesi  in  alto  e in  basso, 
per  mezzo  di  pendoli  e di  piatti  di  bilancia  (precisamente  come 
le  esperienze  moderne  di  Jolly"):  queste  esperienze  evidentemente 
non  ebbero  alcun  risultato.  Per  dimostrare  l’esistenza  del  moto 
dei  pianeti  adopera  con  molta  perspicacia  il  pendolo  conico.  Così 
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Hooke  realmente  si  accostò  molto  alle  concezioni  di  Newton,  ma 
senza  tuttavia  arrivare  alla  loro  altezza. 

In  due  Memorie  assai  notevoli  (Keplers  Lehre  voti  der  Gravi- 
tation , Halle,  1896;  Die  Gravitation  bei  (lui ileo  a.  Barelli,  Mer- 
lino, 1897)  E.  Goldbeck  studia  la  preistoria  della  gravitazione  con 
Keplero  da  una  parte  e Galileo  e Morelli  dall’altra.  Keplero,  ad  onta 
della  sua  adesione  alle  idee  aristoteliaue  e scolastiche,  seppe  ricono- 
scere che.  la  questione  del  sistema  planetario  è un  vero  problema 
lisico.  Secondo  lui  la  Luna  è tratta  in  t/iro  dalla  Terra  nel  suo  mo- 
vimento intorno  al  Sole  e dal  canto  suo  essa  tira  a sè  il  flusso  del 
mare  come  fa  la  Terra  per  i corpi  pesanti.  Egli  attribuisce  pure  l’o- 
rigine del  moto  dei  pianeti  al  Sole,  che  considera  come  una  delle 
parti  di  una  leva  non  materiale,  che  trae  seco  nella  sua  rotazione 
i pianeti  tanto  più  velocemente,  quanto  più  sono  ad  esso  vicini. 
Questa  concezione  gli  offre  il  mezzo  di  scoprire  che  il  Sole  ruota 
su  se  stesso  in  meno  di  ottantotto  giorni,  che  è la  durata  della 
rivoluzione  di  Mercurio.  Solo  per  caso  egli  suppone  il  Sole  ana- 
logo ad  una  calamita,  che  ha  un  moto  di  rotazione  davanti  ai 
pianeti  pur  essi  calamitati.  Nel  sistema  del  mondo  di  Galileo 
predomina  il  punto  di  vista  formale,  matematico  ed  estetico. 
Respinge  ogni  ipotesi  di  attrazione  e taccia  di  puerilità  le  idee 
di  Keplero.  Parlando  propriamente  il  problema  del  sistema  pla- 
netario non  costituisce  ancora  per  lui  un  problema  fisico.  Tut- 
tavia ammette  con  Gilberto,  che  un  punto  matematico  “ vuoto  „ 
non  può  avere  azione  e rende  alla  scienza  un  segnalato  servigio 
mediante  la  sua  dimostrazione  della  natura  terrestre  dei  corpi  del- 
l’universo. Morelli  nelle  sue  ricerche  sui  satelliti  di  Giove  immagina 
i pianeti  come  naviganti  fra  due  strati  di  etere  di  densità  diversa. 
Attribuisce  ad  essi  una  tendenza  naturale  nd  avvicinarsi  al  corpo 
centrale  (l’espressione  di  attrazione  è evitata),  che  è tenuto  in 
equilibrio,  durante  la  loro  rivoluzione,  come  il  punto  fisso  di  una 
fionda.  Morelli  spiega  le  sue  concezioni  mediante  un  esperimento 
assai  simile  a quello  che  abbiamo  descritto  al  capitolo  II,  nu- 
mero II,  § 6,  tig.  106.  Come  si  vede  le  sue  idee  si  avvicinano 
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molto  a quelle  di  Newton.  Il  suo  sistema  pertanto  è una  com- 
binazione di  quelli  di  Descartes  e di  Newton. 

Newton  scoprì  pel  primo  nel  caso  della  Luna  che  la  stessa 
accelerazione,  che  governa  la  caduta  delle  pietre,  impedisce  pure 
a quest’astro  di  allontanarsi  dalla  Terra  indefinitamente  e in  linea 
retta,  mentre  la  sua  velocità  tangenziale  le  impedisce  di  cadere 
sulla  Terra.  Il  problema  del  movimento  della  Luna  gli  apparve 
allora  subito  sotto  tuia  luce  intieramente  nuova,  quantunque  sotto 
punti  di  vista  che  erano  perfettamente  noti.  La  nuova  conce- 
zione era  ad  un  tempo  stimolante  e convincente,  poiché  essa 
riuniva  oggetti  sino  allora  lontanissimi  e non  conteneva  che  gli 
elementi  più  noti;  ciò  spiega  la  sua  rapida  applicazione  ad  altri 
campi  e la  sua  influenza  universale. 

La  nuova  concezione  di  Newton  non  fornì  solo  la  soluzione 
del  problema  del  movimento  dei  pianeti,  proposto  da  migliaia 
d’anni,  ina  rese  anche  possibile  l' intelligenza  di  altri  fenomeni. 
Siccome  l’accelerazione  della  gravità  agisce  sino  sulla  Luna  e 
che  nella  sua  azione  non  ha  limite,  così  le  accelerazioni  prodotte 
dagli  altri  corpi  celesti  — cui  il  principio  di  continuità  vuole 
che  attribuiamo  le  stesse  proprietà,  — agiscono  ovunque,  e quindi 
hanno  un’azione  sulla  Terra.  Ma  se  la  gravitazione  è un  feno- 
meno, che  non  appartiene  solo  alla  Terra,  allora  non  ha  la  sua 
sede  unicamente  nel  centro  ili  essa:  ciascuna  sua  parte  vi  par- 
tecipa per  quanto  piccola  essa  sia;  ciascuna  di  esse  accelera  le 
altre  parti.  Le  concezioni  fisiche  hanno  così  guadagnato  una 
estensione  e una  libertà,  di  cui  prima  di  Newton  non  si  aveva 
alcun  presentimento. 

Questa  concezione  generò  per  così  dire  spontaneamente  un’in- 
tera serie  di  questioni  riguardanti  l’azione  delle  sfere  sopra  altri 
corpi  esterni,  interni  o posti  sulla  loro  superficie,  e ad  un  tempo 
le  ricerche  sulla  forma  della  Terra  e sul  suo  schiacciamento  a 
causa  della  rotazione.  L’enigma  del  problema  delle  maree,  la  cui 
relazione  colla  Luna  era  già  stata  osservata  da  tempo,  si  trovò 
tutto  ad  un  tratto  risoluto  mediante  l’accelerazione  impressa  da 
quest'astro  alla  massa  più  mobile  delle  acque  terrestri. 
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Newton  giunse  a comprendere  l'identità  della  gravità  terre- 
stre e della  gravità  generale,  cioè  della  gravitazione  che  deter- 
mina i movimenti  dei  corpi  celesti,  immaginando  una  pietra  lan- 
ciata orizzontalmente  dalla  vetta  di  un’alta  montagna  con  velocità 
successivamente  maggiore.  Se  si  fa  astrazione  della  resistenza 
dell’aria,  la  parabola  di  proiezione  aumenterà  sempre  più  sino 
a che  ialine  non  tocchi  più  la  Terra,  e che  il  proietto  si  metta 
a ruotare  attorno  a questa  come  un  satellite.  Il  suo  punto  di 
partenza  è il  fatto  della  gravità  universale,  figli  dice  chiaramente 
che  non  è riuscito  a trovare  la  spiegazione  di  questo  fenomeno 
e che  non  si  arrischia  a questo  riguardo  di  fare  alouna  ipotesi. 
Nullameno  si  può  vedere  da  una  delle  sue  lettere  a Bentley  che 
egli  ha  nell’animo  qualche  inquietudine.  Gli  sembra  assurdo 
ammettere  che  la  gravitazione  della  materia  sia  essenziale  e spon- 
tanea e che  un  corpo  possa  agire  sopra  un  altro  attraverso  a 
uno  spazio  voto  e senza  un  intermediario;  masi  rifiuta  di  occu- 
parsi della  natura  materiale  o immateriale  (spirituale?)  di  questo 
agente  intermediario.  Dunque  Newton  ha  inteso  come  altri  in- 
vestigatori, alcuni  dei  quali  lo  precedettero  ed  altri  vennero  dopo, 
il  bisogno  di  una  spiegazione  della  gravità  mediante  particolari 
azioni  per  contatto.  Ma  il  grandissimo  successo  che  ottenne  Newton 
nell’astronomia,  ponendo  le  forze  a distanza  come  base  della  de- 
duzione, cambiò  subito  intieramente  la  situazione.  Gli  investi- 
gatori si  abituarono  alle  forze  a distanza,  considerate  come  punto 
di  partenza  dato  dalla  spiegazione  ed  il  bisogno  di  ricercare  la 
loro  provenienza  subito  scomparsa  completamente.  Allora  fu  fatto 
il  tentativo  di  introdurre  queste  forze  negli  altri  campi  della 
tisica,  concependo  i corpi  come  costituiti  di  molecole  separate 
da  spazi  vuoti  e operanti  a distanza  le  une  sulle  altre.  Final" 
mente  quest’azione  a distanza  delle  loro  molecole  servi  anche  a 
spiegare  la  resistenza  che  i corpi  oppongono  alla  pressione  e 
all’urto,  cioè  l’azione  a contatto  : infatti  mediante  la  discontinuità, 
quest’ultima  azione  è rappresentata  da  un’azione  più  complicata 
della  prima.  Per  questo  Laplace  e i suoi  contemporanei  tennero 
in  gran  favore  le  forze  a distanza.  Le  naturali  e geniali  conce- 
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•/ioni  di  Faraday  e la  loro  formulazione  matematica  di  Maxwell 
hanno  rimesso  in  voga  le  azioni  a contatto.  Diverse  difficoltà, 
avevano  già  indosso  gli  astronomi  a dubitare  del  rigore  delle 
leggi  di  Newton,  e si  tentò  di  introdurvi  piccole  modificazioni 
quantitative;  ma  dopo  che  fu  provato  che  le  azioni  elettriche 
impiegavano  un  certo  tempo  a propagarsi,  si  presentò  natural- 
mente di  nuovo  la  questione  di  cercare  mia  proprietà  analoga 
nelle  azioni  simili  alla  gravità.  Infatti  la  gravità  ha  la  maggiore 
analogia  con  le  azioni  elettriche  a distanza  ; ma  almeno  in  tutti 
i fenomeni  conosciuti  fin  qui,  essa  ha  con  se  solo  un’attrazione 
e non  una  repulsione.  Poppi  ( Ueber  pine  Erweitemng  rles  Gra- 
vi tationsgesetzes , Sitzuugsber.  d.  Mtlnch.  Akad.,  1897,  p.  fi  e seg.) 
è di  opinione,  che  si  può,  senza  trovarsi  in  contraddizione  coi 
fatti,  ammettere  l’esistenza  ili  masse  negative  che  si  attraggono 
egualmente  fra  loro,  ma  che  respingono  le  masse  positive  e sono 
respinte  da  queste;  e cosi  si  può  giungere  a concepire  campi  di 
gravitazione  finiti  analoghi  ai  campi  elettrici.  Drude  (nella  sua 
relazione  sulle  azioni  a distanza  fatta  al  congresso  delle  scienze 
naturali  in  Germania  nel  1897)  conta,  risalendo  fino  a Laplace, 
un  gran  numero  di  ricerche  che  hanno  per  oggetto  di  trovare 
la  velocità  di  propagazione  della  gravitazione.  Il  loro  risultato 
può  considerarsi  come  negativo,  poiché  le  velocità  di  propaga- 
zioni possibili  non  concordano  fra  loro  e sono  tutte  grandissimi 
multipli  della  velocità  della  luce.  Solo  Paolo  Gerber  {Ueber  die 
rduviliche  and  zeitliche  Ausbreitung  dei'  Gravitation.  Zeistchr. 
f.  Math.  u.  Pliys.,  1898,  II)  trova,  dal  movimento  del  perielio  di 
Giove,  il  quale  è di  41  secondi  per  secolo,  che  la  velocità  della  gra- 
vitazione è uguale  a quella  della  luce;  questa  esperienza  è fa- 
vorevole all’ipotesi,  la  quale  fa  dell’etere  l’agente  della  gravi- 
tazione. Confrontare  anche  una  Memoria  di  Wien  sulla  possibilità 
di  una  base  elettrouiagratica  della  meccanica  (Archives  néerlan- 
daises.  La  Haye,  1900,  pag.  96). 

4.  La  reazione  delle  nuove  scoperte  fisiche  sulla  meccanica 
non  potè  tardare  a farsi  sentire.  Le  accelerazioni  che,  mediante 
je  nuove  concezioni,  può  prendere  lo  stesso  corpo  secondo  le 
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posizioni  die  oso  occupa  sullo  spazio,  presentavano  immediata- 
mente allo  spirito  l’idea  di  un  corpo  di  peso  variabile  nel  (piale 
si  riconoscerei)!  ie  ancora  tuttavia  una  caratteristica  invariabile. 
Così  i concetti  di  peno  e di  massa  furono  nettamente  separati 
per  la  prima  volta.  Dopo  aver  riconosciuto  la  variabilità  dell’ac- 
celerazione, Newton  constatò,  mediante  acconce  esperienze,  che 
l’accelerazione  della  gravità  era  indipendente  dalla  costituzione 
chimica  dei  corpi;  ne  risultarono  nuovi  punti  indicativi  per  Delu- 
cidazione della  relazione  fra  la  massa  e il  peso  ; ne  parleremo 
fra  breve  partitameute.  Finalmente  i lavori  di  Newton  fecero 
comprendere  molto  meglio  che  non  si  fosse  potuto  fare  prima, 
la  possibilità  di  applicare  uni  venialmente  la  nazione  di  forza, 
come  l’aveva  posta  Galileo.  Non  si  può  più  credere,  d’ora  in- 
nanzi, che  epiesto  concetto  fosse  unicamente  applicabile  alla 
caduta  dei  corpi  e ai  fenomeni  vicini.  La  generalizzazione 
venne  per  così  dire  da  se  stessa  senza  richiamare  un’attenzione 
particolare. 

5.  Siamo  giunti  alla  discussione  delle  ricerche  di  Newton 
nelle  loro  relazioni  con  i pr incipit  tlella  meccanica.  In  questa 
discussione  innanzi  tutto  tenteremo  di  presentare  esattamente  al 
lettore  le  idee  di  Newton,  limitandoci  nella  nostra  esposizione 
a qualche  osservazione  preparatoria,  riservandoci  la  nostra  critica 
per  i paragrafi  successivi. 

Dalla  semplice  lettura  del  suo  'Trattato  (Philosophiae  Natu- 
rulis  Principia  Mathematica.  Londini,  1687)  si  vede  subito  che 
i suoi  principali  progressi  su  Galileo  ed  Huygens  sono  i se- 
guenti : 

1 1 La  generalizzazione  del  concetto  di  forza. 

2)  L’introduzione  del  concetto  di  massa. 

3)  L’enunciato  esatto  e generale  del  principio  del  paralle- 
logramma delle  forze. 

4)  L’introduzione  del  principio  dell’eguaglianza  dell’azione 
e della  reazione. 

6.  Sul  primo  punto  non  rimane  che  ben  poco  da  aggiungere 
a ciò  che  si  è già  detto.  Newton  concepiva  tutte  le  circostanze 
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determinanti  del  moto , non  solamente  la  gravità,  ma  anche  1 attra- 
zione dei  pianeti,  il  magnetismo,  ecc.  come  determinanti  di  acce- 
lerazione. Egli  fa  espressamente  osservare  che  con  le  parole 
attrazione,  ecc.,  non  esprime  alcuna  opinione  sull’origine  od  il 
carattere  di  questa  azione  reciproca,  ma  vuole  semplicemente 
designare  l’apparenza  sensibile  dei  fenomeni  del  movimento. 
Newton  assicura,  e vi  insiste  più  volte,  che  egli  non  si  occupa 
di  speculazioni  sulle  cause  ignote  dei  fenomeni,  ma  unicamente 
della  ricerca  e della  constatazione  dei  fatti;  questo  indirizzo  di 
pensiero,  che  egli  significa  si  chiaramente  nelle  parole:  “ hypo- 
t/ieses  non  fingo , „ lo  mostra  come  un  filosofo  di  gran  valore, 
che  nella  completa  padronanza  di  se  stesso  si  propose  di  cono- 
scere la  natura  (1). 


(1  Le  regole  che  Newton  s' impose  nelle  ricerche  del  fenomeni 
naturali  ne  sono  un’eccellente  prova:  ..  . 

Regole  che  bisogna  seguire  nella  ricerca  della  fisica. 

Resola.  1.  — Non  bisogna  ammettere  che  quelle  cause  che  sono 
necessarie  per  spiegare  i fenomeni. 

Regola  II.  — Gli  effetti  della  stessa  specie  debbono  essere 
sempre  attribuiti  cosi,  per  quanto  è possibile,  alla  stesso  causa.  iCome 
la  respirazione  dell’uomo  e quella  delle  bestie;  la  caduta  ^di  una 
pietra  in  Europa  ed  in  America;  la  luce  ilei  fuoco  qui  in  lena  e 
quella  del  Sole;  la  riflessione  della  luce  sullo  Terra  e nei  pianeti). 

Regola  111.  — Le  qualità  dei  corpi,  che  non  sono  suscettibili 
nè  di  aumento,  nè  ili  diminuzione,  e che  appartengono  a tutti  i 
corpi  su  cui  si  possono  fare  esperimenti,  debbono  considerarsi  come 
appartenenti  a tutti  i corpi  in  generale.  (Newton  fu  seguire  questa 
regola  da  un  elenco  delle  proprietà  generali,  che  è stato  introdotto 
in  tutti  i libri  di  testo). 

Infine,  poiché  è constatato  dalle  esperienze  e dalle  osservazioni 
astronomiche,  che  tutti  i corpi  che  sono  vicini  alla  superficie  della 
terra,  gravano  su  essa  secondo  la  quantità  della  materia,  che  la 
Luna  gravita  sulla  Terra  in  ragione  delia  sua  quantità  di  materia, 
che  il  nostro  mare  a sua  volta  gravita  sulla  Luna,  che  tutti  i pia- 
neti gravitano  reciprocamente  gli  uni  sugli  altri,  e die  lo  comete 
pure  gravitano  sul  Sole.  Si  può  concluderei  secondo  questa  terza 
regola,  elio  tutti  i corpi  gravitano  reciprocamente  gli  uni  verso  gli 

Regola  IV.  — Nella  filosofia  sperimentale  le  proposizioni,  tratte 
mediante  l’induzione  dei  fenomeni,  si  devono  considerare,  ad  onta 
delle  ipotesi  contrarie,  come  esattamente  ed  approssimatamente  vere, 
sino  a che  qualche  altro  fenomeno  le  confermi  interamente  o faccia 
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7.  Rispetto  al  concetto  ili  massa  osserviamo,  che  la  defini- 
zione che  ne  dà  Newton,  e secondo  la  ijvmle  la  massa  e la  quan- 
tità di  materia  di  un  corpo,  determinata  dal  prodotto  del  vo- 
lume e della  densità,  è infelice.  Il  circolo  vizioso  è evidente 
poiché  non  si  può  definire  la  densità  che  come  massa  dell'unità 
di  volume.  Newton  intese  distintamente  che  a ciascun  corpo  era 
inerente  una  caratteristica  determinata  di  moto,  differente  per 
il  suo  peso,  che  chiameremo  con  lui  massa;  ma  egli  non  è riu- 
scito ad  esprimere  esattamente  questa  conoscenza.  Ritorneremo 
su  questo  punto,  ma  per  ora  ci  limiteremo  alle  seguenti  osser- 
vazioni preliminari. 

8.  Numerosissime  esperienze,  di  cui  molte  erano  conosciute  da 
Newton,  indicano  chiaramente  l’esistenza  di  uua  caratteristica 
determinante  il  moto  distinta  dal  peso.  Se  si  sospende  (fig.  12G) 
un  volante  con  un  filo,  e lo  s’innalza  mediante  una  puleggia, 
si  ha  la  sensazione  del  peso  del  volante.  Se  questo  è posto  sopra 
un'asse  perfettamente  cilindrico  e levigato  e cosi  bene  equili- 
brato quanto  è possibile,  il  suo  peso  non  gli  farà  prendere  al- 
cuna posizione  determinata.  Tuttavia  proveremo  una  forte  resi- 


stenza, quando  tenteremo  o di  met- 
terlo in  moto  se  esso  è immobile, 
o di  arrestarlo,  se  esso  è in  moto. 
Fu  questa  esperienza,  che  condusse 
ad  ammettere  una  proprietà  par- 
ticolare della  materia,  chiamata 
inerzia,  o meglio  forza  d’inerzia, 
ciò  che  è inutile  come  lo  si  è visto 
e come  lo  spiegheremo  ancora  in 
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Fig.  120. 


seguito.  Due  carichi  eguali  innalzati  simultaneamente  resistono 
coi  loro  pesi,  ma  se  essi  si  attaccano  alle  estremità  di  uua  ca- 


valiere che  esse  sono  suscettibili  di  eccezioni.  Poiché  un'ipotesi  non 
può  indebolire  i ragionamenti  fondati  sull’induzione  ricavata  dal- 
l’esperienza. 

(Tutte  le  citazioni  di  Newton  fatte  in  quest'opera  sono  state 
prese  dai  suoi  Principia,  ecc. 
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tena,  passante  sopra  una  puleggia,  allora  essi  resistono  mediante 
la  loro  mussa  al  movimento,  o piuttosto  al  cambiamento  di  ve- 
locità della  puleggia.  Un  peso  considerevole,  sospeso  all’estre- 
mità di  un  filo  lunghissimo,  da  formare  un  pendolo,  può  essere 
trattenuto  mediante  un  piccolissimo  sforzo  in  una  posizione  vici- 
nissima alla  verticale:  la  componente  del  peso,  che  spinge  il 
pendolo  verso  la  sua  posizione  d’equilibrio,  è assai  piccola.  Non 
pertanto  proveremo  una  resistenza  notevole,  se  tentiamo  dimet- 
tere rapidamente  il  pendolo  in  moto  o di  trattenerlo.  Poniamo 
che  un  peso  sia  sostenuto  da  un  pallone;  allora  non  si  deve  più 
tener  conto  di  esso  e tuttavia  esso  oppone  una  resistenza  sen- 
sibile ad  ogni  moto.  Inoltre  aggiungiamo  che  uno  stesso  corpo 
osservato  sotto  latitudini  differenti  e in  differenti  luoghi,  pre- 
senta cambiamenti  notevoli  nell’accelerazione  dovuta  alla  gravità. 
Cosi  si  riconoscer-  che  la  massa  è una  caratteristica  del  moto 
diversa  dal  peso. 

E ancora  necessario  di  far  vedere,  che  essendo  dato  l'indi- 
rizzo delle  idee  particolari  di  Newton,  la  sua  concezione  della 
/nassa  fu  psicologicamente  vicinissima  a quella  di  quantità  di 
materia.  Non  si  poteva  d’altronde  aspettarsi  che  un  investiga- 
tore in  quest’epoca  si  fosse  preoccupato  degli  studi  critici  sulla 
origine  del  concetto  di  materia.  Quest’ultimo  concetto  si  è svolto 
in  un  modo  tutto  istintivo;  si  trovò  per  così  dire  interamente 
eseguito  e fu  accettato  affatto  naturalmente.  Lo  stesso  fenomeno 
si  verificò  rispetto  al  concetto  di  forza.  Ma  la  forza  se  in  lira  ine- 
rente alla  materia;  e Newton,  precisamente  assegnando  a tutte 
le  molecole  materiali  forze  di  gravitazione  analoghe,  e conside- 
rando le  attrazioni  reciproche  degli  astri  come  le  somme  di 
queste  attrazioni  particolari,  fece  direttamente  apparire  queste 
forze  come  connesse  alla  quantità  di  materia.  Bosenberger  ha 
insistito  su  questa  ultima  circostanza  ( Newton  und  scine  phy- 
sikalischen  Principien.  Lipsia,  1895;  in  particolare  pag.  192). 

In  un’altra  opera  ( Anulyse  der  Empfindungen)  ho  cercato 
di  dimostrare  come  la  costanza  del  legame  fra  le  sensazioni  di- 
stinte ci  conduca  all’ipotesi  di  una  costanza  assoluta  che  chia- 
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Dilanio  sostanza.  L’esempio  ili  una  di  queste  sostanze,  che  si 
presenta  come  più  prossimo  e più  immediato,  è quello  di  un 
corpo  mollile,  che  è possibile  di  distinguere  da  tutto  ciò  che  lo 
circonda.  Se  questo  corpo  può  essere  diviso  in  parti  simili,  di 
cui  ciascuna  presenta  un’insieme  di  proprietà  costanti,  otterremo 
la  rappresentazione  d’una  sostanza  variabile  quantitativamente, 
che  chiameremo  materia.  D’altronde  la  parte  che  togliamo  in 
un  corpo,  riapparirebbe  in  altro  posto  precisamente,  perchè  essa 
è stata  tolta;  l’insieme  della  quantità  di  materia  sembra  dunque 
costante.  Ma  un  esempio  più  rigoroso  ci  fa  vedere  che  vi  sono 
in  realtà  tante  quantità  sostanziali  distinte,  quante  sono  le  pro- 
prietà dei  corpi;  allora  la  materia  non  conserva  altra  funzione 
all’ infuori  di  quella  di  rappresentare  la  connessione  costante  fra 
le  proprietà  particolari;  la  massa  è semplicemente  una  di  queste 
(cfr.  Principiai  iter  Wàmtelehre,  1896,  pag.  425). 

9.  Newton  dimostra  che  in  certe  circostanze  la  massa  di  un 
corpo  può  tuttavia  essere  misurata  mediante  il  suo  peso.  Questo 
punto  è importante.  Si  consideri  un  corpo  posto  sopra  un  so- 
stegno, su  cui  esso  esercita  una  pressione  col  suo  peso.  Si  ac- 
quista facilmente  l’idea  che  un  altro  corpo  eguale  al  doppio,  al 
triplo,  alla  metà  o al  terzo  del  primo  esercita  una  pressione  eguale 
al  doppio,  al  triplo,  alla  metà  od  al  terzo  della  pressione  primitiva. 
Supponiamo  che  l’accelerazione,  dovuta  alla  gravita,  sia  accresciuta, 
diminuita  od  annullata  ; allora  dobbiamo  aspettarci  che  la  pressione 
si  accrescerà,  diminuirà  o scomparirà.  1 ed'iarno  che  la  pressione 
prodotta  dal  peso  aumenta,  decresce  o si  annulla  con  la  “ quan- 
tità di  materia  „ e con  l’ intensità  dell’accelerazione  dovuta  alla 
gravità.  Il  modo  più  semplice  col  quale  pos- 
\ j.  { siamo  riconoscere  la  pressione  p,  consiste 

» | a.  | a.  1 a~|  nel  vedere  come  può  essere  quantitativa- 

mente  rappresentata,  mediante  il  prodotto 
Fig.  w.  tigli a quantità  della  materia  m e dell’acce- 

lerazione g,  cioè  da  p*=*mg.  Ora  consideriamo  dee  corpi  che 
esercitano  rispettivamente  le  pressioni  p e //,  siano  m ed  in 
le  loro  “ quantità  di  materia  „ e g e g'  le  accelerazioni  dovute 
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alla  gravità:  avremo  p = mg  e p'  = m'g'.  Se  ora  noi  possiamo 
dimostrare  che  qualunque  sia  la  costituzione  chimica  dei  corpi, 
si  ha  in  ciascun  punto  della  superfìcie  terrestre  g — g' , si  avrà: 
m p 

— = — : da  cui  risulta  che  in  ciascun  punto  della  superficie 

m p 

terrestre  la  mossa  può  essere  misurata  dal  peso. 

Mediante  pendoli  della  stessa  lunghezza,  formati  di  sostanze 
differenti,  la  cui  accelerazione  si  era  provato  essere  la  stessa, 
Newton  dimostrò  che  l’accelerazione  g è.  indipendente  dalla  co- 
stituzione chimica  dei  corpi.  Egli  ebbe  cura  di  evitare  le  per- 
turbazioni prodotte  dalla  resistenza  delTaria,  impiegando  pendoli 
formati  di  sfere  di  gran  diametro  esattamente  eguali  e più  o 
meno  incavate,  affinchè  i loro  pesi  fossero  eguali.  Questi  espe- 
rimenti dimostrarono  che  l’accelerazióne  g è la  stessa  per  tutti 
i corpi,  e che  perciò  si  può,  secondo  il  risultato  di  Newton,  mi- 
surare le  quantità  di  materia  o masse  coi  pesi. 

Supponiamo  una  serie  di  corpi  ed  una  calamita,  separati  da 
uno  schcrmaglio.  Se  la  calamita  è molto  forte,  questi  corpi,  od 
almeno  il  maggior  numero  di  essi,  premeranno  sullo  schermaglie. 
Ma  nessuno  penserà  a servirsi  di  queste  pressioni  magnetiche 
per  misurare  le  masse,  come  si  è fatto  per  le  pressioni  dovute 
ai  pesi.  La  disuguaglianza  troppo  evidente  delle  accelerazioni, 
impresse  dalla  calamita  ai  diversi  corpi,  non  fa  venire  in  mente 
questa  idea.  Il  lettore  osserverà  del  resto,  che  tutta  questa  de- 
duzione, presenta  il  fianco  alla  critica,  poiché  essa  suppone  la 
definizione  del  concetto  di  massa,  che  sino  ad  oggi  è stato  solo 
designato,  e di  cui  si  è semplicemente  inteso  la  necessità. 

10.  Dobbiamo  a Newton  l’enunciato  chiaro  del  principio  della 
composizione  delle  forze  fi).  Un  corpo  sottoposto  ad  un  tempo 
a due  forze,  che  separatamente  gli  farebbero  descrivere  nello 
stesso  tempo  all'uno  il  cammino  AB  (fig.  128),  all'altro  il  cam- 


(1)  A proposito  del  teorema  della  composizione  delle  forze  si 
dove  citare  egualmente  Roberval  (1668)  e Lami  (1687);  abbiamo  già 
citato  Varignon. 
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mino  AC,  si  muove  secondo  AD,  poiché  le  due  forze,  ed  i mo- 
vimenti che  esse  producono,  sono  fra  loro  indipendenti.  Questo 
modo  di  vedere  è perfettamente  natu- 
rale e ad  un  tempo  indica  chiaramente 
il  punto  essenziale.  Esso  non  contiene 
nessuno  dei  caratteri  artificiali  e forzati, 
Fio.  ìgK.  (.)ie  furono  ulteriormente  introdotti  nella 


B 
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teoria  della  composizione  delle  forze. 

Si  può  enunciare  il  teorema  in  un  modo  un  po  diverso  per 
accostarlo  alla  forma  che  gli  si  dà  oggi.  Ce  accelerazioni,  che 
diverse  forze  imprimono  ad  uno  stesso  corpo,  sono  le  misure  di 
queste  forze;  ma  i cammini  descritti  in  tempi  eguali  sono  pro- 
porzionati alle  accelerazioni,  e possono  quindi  essere  presi  essi 
stessi  per  misure  delle  forze.  Si  può  dire,  che  se  due  forze  di 
direzioni  AB  ed  AC  e d’intensità  proporzionali  alle  lunghezze 
di  questi  segmenti  sono  applicate  al  corpo  A,  questo  corpo  prende 
un  moto  che  potrebbe  anche  essere  egualmente  prodotto  da 
una  terza  forza,  unica,  rappresentata  in  intensità  e direzione 
dalla  diagonale  del  parallelogramma  costrutto  coi  segmenti  AB 
ed  AC.  Questa  ultima  forza  può  quindi  sostituire  le  due  prime. 
Siano  <p  e i/>  le  accelerazioni  secondo  AB  ed  AC;  si  ha  per  un 

tempo  t di  percorso  AB  = Ì ,P  f c AC  =—»/■’  Supponiamo 
che  AD  sia  percorso  nello  stesso  tempo  da  una  (orza,  che  pro- 
durrei die  l’accelerazione  %\  ne  viene  AD  = — % t*  o: 


AB  : AC  : AD  = ?>:’/':/• 


Cosi  dunque  la  nozione  di  forza,  come  l'ha  stabilita  Galileo, 
conduce  facilmente  al  principio  del  parallelogrammo,  giacché  si 
ammette  l’indipendenza  delle  forze;  ma  senza  quest  ipotesi  si 
cercherebbe  invano  di  stabilire  questo  teorema  con  un  metodo- 
puramente  deduttivo. 
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11.  La  più  importante  contribuzione  di  Newton  ai  principii 
della  meccanica  è forse  l’enunciato  chiaro  e generale  del  prin- 
cipio del  Vegli  agl  ìa»  za  dell’  azione  e della  reazione.  I problemi 
sui  moti  dei  corpi,  che  agiscono  gli  uni  sugli  altri,  non  possono 
essere  risolti  senza  altro  aiuto  oltre  quello  dei  principii  di  Ga- 
lileo; ma  per  determinare  le  azioni  mutue  è necessario  un  nuovo 
principio.  Come  ad  esempio  quello,  di  cui  si  servi  Huygens  nella 
ricerca  del  centro  di  oscillazione,  cosi  anche  il  principio  del- 
l’azione eguale  alla  reazione,  enunciato  da  Newton. 

Secondo  Newton  un  corpo  che  esercita  sopra  un  altro  una 
pressione  od  un’attrazione,  riceve  da  quésto  una  pressione  o 
un’attrazione  eguale  ed  opposta.  L’azione  e la  reazione,  laprés-' 
sione  e la  repulsione  sono  sempre  eguali  fra  loro.  D’altra  parte, 
poiché  Newton  definì  come  misura  della  forza  la  quantità  di  moto 
(prodotto  della  massa  per  la  velocità)  acquistata  nell’unità  di 
tempo,  ne  consegue  che  due  corpi,  che  agiscono  l'uno  sull  altro, 
conseguono  nello  stesso  tempo  quantità  di  moto  eguali  e con- 
trarie, e quindi  si  comunicano  velocità  inversamente  proporzio- 
nali alle  loro  masse. 

Quantunque  il  principio  di  Newton  sembri,  secondo  questa 
esposizione,  molto  più  semplice,  più  immediato  ed  a prima  vista 
più  accettabile  di  quello  di  Huygens.  tuttavia  si  riconobbe  che 
esso  non  contiene  in  alcun  modo  meno  esperienze  inanalizzate 
e meno  elementi  istintivi.  L’impulso  primo  che  condusse  a sta- 
bilire questo  principio  è senza  alcun  dubbio  di  natura  puramente 
istintiva.  Si  sa  che  non  si  prova  una  resistenza  da  parte  di  un 
corpo,  ohe  nel  momento  in  cui  si  tenta  di  metterlo  in  moto. 
Vogliamo  lanciare  più  velocemente  una  pietra,  più  forte  sarà 
l’impulso  che  il  nostro  corpo  subirà  in  senso  contrario.  La  pres- 
sione e la  repulsione  vanno  accoppiate.  L ipotesi  dell’eguaglianza 
dell’azione  e della  reazione  è perciò  immediata,  se  come  ha  latto 
Newton  s’immagina  un  filo  teso,  od  una  molla  tesa  o compressa, 
che  congiunge  i due  corpi. 

Nella  statica  si  trovano  numerose  conoscenze  istintive,  che 
contengono  il  principio  in  parola,  per  esempio  questa  volgare 
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esperienza,  secondo  la  quale  non  possiamo  innalzare  nell’aria  noi 
stessi,  tirando  su  la  nostra  sedia.  In  uno  scolio,  in  cui  egli  cita 
i lisici  Wren,  Iiuygens  e Wallis,  come  suoi  predecessori,  che 
hanno  applicato  questo  principio,  Newton  espone  considerazioni 
analoghe.  Immagina  la  Terra,  di  cui  ciascuna  molecola  gravita 
verso  tutte  le  altre,  tagliata  con  un  piano  qualunque.  Se  la  pres- 
sione di  una  delle  due  parti  sull’altra  non  fosse  eguale  alla 
contro-pressione  la  Terra  dovrebbe  muoversi  nel  senso  della 
maggiore  di  queste  due  azioni  ; ora  la  nostra  esperienza  insegna, 
che  il  moto  di  uu  corpo  non  può  essere  determinato  clic  da 
corpi  esterni.  Inoltre,  siccome  noi  possiamo  far  passare  questo 
piano  di  divisione  per  qualunque  punto  e dargli  uua  direzione 
qualunque,  la  direzione  di  questo  moto  sarebbe  interamente  in- 
determinata. 

12.  L’oscurità  della  nozione  di  massa  si  fa  di  nuovo  sentire, 
quando  si  vuol  far  uso  in  Dinamica  del  principio  dell’azione 
eguale  alla  reazione.  L’azione  e la  reazione  possono  essere  eguali; 
ma  donde  conosciamo  che  azioni  eguali  producono  velocità  che 
sono  in  ragione  inversa  delle  masse?  Newton  sentì  pure  il  bi- 
sogno reale  di  confermare  questo  principio  fondamentale  con 
l’esperienza.  Iu  uno  scolio  egli  parla  dell’esperimento  di  Wren 
sull'urto  e di  esperienze  analoghe,  che  egli  stesso  lm  eseguite. 
Egli  mise  in  una  prima  boccetta  una  calamita  e in  una  seconda 
un  pezzo  di  ferro;  e dopo  averle  chiuse  le  fece  galleggiare  in 
un  vaso  pieno  d’acqua,  e le  lasciò  agire  Turni  sull  altra.  Le  boc- 
cette si  avvicinarono,  si  urtarono,  restarono  unite;  e finalmente 
si  stabili  l’equilibrio.  Questa  esperienza  prova  l’eguaglianza  del- 
l’azione e della  reazione,  come  pure  l’eguaglianza  delle  quantità 
di  moto  acquistate  in  direzioni  contrarie,  come  lo  vedremo  nella 
discussione  delle  leggi  dell’urto. 

13.  Il  lettore  ha  già  compreso  che  le  diverse  esposizioni,  fatte 
da  Newton,  del  principio  dell’azione  eguale  alla  reazione  e del 
concetto  di  massa  dipendono  l’una  dall’altra,  e si  appoggiano  a 
vicenda.  Le  esperienze  che  formano  la  base  di  queste  nozioni 
sono:  il  riconoscimento  del  fatto,  che  i corpi  resistono  ad  ogni 
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cambiamento  di  velocità,  proporzionalmente  ai  loro  pesi,  senza 
che  pertanto  questo  peso  abbia  parte  nel  fenomeno,  e l’osserva- 
zione del  fatto,  che  una  stessa  pressione  imprime  pi  corpi  di 
|x:si  vie  più  grandi,  velocità  sempre  vie  più  piccole.  Newton  ha 
avuto  un  senso  meraviglioso  dei  concetti  e delle  proposizioni  fon- 
damentali indispensabili  per  la  meccanica.  La  forma  della  sua 
esposizione  lascia,  tuttavia,  parecchio  a desiderare;  ritorneremo  in 
seguito  su  questo  punto,  ma  ciò  non  ci  autorizza  a menomare 
le  sue'  scoperte,  poiché  ebbe  a superare  grandi  difficoltà,  e le 
evitò  meno  di  tutti  gli  altri  investigatori. 

I4-.  Le  produzioni  di  Newton  non  si  limitano  al  dominio  par- 
ticolare, di  cui  è oggetto  questa  nostra  esposizione.  Già  i priu- 
eipii  della  filosofia  naturale  sorpassano  la  trattazione  propria  della 
meccanica.  Qui  viene  studiato  il  moto  in  mezzi,  che  oppongono 
resistenza,  il  moto  dei  fluidi  sotto  l’azione  dell’attrito,  e la  ve- 
locità di  propagazione  del  suono  viene  pure  per  la  prima  volta 
qui  trattata.  Le  opere  ottiche  di  Newton  contengono  una  serie 
di  importanti  scoperte.  Qui  egli  dimostra  la  scomposizione  pri- 
smatica della  luce,  la  composizione  della  luce  bianca  da  elementi 
disuguali,  rifrangibili  e di  diversi  colori,  ai  quali  unisce  la  pe- 
riodicità della  luce  e la  determinazione  della  lunghezza  dei  pe- 
riodi dipendenti  dai  colori  e della  rifrangibilità.  Newton  ha  con- 
cepito in  primo  luogo  l’importanza  della  polarizzazione.  Altri 
studi  lo  condussero  a stabilire  le  leggi  della  rifrazione  e del 
principio  pirometrico  e termometrico  su  cui  si  fonda.  Nelle  sue 
dissertazioni  sull’ottica  Newton  ha  mostrato  la  via  delle  sue  sco- 
perte con  tutta  franchezza.  Da  quanto  pare  le  polemiche  poco 
gradite,  in  cui  turono  travolte  queste  prime  pubblicazioni,  eb- 
bero una  certa  influenza  sulla  esposizione  dei  Principia.  Qui 
egli  dà  in  forma  sintetica  la  prova  dei  fondamentali  teoremi, 
senza  farne  conoscere  i metodi  che  a ciò  l'avevano  condotto.  La 
contesa  accentuata  fra  Newton  e Leibniz,  relativamente  ai  loro 
seguaci,  sulla  priorità  del  calcolo  infinitesimale,  veniva  elletti- 
vamente  composta  in  seguito  alla  ritardata  pubblicazione  di 
Newton  sul  metodo  delle  flussioni.  Oggi  si  vede  chiaramente 
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che  ambedue  questi  investigatori  avevano  ricevuto  il  loro  impulso 
dai  predecessori,  senza  che  nessuno  dovesse  toglier  nulla  in  pre- 
stito dall’altro;  si  vede  chiaramente  che  le  idee  d' invenzione 
erano  sufficientemente  preparate  per  poter  progredire  in  modi 
diversi. 

IV.  Discussione  e spiegazione 
del  principio  di  eguaglianza  dell’ azione  e della  reazione. 

1.  Ora  cercheremo  di  penetrare  più  addentro  nel  pensiero 
di  Newton  per  poter  avere  un  intelligenza  ed  un  sentimento  piu 
chiari  del  principio  dell’azione  eguale  alla  reazione.  Secondo 
Newton  due  masse  M ed  m,  che  agiscono  l’ una  sull’altra,  si 
comunicano  velocità  opposte  \ e u,  che  sono  nel  rapporto  inverso 
delle  masse,  quindi  si  ha: 


M . V + m . v = o . 


Le  considerazioni  seguenti  danno  a questo  principio  un  ca- 
rattere di  grande  evidenza.  Anzitutto  prendiamo  due  corpi  a 
perfettamente  identici,  anche  rispetto  alla  loro  costituzione  chi- 


V 


Fig.  liti. 
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mica.  Poiché  si  esclude  l’influenza  di  ogni  terzo  corpo  e quella 
dell’operatore,  si  vede  che  la  sola  azione  reciproca,  determinata 
in  un  modo  unico,  è la  comunicazione  di  velocità  eguali,  op- 
poste, dirette  secondo  la  retta,  che  congiunge  i due  corpi. 

Riuniamo  in  A e li  (fìg.  131)  rispettivamente  m ed  tu'  corpi  «; 
si  formano  così  due  corpi,  le  cui  quantità  di  materia  o masse 
stanno  fra  loro  come  ni  : in'  ; e supponiamo  che  la  loro  distanza 
sia  molto  grande  per  poter  trascurare  le  loro  dimensioni.  Indi- 
chiamo con  a l’accelerazione  che  i due  corpi  </,  indipendente- 


— 201  — 


mente  l’uno  dall’altro,  si  comunicano.  Ciascuna  parte  di  A ri- 
ceverà dunque  l’accelerazione  ni  a di  B.  e ciascuna  parte  di  B 


uux- 


a]a] 

a | a| 


mo«. 

a 


M 


'zsarfm] 


Fin. 


fì„.  m. 


riceverà  l’accelerazione  ma  ili  A.  Si  vede  che  queste  accelerazioni 
sono  in  ragione  inversa  delle  loro  masse. 

2.  Consideriamo  due  masse  M ed  in  (formate  entrambe  di 
corpi  a identici),  collegati  fra  loro  mediante  una  molla  (fig.  132). 
Supponiamo  che  una  causa  estenui  imprima  alla  massa  m l’ac- 
celerazione ,p  ; il  legame  elastico  subisce  subito  una  deforma- 
zione, che  rallenta  in  ed  accelera  M ; e non  appena  le  due  masse  si 
muovono  con  la  stessa  accelerazione,  la  deformazione  della  molla 
non  cresce  piti.  Indichiamo  con  n l’accelerazione  di  M,  con  fi  la 
diminuzione  della  accelerazione  di  m,  si  ha:  a = (p  ora  ri- 
sulta da  ciù  che  precede  che  «M  =-  firn:  dunque: 


«M 

a -f-  fi  = a 4-  — = <p  ; 
a 


d'onde  : 


m rp 

AI  -f-  »»' 


Esaminando  il  fenomeno  in  modo  più  particolareggiato,  si  rico- 
noscerebbe che,  oltre  al  loro  moto  comune  di  progressione,  le  due 
masse  sono  animate  l’una  rispetto  all’altra  da  un  moto  oscilla- 
torio: ma  se  il  legame  sviluppa  una  tensione  considerevole  per 
una  lieve  deformazione,  l'ampiezza  della  oscillazione  sarà  picco- 
lissima e si  potrà  trascurare  questo  moto  accessorio,  come  ab- 
biamo fatto  subito. 

L’  espressione  a = , che  rappresenta  l'accelerazione 

M + m 

dell’  intiero  sistema,  fa  vedere  che  il  prodotto  m <j>  è il  fattore 
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più  importante  di  questa  determinazione.  Newton  diede  a questo 
prodotto  della  massa  per  l'accelerazione  che  essa  ha  il  nome  di 
“ forza  motrice  „.  D’altra  parte  M -f-  hi  rappresenta  I intiera 

massa  del  sistema  solido.  La  questione  •—  rappresenta  perciò 

ni 

l’accelerazione  di  una  massa  ni' , cui  è applicata  la  forza  di 
moto  p. 

3.  Questo  risidtato  non  richiede  affatto  che  le  due  masse  col- 
legate fra  loro  agiscano  direttamente  1 una  sull’altra  in  tutte  le 
loro  parti.  Si  considerino  tre  masse  ut , , tnt  , m3  tali  che  tnt  e 
m3  non  agiscano  che  su  mt , senza  agire  l una  sull  altra.  Una 
causa  esterna  dà  alla  massa  ni , l’accelerazione  <p. 
CD  n ri  Uer  l'accelerazione  prodotta:  le  masse  m3  , mì  , ml 
ricevono  le  accelerazioni  + ò , + /U  + V , 

Fiu.  138. 

a , — y 

i segni  e — indicano  le  direzioni  verso  destra  e verso  sinistra. 
È evidente  che  il  processo  di  deformazione  cessa  quando  è: 


in  cui  e: 


ò = fi—  y — <p  — « , 
ò w,  = y in , e a ni,  — fi  tnt. 

La  risoluzione  di  queste  equazioni  dà  l'accelerazione  comune: 


ù 


in,  ip 

in,  + m3  -(-  in,, 


risultato  della  stessa  forma  del  precedente.  So  per  esempio  una 
calamita  agisce  sopra  un  pezzo  di  ferro  collegato  ad  un  pezzo 
di  legno,  è inutile  di  ricercare  quali  siano  le  particelle  di  legno 
deformate  sotto  l’azione  del  moto  del  ferro,  sia  direttamente,  sia 
indirettamente  (per  l’intermediario  di  altre  particelle  di  legno). 
Queste  considerazioni  dimostrano  bene  quale  enorme  importanza 
posseggono  nel  campo  della  Meccanica  le  concezioni  di  Newton. 
Esse  faciliteranno  più  tardi  il  mettere  in  evidenza  i punti  de- 
boli dei  loro  enunciati. 
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4.  Studiamo  ora  alcuni  esempi  fisici  della  eguaglianza  del- 
l’azione e della  reazione.  Abbiasi  un  peso  L (fig.  134;  che  giace 
sopra  una  tavola  T.  La  tavola  riceve  dal  peso  una  pressione 
esattamente  eguale  a quella  che,  reciprocamente,  essa  esercita 
su  questo  ; cosi  essa  impedisce  al  peso  di  cadere.  Sin  p il  peso, 
m la  sua  massa  e g l’accelerazione  della  gravità;  secondo  Newton 
si  ha:  p = ni g.  Lasciamo  cadere  la 
tavola  liberamente  ; la  pressione  che 
si  esercitava  su  essa  viene  a ces- 
sare. Dunque  si  riconosce  che  la 
pressione  del  peso  sulla  tavola  è de- 
terminata dalla  sua  accelerazione 
relativa  rispetto  a questa.  Se  la  tavola  si  muove  verso  il  basso- 
con  l’accelerazione  la  pressione  che  essa  subisce  diviene 
„i( g — y);  se  questo  moto  ha  luogo  verso  l’alto  la  pressione  è: 
m(g  y).  Bisogna  ancora  osservare  che  un  moto  di  ascensione 
o di  discesa  di  velocità  costante  non  influisce  affatto  sulla  pres- 
sione. L’accelerazione  relativa  è la  circostanza  determinante. 

Galileo  conosceva  perfettamente  queste  relazioni.  Non  solo 
egli  fece  crollare  coll’esperienza  l’opinione  degli  aristotelici,  che 
ammettevano  che  i corpi  più  pesanti  cadono  più.  presto,  ma  egli 
mise  alle  strette  anche  i suoi  contradditori  con  argomentazioni 
logiche.  Gli  aristotelici  asserivano  che  i corpi  più  grandi  cadono 
più  presto,  perchè  le  parti  superiori  premono  sulle  parti  inferiori 
ed  accelerano  così  la  caduta.  Galileo  opponeva  a ciò  che  se  un 
corpo  più  piccolo  possiede  in  se  stesso  la  proprietà  di  una  di- 
scesa meno  rapida,  questo  corpo  più  piccolo,  collegato  ad  un 
corpo  assai  più  grande,  dovrà  ritardarne  la  caduta,  e che  il  corpo 
più  grande  cade  quindi  meno  prestò  del  piccolo.  L’intiera  ipo- 
tesi fondamentale  è falsa,  diceva  Galileo,  poiché  una  jnnte  qua- 
lunque di  un  corpo  che  sta  cadendo  non  può  produrre,  col  suo 
peso,  assolutamente  alcuna  pressione  sopra  un  'altra  parte. 

Se  si  prende  un  pendolo,  ili  cui  la  durata  di  oscillazione  è 

T = jt  1/T,  e la  si  anima  di  una  accelerazione  y verso  il  basso, 
' 9 
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onesta  durata  diviene  T = 1/  • Se  il  pendolo  cade  libe- 

1 I a—y 

ramente,  questa  durata  diviene  infinita;  il  pendolo  cessa  di 
oscillare. 

Quando  saltiamo  o cadiamo  da  una  certa  altezza,  proviamo 
una  sensazione  particolare,  che  deve  aver  origine  dalla  cessa- 
zione delle  pressioni,  che  le  particelle  dei  corpo  (il  sangue,  ecc.) 
esercitano  col  loro  peso  le  line  sulle  altre.  Se  noi  fossimo  bru- 
scamente trasportati  sopra  un  pianeta  più  piccolo,  proveremmo 
la  sensazione  di  un  suolo  che  ci  manchi  sotto  i piedi.  I raspor- 
tati sopra  un  pianeta  piii  grande,  proveremmo  una  sensazione 
di  ascensione  perpetua  come  quella  che  si  prova  nei  terremoti. 

5.  Un  apparecchio  costruito  da  Poggendorff  (fig.  135  c)  fa  ve- 
dere chiarissimamente  queste  diverse  relazioni.  Esso  consta  di 


Fig.  135  a.  Fig.  135  b. 


un  (ilo  teso  da  due  pesi  P,  che  passano  per  una  puleggia  iissa 
ad  una  delle  estremità  del  giogo  della  bilancia.  Si  aggiunge  da 
una  parte  un  peso  />,  attaccato  all’asse  della  puleggia  con  un 
filo  sottile;  questo  ora  sostiene  un  peso  2P  + p.  Se  si  brucia 
il  filo,  che  sostiene  il  peso  p . incomincia  un  moto  uniformemente 
accelerato,  che  fa  discendere  il  peso  P + p e salire  il  peso  P 
con  l’accelerazione  Questo  movimento  diminuisce  la  pressione 
sulla  puleggia  e questa  diminuzione  è indicata  dalla  bilancia. 
La  discesa  di  uno  dei  pesi  P è compensata  dall’ ascesa  del- 
l’altro, mentre  il  peso  aggiunto,  invece  di  pesare  p,  non  pesa 


— 20B  — 


più  di  p 


a - v 


Ora: 


y = 


■2P  + p 


<J\ 


dunque  in  luogo  di  p il  carico  aggiunto  della  puleggia  è: 

v “J — Il  peso  v , non  essendo  impedito  die  parzialmente 

^‘2P  +p' 

nella  sua  caduta,  non  pesa  che  in  parte  sulla  puleggia. 

Si  può  cambiare  l’esperimento.  Sulle  pulegge  a,  h,  d (fig.  135  ò) 
si  fa  passare  un  filo  teso  dal  peso  P e di  cui  si  fissa  1 estre- 
mità in  in  : poi  si  equilibra  l’apparecchio.  Una  trazione  qualunque 
esercitata  in  m sul  filo  non  può  avere  azione  diretta  sulla  bi- 
lancia, poiché  la  direzione  del  filo  passa  esattamente  per  l’asse 
di  sospensione.  Questa  trazione  fa  tuttavia  inclinare  subito  il 
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braccio  a del  giogo.  Invece  se  si  allenta  il  filo  a sale.  1 n moto 
non  accelerato  del  peso  non  distruggerebbe  l’equilibrio;  ma  è 
impossibile  di  passare  dal  riposo  al  moto  senza  accelerazione. 

li.  Un  fenomeno  assai  sorprendente  a prima  vista  è q nello 
di  corpi  piccolissimi,  che  restano  lungo  tempo  sospesi  in  un  li- 
quido di  peso  specifico  maggiore  o minore.  Si  vede  facilmente 
che  queste  particelle  debbono  vincere  1 attrito  del  liquido.  Sup- 
poniamo che  il  cubo  della  lig.  136  sia  diviso  in  8 parti  mediante 
le  tre  sezioni  indicate,  e che  queste  parti  siano  immerse.  La 
massa  e l’eccesso  del  peso  sulla  spinta  rimarranno  le  stesse,  ma 
la  superficie,  cui  l’attrito  è proporzionale,  sarà  doppia. 

A proposito  di  questo  fenomeno  fu  talvolta 
emessa  l'opinione,  cioè  che  le  molecole  in  so- 
spensione non  avessero  alcuna  influenza  sul- 
l’indicazione del  peso  specifico,  dato  da  un 
areometro  immerso,  poiché  esse  erano  già  per 
se  stesse  degli  areometri.  Ma  si  vede  facil- 
mente che,  come  queste  particelle,  salgono  o 
Fìg.  ino.  discendono  con  una  velocità  costante , ciò 
che  si  verifica  subito  se  sono  piccolissime,  l’effetto  sull’areo- 
metro deve  essere  identico  a quello  che  si  produrrebbe  sopra 
una  bilancia.  Se  per  esempio  l’areometro  oscilla  attorno  alla  sua 
posizione  d’equilibrio,  il  liquido  con  tutto  ciò  che  contiene  si 
muove  con  esso.  L’applicazione  del  principio  degli  spostamenti 
virtuali  pone  fuori  di  dubbio  il  fatto,  che  l’apparecchio  dà  il 
peso  specifico  medio.  L’opinione  contraria,  secondo  la  quale  esso 
indicherebbe  solo  il  peso  specifico  del  liquido  e non  nello  stesso 
tempo  quello  delle  particelle  in  sospensione,  è insostenibile,  come 
lo  provano  le  considerazioni  seguenti.  Supponiamo  che  nel  li- 
quido A una  piccola  quantità  di  un  liquido  B più  denso  sia 
ripartito  in  goccioline  piccolissime,  ed  ammettiamo  che  l’areo- 
metro indichi  solo  il  peso  specifico  del  liquido  A.  Aumentiamo 
la  quantità  del  liquido  B sino  a che  ve  ne  sia  una  quantità  uguale 
a quella  di  A:  è ora  impossibile  dire  quale  dei  due  liquidi  sia 
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iu  sospensione  nell’altro:  e quindi  qual  peso  specifico  deve  in- 
dicare l’areometro. 

7.  Un  fenomeno  maestoso,  in  cui  l’accelerazione  relativa  dei 
corpi  in  presenza  è la  determinante  delle  loro  pressioni  recipro- 
che. è quello  delle  maree.  Ne  studieremo  tanto,  quanto  potrà 
servirei  per  chiarire  la  quistione  di  cui  ci  occupiamo.  La  rela- 
zione fra  questo  fenomeno  e il  movimento  della  lama  è dimo- 
strata dalla  coincidenza  dei  periodi  delle  maree  cori  quelli  lu- 
nari, dall’aumento  delle  maree  al  plenilunio  e al  novilunio,  dal 
loro  ritardo  giornaliero  (circa  50')  corrispondente  al  ritardo  diurno 
del  punto  di  culminazione  della  Luna,  eee.  Infatti  si  è pensato 
da  molto  tempo  addietro  all’esistenza  di  una  relazione  Ira  i due 
fenomeni.  All’epoca  di  Newton  si  supponeva  una  specie  di  onda 
di  pressione  atmosferica,  per  cui  il  moto  della  Luna  provocava 
il  flusso  della  marea. 

Questo  fenomeno  fece  su  chi  lo  vide  per  la  prima  volta  in 
tutta  la  sua  grandezza  una  impressione  straordinaria.  Quindi  non 
bisogna  meravigliarsi  se  tutti  gl’  investigatori  di  ogni  tempo,  se 
ne  siano  occupati  con  passione.  I guerrieri  di  Alessandro  il 
Grande,  che  conoscevano  solo  il  Mediterraneo,  appena  ne  ave- 
nino  una  pallida  idea:  e furono  perciò  profondamente  impres- 
sionati dal  flusso  e riflusso  alle  bocche  dell’Indo.  Ecco  ciò  che 
riferisce  Curzio  Rufo  (Do  Rebus  gesti*  Alexandri  Magni,  lib.  IX, 
cap.  34-37): 

“ Tum  aliam  insulam  medio  amni  sitam  evecti  paulo 

lenius,  quia  cursus  aestu  verberabatur,  applieant  classem,  et  ad 
commeatus  petendos  discurrunt,  seeuri  casus  eius  qui  supervenit 
ignaris.  Tertia  ferme  hora  erat,  cutn  Hata  vice  Oceanus  exacstuans 
inveiti  coepit  et  retro  llumen  urgere.  Quod  primo  coercitum, 
deinde  vehementius  pulsum,  maiore  impeto  adversum  agebatur, 
qunm  torrentia  praecipiti  alveo  incurrunt.  Ignota  vulgo  freti  na- 
tura erat,  monstraque  et  irae  Deum  indivia  cernere  videbantur. 

Iamque  levatis  navigiis  et  tota  classe  dispersa,  qui  expositi 

erant,  undique  ad  naves  trepidi  et  improviso  malo  attoniti  re- 
currunt.  Sed  in  tumultu  festinatio  quoque  tarda  est.  Hi  contis 
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navigiis  appellabant,  hi  dum  remos  apiari  prohibebant,  consi- 
dera ut.  Quidam  enavigare  properautes,  sed  non  expectatis  qui 
simul  esse  debebant,  olanda  et  inhabilia  navi  già  languide  mo- 
liebantur.  Aliae  navium  inconsulte  ruentes  non  reeeperant  pa- 
riterque  et  multitudo  et  paucitas  festinantes  morabantur.  Clamor 
bine  expectare,  hiue  ire  iubentium,  dissonaeque  voces  numquain 
idem  ac  unum  tendeutium,  non  oculorum  modo  usura,  sed  etiam 
aurium  abstulerant.  Ne  in  gubernatoribus  quidem  quicquam  opis 
erat,  quorum  nec  exaudiri  vox  a tumultunntibus  poterat  nec  im- 
periura  a territis,  incompositisque  servavi.  Ergo  collidi  inter  se 
naves,  abstergereque  iuvicem  remi,  et  alii  aliorum  navigia 
urgere  coeperunt.  Crederes  non  unius  exercitus  classem  veti, 
sed  duorum  navale  inisse  certamen.  Incutiebantur  puppibus 
prorae,  premebantur  a sequentibus,  qui  antecedentes  turbave- 
rant.  Iurgantium  ira  perveniebat  etiam  ad  manus.  Iamque  aestus 
totos  circa  flumen  campos  inundaveraut,  tumulis  dumtaxat  emi- 
nentibus  velut  insulis  parvis,  in  quos  plerique  trepidi,  omissis 
navigiis,  enare  coeperunt.  Dispersa  classis  partila  in  praeaUa  aqua 
stabat,  qua  subsederant  valles,  partim  in  vade  haerebat,  uteumque 
in  acquale  terrae  fastigium  occupaverant  undae,  cura  subito 
novus  et  pristino  iunior  terror  incutitur:  reciprocare  coepit  mare 
magno  tractu  aquis  in  suum  fretum  recurrentibus,  reddebatque 
terras  paulo  ante  profundo  salo  mersas.  Igitur  destituta  navigia 
alia  praecipitantur  in  [irorns,  alia  in  altera  procumbunt  strati 
erant  campi  sarcinis  avulsarum  tabularum  remorumque  fragmentis. 
Miles  nec  egredi  in  terram  nec  in  naves  substitere  audebat, 
identidem  praeseutibus  graviora  qttae  sequereutur  expectans.  Vii 
quae  perpetiebantur,  videre  ipsos  posse  credebant,  in  sicco  nau- 
fraghi, in  numi  mare,  nec  finis  malorura;  quippe  nestum  paulo 
post  mare  relnturum,  quo  navigia  allevarentur,  ignari,  laniera  et 
ultima  sibimet-  orainabantur.  Jielluae  quoque  fluctibus  destitutae, 
terribiles  vagabantur.  Iamque  nox  appetebat  et  regera  quoque 
desperatio  salutis  aegritudine  af fecerat  ; non  tamen  invictum  ani- 
mura  curae  abruunt  quin  tota  nocte  praesideret  in  speculis,  equi- 
tesque  praemitteret  ad  os  amnis  ut  cura  mare  rursus  exaestuare 
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sensissent,  procederent.  Navigia  quoque  lacerata  retici  et  eversa 
(luctibus  erigi  iubet,  paratosque  esse  et  intentos  cum  rursus 
mare  terras  inundasset.  Tota  ea  nocte  inter  vigilias,  adhorta- 
tionesque  eonsumpta  celeriter  et  e<piites  ingenti  cursu  refugere 
et  secutus  est  aestus.  Qui  primo  aquis  leni  traetu  subeuntibus, 
coepit  lenare  navigia;  mox  totis  cainpis  inundans,  etiam  impulit 
classem,  plansusque  militimi,  nauticorumque  insperatam  salutem 
inuno dico  celebrantium  gaudio,  litoribus,  ripisque  resouat.  Unde 
tantum  redisset  subito  mare,  quopridie  refugisset,  quaenam  esset 
eiusdem  elementi  natura,  modo  discors,  modo  imperio  temporum 
obnoxia  mirabundi  requirebaut.  Rex  cum  ex  eo  quod  aeciderat, 
coniectaret  post  solis  orturn  tlatuin  tempus  esse,  ex  media  nocte, 
ut  aestum  occuparet,  cum  paucis  navigiis  secondo  ainne  defluit 
evectusque  os  eitis,  400  stadio  processit  in  mare,  tandem  voti 
sui  compos,  praesidibus,  et  mare,  et  locorum  Diis  sacrificio  facto, 
ad  classem  rediit 

Ecco  la  traduzione: 

“ 34.  Siccome  essi  discesero  con  un  po'  più  .di  fatica,  me- 
diante la  marea  che  risaliva,  approdarono  ad  un’altra  isola  posta 
in  mezzo  all’acqua,  e corsero  ad  approvigionarsi,  non  dubitando 
di  ciò  che  dovesse  loro  accadere. 

35.  Erano  circa  le  tre  (ore)  quando  l’oceano  nella  sua  co- 
stante marea  di  flusso  e riflusso,  incominciò  a ritornare,  e ad 
arrestare  il  corso  del  fiume  ; ma  dopo  la  respinse  con  tanto  im- 
peto, che  rinculò  si  rapidamente  da  scorrerne  un  torrente  nella 
valle.  I soldati  non  sapevano  ciò  che  fosse  il  llusso  e il  riflusso 
del  mare,  quantunque  vedendolo  entrare  tutto  ad  un  tratto  ad 
inondare  le  campagne,  essi  credettero  che  quello  fosse  un  segno  . 
dell’ira  degli  Dei,  che  volevano  punire  la  loro  temerità.  Quan- 
tunque la  marea  avesse  sollevato  le  navi  e disperso  la  flotta, 
quelli  che  erano  discesi,  sorpresi  da  un  accidente  si  inopinato, 
corsero  per  ritornare  nelle  loro  navi.  Ma  più  si  affrettavano  per 
andarvi,  meno  procedevano.  Gli  uni  si  sforzano  di  giungervi  con 
uncini,  gli  altri,  che  cercavano  di  mettersi  a posto,  scompigliano 
i galeotti  e il  comito.  I più  frettolosi,  non  avendo  atteso  i loro 
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compagni,  non  possono  governare  i loro  vascelli  e le  galere,  in 
cui  si  gettano  in  massa.  Sono  così  piene,  clic  non  vi  si  possono 
muovere,  quantunque  per  troppa  gente  o per  poca  il  disordine 
è eguale.  Gli  uni  gridano  che  si  aspetti,  gli  altri  che  si  parta, 
ed  altri  ancora  altre  cose;  e tanti  gridi  diversi  stordiscono  il 
marinaio,  che  non  sa  a chi  ascoltare.  1 piloti  stessi  erano  alloia 
inutili,  poiché  i)  rumore  impediva  di  udire  i loro  ordini  e lo 
spavento  di  eseguirli.  I vascelli  incominciano  ad  urtarsi  Ira  loro, 
i remi  si  spezzano,  incomincia  la  confusione  e non  sembra  che 
sia  una  sola  armata  navale,  ma  bensì  due  che  combattono  1 una 
contro  l’altra.  Le  poppe  urtano  contro  le  prue;  e il  male  che  è 
stato  fatto  a quelle  davanti,  lo  ricevono  quelli  di  dietro  ; infine 
si  grida,  si  contesta  tanto,  che  dalle  parole  si  viene  ai  fatti. 

36.  Il  flusso  aveva  già  ricoperto  la  campagna  che  era  intorno 
al  fiume,  e non  si  scorgeva  più  che  qualche  altura,  come  iso- 
lette, ove  parecchi  si  salvavano  a nuoto,  abbandonando  le  loro 
navi,  di  cui  una  parte  navigava  in  piene  acque,  e l’altra  era 
arenata,  secondo  l’accidentalità  dei  luoghi.  Ma  essi  ebbeio  un  al- 
tra paura  più  grande  della  prima,  quando  videro  il  rimanente 
del  mare  che  ritiravasi  collo  stesso  impeto,  col  quale  era  venuto, 
lasciando  rivedere  la  terra,  òhe  esso  aveva  sommerso  poco  prima, 
poiché  i vascelli  rimasti  a secco  cadevano  gli  uni  sulla  prua,  gli 
altri  sul  fianco;  e i campi  erano  seminati  di  bagagli,  di  remi 
spezzati,  d’assi  fracassati,  come  avanzi  di  un  naufragio.  I soldati 
non  osavano  discendere,  nè  stare  sulle  loro  navi,  diffidando  sempre 
di  qualche  nuova  avventura  peggiore  della  prima;  e non  pote- 
vano credere  a quello  che  vedevano,  dei  naufragi  sulla  terra  e 
il  mare  in  un  fiume.  Ed  ancora  non  pensavano  di  essere  al  ter-, 
mine  dei  loro  mali,  poiché,  non  sapendo  che  la  marea  dovesse 
ben  presto  ritornare,  la  quale  risolleverebbe  le  loro  navi,  essi 
aspettavano  di  morire  di  fame  e di  cadere  in  grandi  calamità. 
D’altra  parte  essi  vedevano  cento  mostri  marini,  che  il  mare 
aveva  lasciato,  che,  strisciando  intorno  ad  essi,  li  facevano  fre- 
mere d’orrore. 
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37.  Pertanto  si  faceva  notte,  ed  il  re  non  sapendo  che  cosa 
sperare  più  degli  altri,  era  in  grandi  inquietudini;  ma  siccome 
nulla  poteva  abbattere  questo  coraggio,  fu  tutta  la  notte  sulla 
coffa,  ovvero  sulla  tolda  a dare  ordini,  e fece  montare  alcune 
persone  a cavallo  per  andare  sino  all’ imboccatura  del  liume,  ed 
avvertire  quando  la  marea  ritornerebbe.  Egli  fece  rattoppare 
anche  i suoi  vascelli,  e raddrizzare  quelli  che  erano  stati  rove- 
sciati, comandando  a ciascuno  di  tenersi  pronto  al  ritorno  della 
marea.  Tutta  quella  notte  si  passò  a fare  la  guardia  e ad  in- 
fondere coraggio  all’armata,  sino  a che  i cavalieri  ritornarono  a 
tutta  briglia  e la  marea  dopo  essi;  la  quale  dapprima  salendo 
dolcemente  non  fece  che  sollevare  le  navi;  poi  subito  dopo  ri- 
mise in  piena  acqua  questa  (lotta  desolata,  tutta  risuonante  di 
grida  di  gioia,  che  emettevano  i soldati  ed  i marinai  per  un 
bene  cosi  insperato.  Si  domandavano  pieni  di  stupore  Donde 
ritornava  ad  un  tratto  questo  gran  rigurgito  d’acque,  in  qual 
parte  esso  si  era  ritirato  il  giorno  precedente,  e quale  era  la 
natura  di  un  elemento  in  complesso  cosi  disordinato  e cosi  sog- 
getto alle  stesse  vicende?  Il  re  congetturò,  per  ciò  che  era  avve- 
nuto, che  la  marea  ritornerebbe  al  sorger  del  Sole,  sebbene  egli 
la  volesse  prevenire  ; e essendosi  messo  in  mare  sulla  mezzanotte, 
con  alcuni  vascelli  arrivò  alla  foce  del  fiume  e navigò  400  stadi 
sull’oceano,  possedendo  inline  l'oggetto  dei  suoi  voti  e il  colmo 
dei  suoi  desideri.  Poi  dopo  aver  sacrificato  ai  dei  tutelari  del 
mare  e di  queste  regioni,  ritornò  a raggiungere  la  sua  (lotta  „. 

38.  Per  la  spiegazione  del  fenomeno  delle  maree  è essenziale 
osservare  che  la  parte  solida  della  Terra  può  prendere  solo  uva 
accelerazione  determinata  verso  la  Luna,  mentre  le  particelle 
mobili  delle  acque  possono  prendere  accelerazioni  differenti,  se- 
condo che  esse  si  trovano  dalla  parte  più  lontana  o più  vicina 
dell’astro  attirante. 

Sia  in  E la  Terra,  e di  rimpetto  ad  essa  (fig.  137)  la  Luna  AI. 
Si  considerino  tre  punti  A,  B.  C della  Terra.  Supposti  liberi» 
questi  tre  punti  avrebbero  verso  la  Luna  le  accelerazioni,  che 
indichiamo  con  <p  + dtp  , <p  e <p  — dtp . L’insieme  della  Terra, 
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essendo  solido,  precederà  per  tanto  l’accelerazione  <p.  Indichiamo 
con  g l’accelerazione  verso  il  centro  della  Temi,  e componiamo 


E 


positivamente  o negativamente  le  accelerazioni  secondo  che  esse 


son  dirette  verso  destra  o 

verso  sinistra: 

i pesi  liberi 

A j 

B 

, C 

hanno  le  accelerazioni 

— {<P  + A(p)  , 

— V - 

— {<p  — A<p) 

+g 

— a 

L’accelerazione  della 

Terra  è : 

—<p> 

— Vi 

— <r 

Ne  cconsegue  per  l’acce- 
lerazione verso  la  Terra  (g — d (p)  , o , ( g — d <p). 

Questo  quadro  fa  vedere  che  il  peso  dell’acqua  prova  in  A e C 
una  diminuzione  apparente  ed  esattamente  eguale.  L'acqua  si  sol- 
leverà in  A (fig.  137)  ed  in  C;  si  avrà  in  ciascun  punto  un  flusso 
due  volte  al  giorno.  Non  si  richiama  sempre  a sufficienza  l’at- 
tenzione sul  fatto  che  questo  fenomeno  sarebbe  essenzialmente 
diverso  se  la  Luna  e la  Terra  non  fossero  in  moto  accelerato 
l’una  rispetto  all’altra,  e fossero  in  riposo  e fisse  relativamente. 
Modificando  le  nostre  considerazioni,  possiamo  applicarle  a questo 
nuovo  problema.  Si  ha  in  primo  luogo  per  la  Terra  solida  <p  = o\ 
quindi  i pesi  liberi  A , C 

ricevono  le  accelerazioni  — (<P  dy>),  — (<P  — dr/>) 

+o -a 

cioè  (a  — d<p)  — <p 

o,  ponendo  g'  — y — ^V-  g’  — <p, 


— (g—A(p)—<t> 

— (g'  + <p)- 
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II  peso  dell’acqua  sarebbe  dunque  (fig.  138)  diminuito  in  A 
e aumentato  in  ( ',  e quindi  il  livello  delle  acque  innalzato  in  A 


E 


ed  abbassato  in  C.  Il  flusso  si  verificherebbe  solo  dalla  parte 
della  Luna. 

51.  Non  vale  quasi  la  pena  di  illustrare  con  esperienze  difficili 
delle  proposizioni,  cui  si  giunge  in  un  modo  migliore  per  via  de- 
duttiva. (Questi  esperimenti  pertanto  non  sono  impossibili.  Ab- 
biasi un  pendolo  conico,  formato  di  una  pallina  di  ferro  K,  il 
quale  oscilla  e gira  intorno  al  polo  magnetico  (fig.  139)  N.  8i 
ricopra  la  sfera  di  una  soluzione  di  solfato  magnetico  di  ferro, 
se  la  calamita  è molto  forte,  la  gocciolina  liquida 
presenterà  il  fenomeno  delle  maree.  Fermiamo  ora 
la  sfera  in  una  posizione  qualunque:  la  goccetta  non 
si  solleva  più  ad  un  tempo  dalla  parte  della  cala- 
mita e dalla  parte  opposta,  ma  rimane  sospesa  uni- 
camente dalla  parte  ilei  polo  della  calamita. 

I».  Non  bisogna  naturalmente  immaginarsi  l’in- 
tiero flusso  della  marea  prodotto  subito  dall’azione 
della  Luna.  Il  fenomeno  del  flusso  e del  riflusso 
potrebbe  paragonarsi  piuttosto  ad  un  moto  oscil- 
latorio mantenuto  da  quest’astro.  Se  per  esempio 
lasse  uniformemente  e continuamente  un  ventaglio  sopra  la 
superficie  dell’acqua  di  un  canale  circolar^,  si  produrrebbe  cosi 
un  impulso  continuo,  che  subito  darebbe  origine  ad  un’onda 
molto  grande,  il  cui  moto  seguirebbe  quello  del  ventaglio.  Il  fe- 
nomeno delle  maree  è prodotto  da  una  causa  analoga;  ma  è 


Fig.  139. 
si  svento-' 
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assai  complicato  dalla  forma  irregolare  dei  continenti,  dalla  va- 
riazione periodica  delle  perturbazioni,  eco. 

11.  Di  tutte  le  teorie  delle  maree,  che  hanno  preceduto  quella 
di  Newton,  ricorderemo  solo  quella  di  Galileo,  che  spiega  il 
flusso  e riflusso  mediante  il  moto  relativo  delle  particelle  ter- 
restri solide  e liquide,  e che  considera  questo  fenomeno  come 
una  prova  evidente  del  moto  della  Terra,  e come  un  capitale 
argomento  in  favore  del  sistema  di  Copernico.  La  Terra  ruota 
da  Oriente  verso  Occidente  nello  stesso  tempo,  che  è animata 
da  un  movimento  di  traslazione  (fig.  1396).  Da  ciò  consegue  che 
in  a ed  in  //  le  particelle  terrestri  prendono  velocità  rispettiva- 


mente eguali  alla  somma  ed  alla  diffe- 
renza di  quelle  che  esse  posseggono  nei 
due  movimenti.  Le  acque  dei  mari  non 


c possono  seguire  cosi  presto  queste  va- 
riazioni di  velocità,  e si  verifica  un  fe- 
nomeno analogo  a quello  che  si  consta- 
terebbe in  una  secchia  d'acqua  oseil- 


'i 


Fig.  m h. 


laute  o in  un  canale  pieno  d’acqua  che  scorra  ora  più  velocemente 
ora  meno  : le  acque  si  raccolgono  alternativamente  in  dietro  od 
avanti.  Questa  è in  sostanza  la  spiegazione  che  Galileo  svolge 
nella  sua  opera  : Dialogo  sui  due  massimi  sistemi  del  mondo. 
L'opinione  di  Keplero,  che  attribuiva  il  fenomeno  all'attrazione 
della  Luna,  gli  pareva  mistico  e puerile;  egli  la  mette  nella  ca- 
tegoria delle  spiegazioni  per  simpatia  ed  antipatia;  e pensa  pure 
di  distruggerla  più  facilmente  di  qualunque  altra  spiegazione, 
secondo  la  quale  le  maree  sarebbero  dovute  ad  una  dilatazione 
dell’acqua  sotto  l’effetto  della  irradiazione  solare.  In  questa  teoria 
il  llusso  e il  riflusso  dovrebbe  prodursi  una  sola  volta  al  giorno. 
Caldeo  evidentemente  l'osserva,  ma  erra  su  questa  difficoltà  pen- 
sando di  spiegare  i periodi  giornalieri  mensili  ed  annuali  delle 
maree  colle  oscillazioni  proprie  dell'acqua  ed  i cambiamenti  del 
moto.  Il  principio  del  moto  relativo  è qui  un  elemento  perfet- 
tamente esatto , ma  è cosi  infelicemente  applicato  che  può  con- 
durre solo  ad  una  teoria  intieramente  errata.  Le  circostanze 
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considerate  in  questo  fenomeno  non  potevano  infatti  aver  seco 
le  conseguenze  che  Galileo  attribuiva  ad  esse.  Immaginiamo  per 
dimostrarlo  una  sfera  omogenea  di  acqua  ; la  rotazione  di  questa 
sfera  non  può  produrre  altro  effetto  che  quello  di  un  certo  schiac- 
ciamento. Inoltre  supponiamo  che  essa  riceva  un  movimento  re- 
golare di  traslazione  : questo  non  potrà  avere  alcuna  influenza 
sul  riposo  relativo  delle  molecole  liquide  ; poiché  secondo  il  no- 
stro modo  di  vedere  questo  nuovo  caso  non  è sostanzialmente 
diverso  dal  precedente,  e si  riconduce  ad  esso  ponendo  il  mo- 
vimento di  traslazione  della  sfera  sostituito  con  un  moto  con- 
trario di  tutti  i corpi  circostanti.  La  stessa  conclusione  sussiste 
ancora  se  si  ammette  il  moto  “ assoluto  ,,  ; in  tale  ipotesi  la  tra- 
slazione regolare  non  potrebbe  avere  ancora  alcuna  azione  sulle 
relazioni  reciproche  delle  molecole  liquide.  Ora  immaginiamo  so- 
lidificate alcune  parti  di  questa  sfera,  le  cui  molecole  non  cer- 
cano muoversi  le  une  rispetto  alle  altre:  talché  vi  rimangono 
dei  bacini  marittimi  contenenti  acqua  fluida  : la  rotazione  uni- 
forme continuerà  senza  interruzione.  Dunque  si  vede  che  la  teoria 
di  Galileo  è sbagliata.  Tuttavia  sembra  a prima  vista  perfetta- 
mente  accettabile.  Questo  paradosso  proviene  dalla  concezione 
negativa  del  principio  d’inerzia.  D'altra  parte  tutto  divien  chiaro 
(piando  ci  domandiamo:  Quale  accelerazione  prova  l’acqua? 
L’acqua  senza  peso  sarebbe  dispersa  dalla  prima  rotazione  ; l'acqua 
pesante  avrebbe  un  movimento  circolare  intorno  al  centro  della 
Terra.  Sapendosi  che  la  velocità  di  rotazione  è piccola,  una  mo- 
lecola qualunque  di  acqua  si  avvicinerebbe  ancora  di  più  al  centro 
della  Terra,  se  la  resistenza  delle  molecole  inferiori  non  distrug- 
gessero il  resto  dell’accelerazione  centripeta  che  ha  lasciato  sus- 
sistere il  suo  movimento  circolare  di  data  velocità  tangenziale. 
Tutti  i punti  dubbi  ed  oscuri  sono  stati  in  questo  modo  chiariti'. 

Ma  per  esser  giusti  bisogna  dire  che  in  questo  caso;  eccetto 
per  un  genio  sovrannaturale,  era  impossibile  a Galileo  di  appro- 
fondire compiutamente  il  fenomeno.  Egli  avrebbe  dovuto  aver 
precedentemente  percorso  l’enorme  cammino  intellettuale  fatto 
da  Huvgens  e Newton. 
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Y.  Critica  del  principio  dell’ 'eguaglianza  dell' azione  e della  rea- 
zione e del  concetto  di  massa. 

1.  Ora  che  le  precedenti  discussioni  ci  hanno  rese  familiari 
le  idee  di  Newton,  siamo  sufficientemente  preparati  per  adden- 
trarci in  un  esame  critico  di  esse.  Anzitutto  ci  limiteremo  al 
concetto  di  massa  e al  principio  d'eguaglianza  dell  azione  e della 
reazione.  In  tale  esame  queste  due  nozioni  non  possono  andar 
disgiunte;  esse  contengono  il  cardine  fondamentale  delle  con- 
tribuzioni di  Newton. 

2.  Innanzi  tutto  non  si  riconosce  nella  nozione  di  “ quantità 
di  materia  „ alcuna  rappresentazione  che  possa  delucidare  il  con- 
cetto di  massa,  perchè  questa  nozione  difetta  di  chiarezza.  Questa 
oscurità  sussiste  ancora  se,  come  hanno  fatto  molti  autori,  arri- 
viamo sino  a numerare  gli  atomi,  d’altronde  ipotetici.  Questo  pro- 
cesso non  fa  che  accumulare  delle  rappresentazioni,  le  quali  richieg- 
gono di  essere  giustificate.  Se  mettiamo  insieme  un  dato  numero 
di  corpi  identici  e della  stessa  sostanza,  possiamo  senza  dubbio 
avere  un’idea  chiara  da  poter  mettere  in  relazione  coll’idea  di 
“ quantità  di  materia,  „ e riconoscere  che  la  resistenza  al  moto 
cresce  con  questa  quantità.  Se  non  si  richiede  più.  1 identità 
chimica  della  sostanza  di  questi  corpi,  le  esperienze  meccaniche 
conducono  assai  vicino  all’  ipotesi,  che  in  corpi  differenti  esiste 
una  cosa  misurabile  colla  stessa  unità  e che  si  può  chiamare 
quantità  di  materia;  ma  tuttavia  si  sente  sempre  il  bisogno  di 
una  giustificazione.  Nella  questione  della  pressione,  dovuta  al 
peso,  facendo  con  Newton  l'ipotesi  p — mg  . p'  = mg  e rica- 
vandone p : p'  —’m  : m\  si  fa  già  uso  del!  ipotesi , che  non  si 
tratta  di  legittimare  e che  consiste  nella  misurabilità  dei  diversi 
corpi  colla  medesima  unità. 

Possiamo  infatti  porre  a priori  : m : ni'  = p '■  p'  ■ ciò  equi- 
varrebbe a definire  il  rapporto  delle  masse  mediante  il  rapporto 
delle  pressioni  dovute  ai  pesi  per  uno  stesso  valore  di  g.  Ma 
allora  rimarrebbe  da  giustificare  l’uso  di  questo  concetto  di  massa 
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nel  principio  di  eguaglianza  dell’azione  e della  reazione  e in 
altre  questioni. 

3.  Essendo  dati  due  corpi  (fig.  40 a)  identici  sotto  ogni  ri- 
guardo, il  principio  di  simmetria  fa  sì  che  noi  dobbiamo  aspet- 
tarci che  le  accelerazioni,  le  quali  si  possono  comunicare  a vi- 
cenda. abbiano  la  direzione  della  retta,  che  li  congiunge  e siano 
uguali  ed  opposte.  Poiché  questi  corpi  presentano  qualche  dif- 
ferenza di  forma  e di  proprietà  chimiche,  ecc.,  il  principio  di 


«-□ 

Fig.  140  n. 


Fig.  140  b. 


simmetria  non  può  essere  più  applicato,  eccetto  che.  a priori, 
non  sappiamo  a non  facciamo  l’ipotesi  che  l'identità  della  l'orma 
o della  proprietà  chimica  sia  senza  iulluenza.  Ma  se  l’esperienza 
meccanica  ci  ha  avvicinati  alla  nozione  dell’esistenza  di  una  ca- 
ratteristica dei  corpi  determinante  l'accelerazione,  nulla  c' impe- 
disce di  stabilire  a priori  questa  proposizione: 

Si  chiamano  corpi  ili  masse  minali  line  corpi  che,  agendo 
l’uno  sull’altro,  si  comunicano  accelerazioni  eguali  e diretta- 
mente opposte. 

Questa  proposizione  non  fa  che  denominare  tuia  relazione 
tra  fatti.  Se,  agendo  l’uno  sull'altro,  i corpi  (fig.  140 A)  A e B 
si  comunicano  le  accelerazioni  rispettive  — <p  e + <p',  le  cui  di- 
rezioni sono  indicate  dai  segni,  diremo  che  il  corpo  II  ha  — — 

<P 

volte  la  massa  di  A.  Da  ciò  avremo:  “se  scegliamo  il  corpo  A 
come  unità,  si  dirà  che  un  corpo  è di  massa  m quando  questo 
corpo  agendo  sul  corpo  A,  gli  comunica  un’accelerazione  eguale 
ad  m volte  l’accelerazione  che  riceve  dalla  reazione  del  corpo  A 
sii  esso  „.  Il  rapporto  delle  masse  è il  rapporto  inverso  delle 
accelerazioni  preso  col  segno  negativo.  Ti’  esperienza  ed  essa 
sola  ci  può  insegnare  che  queste  accelerazioni  sono  sempre  di 
segni  contrari  e che  quindi  non  vi  sono,  secondo  la  definizione, 
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che  masse  positive.  In  questo  concetto  di  massa  non  è coinvolta 
teoria  alcuna;  la  “quantità  di  materia,,  per  esso  è affatto  inu- 
tile; non  contiene  nient’altro  che  la  determinazione  precisa,  la  de- 
signazione e la  denominazione  di  un  fatto. 

M.  Streintz  {Die  physikalische  Grundlagen  der  Mechanik. 
Lipsia,  1883,  pag.  117)  obbietta  a questa  mia  definizione,  che 
un  confronto  delle  masse,  che  soddisfaccia  ad  essa,  non  può 
esser  fatto,  che  mediante  processi  astronomici.  Io  non  posso 
ammettere  quest’obbiezione.  Ciò  che  abbiamo  esposto  nei  n.  1 e 4 
di  questo  capitolo,  e nei  successivi,  la  confutano  a sufficienza. 
Tanto  nell’urto,  quanto  nei  fenomeni  elettrici  e magnetici,  e 
quanto  nella  macchina  di  Atvvood,  mediante  un  filo  le  masse  si 
comunicano  accelerazioni  reciproche.  Nell’opera  Leitfaden  der 
Physik  (2a  ediz..  1891,  pag.  27)  io  fo  vedere  come  si  poteva  con 
processo  affatto  elementare  e popolare  determinare  il  rapporto 
delle  masse  con  il  regolatore  a forza  centrifuga.  Dunque  si  può 
considerare  questa  obbiezione  come  fuori  di  luogo. 

La  mia  definizione  deriva  da  una  tendenza  a stabilire  la  di- 
pendenza reciproca  dei  fenomeni,  e a far  dileguare  ogni  oscu- 
rità metafisica  senza  che  pertanto  essa  sia  dal  punto  di  vista 
dei  suoi  risultati  meno  buona,  che  qualunque  altra  fra  quelle 
che  si  sono  usate  tino  ad  oggi.  Io  ho  proceduto  esattamente  nello 
stesso  modo  nello  studio  del  concetto  di  “ quantità  elettrica  ,, 
(Uber  die  Grun dbegri ff e der  Eleetrostatik , Vortrag  gehalten 
auf  der  inter nationalen  eletrischen  Auxstellung.  Vienna,  4 set- 
tembre 1883),  di  quelli  di  “temperatura,,  e di  “ quantità  di  ca- 
lore „ ( Zeitschrift  fiir physikal isr.hen  and  chemischen  Unterricht , 
Berlino,  1888)  eco. 

Da  questo  modo  di  concepire  la  massa  risulta  un’altra  diffi- 
coltà. che  non  può  sfuggire  ad  un  critico  molto  sottile,  e che 
si  riscontra  nell’analisi  di  altri  concetti  fisici,  per  esempio  in 
quelli  della  teoria  del  calore.  Maxwell  ha  notato  questo  punto 
nel  suo  studio  ilei  concetto  di  temperatura  presso  a poco  verso 
l’epoca,  in  cui  io  l’ho  fatto  per  quello  di  massa,  lo  potrei  rìiv 
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viare  a questo  riguardo  al  mio  trattato:  “ Die  Principien  der 
Wàrmelehre,  historischhritisch  entwickelt  „ (Lipsia,  2“  ed.,  1902). 

4.  Ora  esamineremo  più  dawicino  questa  difficoltà,  che  è 
indispensabile  di  rimuovere  per  la  formazione  di  un  concetto  di 
massa  perfettamente  chiaro.  Confrontiamo  una  serie  di  corpi  A, 
B,  C,  D al  corpo  A preso  per  unità: 

A,  B,  C,  D,  E,  F . . . . 

1,  m.  m„  mr  mv  mt . . . . 

troviamo  le  masse  rispettive  1,  in.  mr  ms,  ?n3.  mt  ....  Ora 
sorge  la  questione  seguente:  Scegliendo  B come  campione  od 

. ,,  _ , m.  in, 

unita  di  misura,  troveremmo  per  C,  I)  ...  le  masse  — . — , . . . 

rn  in 

o ben  altri  numeri?  Questa  questione  si  può  porre  più  sempli- 
cemente così  : Due  corpi  B e C,  che  agendo  separatamente  su  A, 
si  comportano  come  avessero  la  stessa  massa,  si  comporteranno 
ancora  come  aventi  egual  massa  in  un'azione  reciproca  ? Non 
n'è  di  necessità  logica  che  due  masse  eguali  ad  una  stessa  terza 
siano  eguali  fra  loro,  poiché  qui  trattasi  non  di  un  problema 
matematico,  ma  di  una  questione  fisica.  Un  confronto  farà  meglio 
comprendere  questa  idea.  Consideriamo  tre  sostanze  A.  U.  C di 
pesi  a,  b,  c tali,  che  i rapporti  a : b : c siano  i rapporti  dei  pesi, 
secondo  i quali  si  combinano  chimicamente  per  formare  i com- 
posti A B ed  A C.  Non  avvi  alcuna  necessità  logica , perchè  nella 
combinazione  BC  i pesi  B e C siano  nel  rapporto  b : c.  Tuttavia 
l'esperienza  dimostra,  che  non  avviene  così.  Se  consideriamo  dei 
pesi  di  una  serie  di  corpi  proporzionali  ai  pesi,  in  cui  si  com- 
binano con  uno  stesso  corpo  A.  questi  corpi  si  combinano  anche 
fra  loro  negli  stessi  rapporti  di  peso.  Questa  conoscenza  può 
essere  conseguita  solo  colla  esperienza.  Avviene  lo  stesso  pei 
numeri  che  misurano  le  masse  dei  corpi. 

L’ipotesi  che  l’ordine  in  cui  i corpi  sono  stati  disposti  per 
la  determinazione  dei  valori  delle  loro  masse  abbia  un’influenza, 
è,  come  vedremo,  in  contraddizione  colla  esperienza.  Si  conside- 
rino, ad  esempio,  tre  corpi  elastici  A,  B,  C,  mobili  sopra  un 
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anello  fisso  ffig.  141)  perfettamente  levigato.  Si  supponga  che  A 
e 15  si  comportino  reciprocamente  come  aventi  masse  eguali,  e 
cosi  B e C.  Si  dovrà  ammettere,  senza  tema  di  essere  in  con- 
traddizione con  la  esperienza,  che  anche  A 
e 0 si  comportano  reciprocamente  come 
aventi  uguali  masse.  Se  si  comunica  ad  A 
una  velocità  qualunque,  esso  la  trasmette 
coll'urto  a B,  e questo  a C.  Se  C si  com- 
portasse verso  A come  una  gran  massa, 
A prenderebbe  coll’urto  una  velocità  mag- 
giore della  sua  velocità  primitiva,  mentre  C 
conserverebbe  un  residuo  di  velocità.  Ciascun 
giro  fatto  nella  direzione  delle  lancette  di  un  orologio  aumen- 
terebbe la  forza  viva  del  sistema..  Se  C si  comportasse  verso  A 
come  una  massa  minore,  basterebbe  cambiare  la  direzione  del 
moto  per  ottenere  lo  stesso  risultato.  Ora  un  tale  incremento  di 
forza  viva  è i : i completa  contraddizione  colle  nostre  esperienze. 

».  L’apprendi mento  del  concetto  di  massa,  fatto  come  si  è 
veduto,  rende  inutile  la  formulazione  particolare  del  principio 
dell'azione  eguale  alla  reazione.  Nel  concetto  di  massa  e nel 
principio  dell’azione  eguale  alla  reazione,  lo  stesso  fatto  viene 
enunciato  due  volte.  Abbiamo  precedentemente  fatto  la  stessa 
osservazione  per  un  altro  principio:  avvi  un  pleonasmo  sapen- 
dosi che  le  masse  1 e 2 agiscono  l'una  sull'altra,  la  nostra  de- 
finizione contiene  già  l’enunciato  del  fatto,  che  esse  si  comuni- 
cano accelerazioni  opposte,  il  cui  rapporto  è 2:1. 

<>.  Il  fatto  che  la  massa  può  essere  misurata  col  peso,  ove 
l'azione  della  gravità  è invariabile,  può  anche  dedursi  dalla  no- 
stra definizione  di  massa.  I nostri  sensi  ci  avvertono  subito  gli 
incrementi  e le  diminuzioni  di  pressione:  ma  non  ci  offrono 
che  una  misura  assai  grossolana  di  questa.  L’osservazione  che 
ogni  pressione  può  essere  sostituita  dalla  pressione  di  un  nu- 
mero determinato  di  corpi  pesanti  identici,  fornisce  un  processo 
di  misura  delle  masse,  che  si  può  utilizzare.  Ad  ogni  pressione 
si  può  fare  equilibrio  colla  pressione  di  corpi  pesanti  così  scelti. 
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Abbiansi  due  corpi  in  ed  rn'  (Hg.  142)  animati  dalle  accelera- 
zioni <p  e <p'  di  direzioni  contrarie,  dovute  a circostanze  esterne; 
si  riuniscono  questi  due  corpi  con  un  filo  ; se  si  stabilisce  l'e- 
quilibrio, l’accelerazione  <p  di  ni  e l’accelerazione  <p'  di  ni'  sono 
esattamente  distrutte  dalla  reazione.  Ma  in  questo  caso  si  ha  : 
mq>  = m’<p'.  Se  poi  è <p  = <p' . e ciò  si  ve- 
rifica quando  i corpi  sono  abbandonati  alla 
gravità,  si  avrà:  rn  — ni'.  E ovvio  osser- 
vare che  è indifferente  che  si  facciano  agire 
i corpi  l'uno  sull’altro  direttamente  con  un  filo,  ovvero  con  un 
(ilo  che  passa  sopra  una  puleggia,  o mettendoli  nei  piatti  di  una 
bilancia.  La  nostra  definizione  ha  quindi  per  conseguenza  evi- 
dente la  misurabilità  della  massa  per  mezzo  del  peso,  senza  che 
sia  necessario  ricorrere  alla  “ quantità  di  materia  „. 

7.  Dunque  un’esperienza  ci  fa  subito  cosi  scoprire  nei  corpi 
l’esistenza  di  una  caratteristica  particolare  determinante  V ac- 
celerazione. Il  nostro  compito  termina  col  ricouoscimento  distinto 
e colla  designazione  precisa  di  questo  fatto.  Non  andremo  più 
oltre  di  questo  riconoscimento  del  fatto,  poiché,  facendolo,  non 
potremmo  apportare  che  oscurità.  Ogni  difficoltà  scompare,  quando 
si  comprende  chiaramente  che  il  concetto  di  massa  non  contiene 
alcuna  teoria,  ma  invece  una  esperienza.  Fin  qui  questo  concetto 
si  è conservato  nella  scienza;  ed  è assai  inverosimile,  ma  non 
impossibile,  che  esso  scompaia  un  giorno,  nello  stesso  modo  che 
l’idea  di  una  quantità  di  calore  invariabile,  che  pure  basavasi 
sull’esperienza,  è stata  modificata  con  nuovi  esperimenti. 

VI.  Le  idee  di  Newton 
sul  tempo,  lo  spazio  ed  il  moto. 

1.  In  uno  scolio,  che  egli  pone  subito  dopo  le  sue  definizioni, 
Newton  espone  le  sue  idee  intorno  allo  spazio  ed  al  tempo.  Ora 
le  esamineremo  più  minutamente,  ma  non  citeremo  a tale  og- 
getto che  i luoghi  indispensabili  per  caratterizzarle. 
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“ Io  or  orn  ho  fatto  vedere  il  significato  die  do  in  quest'o- 
pera ad  alcuni  termini,  che  non  sono  comunemente  usati.  Rispetto 
a quelli  di  tempo , di  spazio,  di  luogo  e di  moto  sono  noti  a 
tutti  ; ma  bisogna  osservare  che  avendo  considerato  queste  quan- 
tità solo  mediante  le  relazioni,  che  le  legano  alle  cose  sensibili, 
si  sono  commessi  parecchi  errori. 

Per  evitarli  bisogna  distinguere  il  tempo,  lo  spazio,  il  luogo 
ed  il  moto  in  assoluti  e relativi,  veri  ed  apparenti,  matematici 
e comun  i. 

“I.  Il  tempo  assoluto,  vero  e matematico,  senza  alcuna  rela- 
zione esterna,  trascorre  uniformemente  e si  chiama  durata.  Il 
tempo  relativo  apparente  e comune  è quella  misura  sensibile  ed 
esterna  di  una  parte  di  durata  qualunque  (eguale  o diseguale) 
presa  del  moto;  tali  sono  le  misure  di  ore , di  giorni , di  mesi,  ecc., 
di  cui  ci  serviamo  comunemente  invece  del  tempo  vero  . . . 

Poiché  i giorni  naturali  sono  disuguali,  quantunque  essi 

si  prendano  ordinariamente  per  una  misura  eguale  di  tempo,  e 
gli  astronomi  correggano  questa  ineguaglianza  per  potere  misu- 
rare i movimenti  celesti  mediante  un  tempo  più  esatto.  È molto 
probabile  che  non  esista  movimento  perfettamente  eguale,  il 
quale  possa  servire  alla  misura  esatta  del  tempo;  poiché  tutti  i 
moti  possono  essere  accelerati  o ritardati;  ma  il  tempo  assoluto 
deve  trascorrere  sempre  nello  stesso  modo. 

La  durata  e la  perseveranza  delle  cose  è dunque  la  stessa, 
sia  che  i movimenti  siano  solleciti,  sia  ch’essi  siano  lenti:  e sa- 
rebbe ancora  lo  stesso  quando  non  si  avesse  alcun  moto  „. 

2.  Sembrerebbe,  a leggere  queste  osservazioni,  che  Newton 
si  trovi  ancora  sotto  l’ influenza  della  filosofia  del  medio-evo.  e 
ch’egli  sia  infedele  al  suo  divisamente  di  non  studiare  che  i 
fatti.  Asserire  che  una  cosa  A si  trasforma  col  tempo,  significa 
semplicemente  che  le  circostanze  di  questa  cosa  A dipendono 
dalle  circostanze  di  un’altra  cosa  B.  Le  oscillazioni  di  un  pen- 
dolo prendono  posto  nel  tempo,  quando  le  loro  ampiezze  dipen- 
dono dalla  posizione  della  Terra.  Nella  osservazione  del  pendolo 
non  è necessario  di  tener  conto  di  questa  dipendenza  della  po- 


sizione  della  Terra;  bisogna  fare  il  confronto  con  un’altra  cosa 
qualunque,  le  cui  condizioni  dipendono  naturalmente  anche  dalla 
posizione  della  Terra,  e ciò  dà  facilmente  origine  a questa  illu- 
sione. che  tutti  questi  punti  di  confronto  non  siano  necessari. 
Inoltre  si  può,  nell’osservazione  del  moto  pendolare,  fare  com- 
piutamente astrazione  di  tutte  le  cose  esterne  e trovare  che  per 
ciascuna  delle  sue  posizioni,  i nostri  pensieri  e le  nostre  sensa- 
zioni sono  diverse.  Quindi  il  tempo  sembra  come  una  cosa  par- 
ticolare ed  indipendente,  dal  cui  progresso  dipende  la  posizione 
del  pendolo,  mentre  che  le  cose,  che  abbiamo  liberamente  scelte 
per  punti  di  confronto,  sembrano  avere  una  parte  secondaria. 
Non  bisogna  pertanto  dimenticare  che  tutte  le  cose  sono  con- 
nesse fra  loro,  e che  noi  stessi,  e tutte  le  nostre  rappresenta- 
zioni mentali,  non  sono  che  una  particella  della  natura.  Ci 
troviamo  nell’  impossibilità  assoluta  di  misurare  col  tempo  le 
variazioni  delle  cose.  Il  tempo  è piuttosto  un’astrazione,  cui 
arriviamo  mediante  questi  stessi  cambiamenti;  mercè  questo 
fatto  non  siamo  obbligati  ad  alcuna  misura  determinata , poiché 
dipendono  tutte  fra  loro.  Chiamiamo  moto  uniforme  un  moto  nel 
(piale  gl’incrementi  eguali  di  cammini  corrispondono  ad  incre- 
menti di  cammini  eguali  in  un  moto  di  confronto,  che  è quello 
di  rotazione  della  Terra.  Un  moto  può  essere  uniforme  rispetto 
a un  altro;  ma  il  domandarsi  se  un  moto  è uniforme  in  se,  non 
ha  alcun  significato.  Parlare  di  un  u tempo  assoluto,  „ indipen- 
dente da  ogni  variazione  è intieramente  privo  di  senso.  Questo 
tempo  assoluto  non  può  essere  misurato  da  nessun  moto;  quindi 
esso  non  ha  alcun  valore  nè  pratico,  nè  scientifico.  Nessuno  può 
dire  ch’egli  corona  qualche  cosa  rispetto  a questo  tempo  asso- 
luto; ma  è un’oziosa  concezione  metafisica. 

Noi  acquistiamo  la  nozione  di  tempo  mediante  la  dipendenza 
reciproca  delle  cose.  Lo  si  potrebbe  far  vedere  facilmente  per 
mezzo  della  psicologia,  della  storia  e dello  studio  linguistico  (coi 
nomi  delle  divisioni  del  tempo).  La  unzione  di  tempo  contiene 
l'idea  più  profonda  e più  generale  del  concatenamento  delle 
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cose.  Quando  un  moto  prende  posto  nel  tempo,  esso  dipende 
dal  moto  della  Terra.  Questo  modo  di  vedere  non  è in  contrad- 
dizione col  fatto,  che  i moti  meccanici  sono  invertibili.  Un  certo 
numero  di  grandezze  variabili  possono  essere  collegate  in  modo 
tale,  che  un  gruppo  di  esse  possa  essere  modificato  senza  che 
questo  cambiamento  affetti  le  altre.  La  natura  si  comporta  come 
una  macchina.  Le  parti  individueli  si  determinano  reciprocamente 
le  une  colle  altre.  In  una  macchina  la  posizione  di  una  delle 
parti  determina  quelle  di  tutte  le  altre;  ma  si  comprende  che 
esistono  nella  natura  relazioni  più  complicate.  La  migliore  im- 
magine che  si  può  formare  di  queste  relazioni  consiste  nel  rap- 
presentarsi un  numero  n di  grandezze  collegate  fra  loro  mediante 
un  numero  di  equazioni  n'  <"  n.  Se  n fosse  eguale  ad  n\  la  na- 
tura sarebbe  invariabile.  Se  n fosse  eguale  a n — 1 una  delle 
quantità  determinerebbe  tutte  le  altre;  e se  questo  caso  fosse 
quello  che  si  presenta  in  natura,  il  tempo  sarebbe  invertibile, 
poiché  sarebbe  stato  conseguito  mediante  un  moto  unico.  Ma  il 
vero  stato  delle  cose  non  corrisponde  a questa  differenza  fra  n 
ed  n’.  Le  grandezze  non  sono  allora  che  parzialmente  determi- 
nate l’una  coll’altra;  esse  hanno  una  indeterminazione,  una  li- 
bertà maggiore  che  nell’ultimo  caso.  Noi  stessi  abbiamo  la  sen- 
sazione di  essere  elementi  analoghi  della  natura  in  parte  deter- 
minati e in  parte  indeterminati.  Il  tempo  non  ci  sembra  come 
irreversibile,  ed  il  tempo  passato  come  irrevocabilmente  trascorso 
solo  pel  fatto  che  una  parte  solamente  delle  variazioni,  che  si 
producono  nella  natura,  dipende  da  noi,  e che  la  riversibiiità  di 
questa  parte  solamente  è in  nostro  potere. 

Per  esprimere  il  nostro  pensiero  in  modo  breve  e accessibile 
a tutti  diremo  che  si  giunge  alla  nozione  di  tempo  mediante  la 
relazione  fra  il  contenuto  del  dominio  della  nostra  memoria  e 
il  contenuto  del  dominio  della  nostra  percezione  esterna.  Quando 
noi  diciamo  che  il  tempo  trascorre  in  una  direzione  o in  un  senso 
definito,  ciò  significa  semplicemente  che  gli  avvenimenti  fisici 
(e  quindi  anche  gli  avvenimenti  psicologici)  si  verificano  in  un 
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senso  definito  (1).  Le  differenze  di  temperatura,  le  differenze 
elettriche  e tutte  le  differenze  di  livello  in  generale,  abbando- 
nate a se  stesse,  non  crescono,  ma  diminuiscono.  Consideriamo 
due  corpi  di  temperature  disuguali  messi  in  presenza  l’uno  del- 
l’altro ed  abbandonati  a se  stessi,  noi  non  potremo  trovare  che 
differenze  di  temperatura  maggiori  nel  campo  della  memoria  e 
minori  nel  campo  della  percezione  sensibile,  e non  l’inverso. 
Tutti  questi  fenomeni  non  esprimono  altro  che  una  dipendenza 
reciproca  particolare  e profonda  delle  cose.  Pretendere  ora  una 
perfetta  delucidazione  di  questa  questione  sarebbe  volere  anti- 
cipare, nello  stesso  modo  della  filosofia  speculativa,  i risultati 
di  tutte  le  ricerche  future,  ed  esigere  una  perfetta  conoscenza 
della  natura. 

Ho  esposto  altrove  le  mie  vedute  sul  tempo  psicologico,  sulla 
sensazione  del  tempo  e in  parte  anche  sul  tempo  fisico.  ( Beitràge 
zar  Analyse  iler  Empfùuluvgen,  Iena.  2“  ediz.,  1900,  pag.  103- 
111,  100-108).  Nello  studio  dei  fenomeni  calorifici  si  sceglie  per 
misurare  le  temperature  un'  indicatore  volumetrico  arbitraria- 
mente scelto  (termometro),  che  varia  quasi  in  corrispondenza  pa- 
rallela colla  nostra  sensazione  del  calore,  ma  che  non  è sotto- 
posto alle  perturbazioni  incontrollabili  degli  organi  dei  sensi. 
Cosi,  e per  ragioni  analoghe,  prendiamo  per  misurare  il  tempo 
un  moto  arbitrariamente  scelto  che  procede  quasi  in  corrispon- 
denza parallela  colla  nostra  sensazione  di  tempo  ; tal’è,  per  esem- 
pio, l’angolo,  di  cui  la  Terra  ha  girato  o il  cammino  descritto 
di  un  corpo  abbandonato  a se  stesso.  Le  oscurità  metafisiche 
svaniscono,  allorché  ci  siamo  perfettamente  persuasi  che  si  tratta 
semplicemente  di  stabilire  la  dipendenza  reciproca  dei  fenomeni, 
come  io  l’ho  fatto  già  rilevare  nel  1865  ( Ueber  den  Zeitsinn  des 
Ohres , Sitzungsb.  d.  Wien.  Akad.)  e nel  1866  ( Fichte’s  Zeitschr. 
/’.  Philosophie).  Confi-,  anche  Epstein,  Die  logischen  Principierà 
der  Zeitmessung,  Berlino,  1887. 


( 1 ) Qui  non  ci  occupiamo  delle  ricerche  sulla  natura  fisiologica 
delle  sensazioni  di  tempo  e di  spazio. 
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In  un'  nitrii  opera  ( Pr incip ien  iter  Wàrmélehre,  p.  51)  ho 
cercato  di  dimostrare  l’origine  di  questa  tendenza  degli  uomini 
a personificare  i concetti  che  erano  ad  essi  cari,  e particolar- 
mente quelli,  cui  essi  sono  giunti  istintivamente  senza  alcuna 
conoscenza  della  storia  del  loro  sviluppo.  I ragionamenti  che  ab- 
biamo fatti  rispetto  alla  nozione  di  temperatura,  si  possono  fa- 
cilmente applicare  alla  nozione  di  tempo,  e così  rendono  più 
intelligibile  la  nozione  di  “ tempo  assoluto  „ di  Newton.  Abbiamo 
fatto  lo  stesso  ragionamento  (vedi  capitolo  III,  n.  V,  § 5)  rispetto 
alla  relazione  tra  il  concetto  d’energia  e la  irreversibilità  del 
tempo;  e abbiamo  espresso  l’opinione  che  l’entropia  dell’universo 
nel  suo  totale,  se  essa  potesse  d’altra  parte  essere  determinata, 
costituirebbe  una  specie  di  imita  assoluta  di  tempo.  Indicherò 
ancora  qui  la  discussione  di  Petzold  (Dos  Gesetz  der  Eindeutig- 
ìceit,  “ Vierteljahrschr.  f.  W.  Philosophie,  1894,  pag.  146),  cui 
risponderò  in  altra  parte. 

3.  Newton  espone,  a proposito  dello  spazio  e del  moto,  idee 
analoghe  alle  sue  idee  sul  tempo.  Citeremo  ancora  alcuni  passi 
caratteristici. 

u II.  Lo  spazio  assoluto,  senza  riguardo  alle  cose  esterne, 
rimane  per  sua  natura  sempre  simile  ed  immobile. 

“ Lo  spazio  relativo  è quella  misura  o parte  mobile  dello 
spazio  assoluto,  la  quale  cade  sotto  i nostri  sensi  per  mezzo  della 
sua  relazione  coi  corpi,  e che  il  volgo  confonde  collo  spazio  immo- 
bile ...... 

“ IV.  Il  moto  assoluto  è la  traslazione  di  un  corpo  da  un  luogo 
assoluto  in  un  altro  luogo  assoluto;  ed  il  moto  relativo  è la  tra- 
slazione da  un  luogo  relativo  ad  un’altro  luogo  relativo 

Noi  ci  serviamo  dunque  dei  luoghi  e dei  moti  rela- 
tivi invece  che  dei  moti  assoluti,  come  si  usa  nella  vita  civile 
senza  nessun  inconveniente.  Ma  nelle  discussioni  filosofiche  bi- 
sogna fare  astrazione  dei  sensi,  perchè  può  essere  che  non  vi 
sia  nessun  corpo  veramente  in  riposo,  cui  si  possano  riferire  i 
luoghi  e i moti. 
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“ Gli  effetti,  pei  quali  si  può  riconoscere  il  moto  assoluto  dal 
moto  relativo,  sono  le  forze,  che  hanno  i corpi,  i quali  ruotano 
per  allontanarsi  dall'asse  del  loro  moto,  poiché  nel  moto  circo- 
lare, semplicemente  relativo,  queste  forze  sono  nulle,  ed  in  un 
moto  circolare  vero  ed  assoluto  sono  più  o meno  grandi,  secondo 
la  quantità  del  moto. 

u Se  si  fa  ruotare  intorno  un  vaso  sospeso  ad  una  corda  sino 
a che  la  corda,  a forza  di  essere  torta,  divenga  in  qualche  ma- 
niera inflessibile;  e se  poi  questo  vaso  si  riempie  d’acqua,  e 
dopo  aver  lasciato  prendere  all’acqua  e al  vaso  lo  stato  di  riposo 
si  dà  alla  corda  la  libertà  di  svolgersi,  allora  il  vaso  acquisterà 
in  questo  modo  un  moto,  che  durerà  per  lungo  tempo;  all’inizio 
di  questo  movimento  la  superficie  dell’acqua  contenuta  in  questo 
vaso  rimarrà  piana  come  era  prima  che  la  corda  si  svolgesse; 
ma  poi  il  moto  del  vaso  comunicandosi  a poco  a poco  all’acqua 
che  contiene,  quest'acqua  incomincia  a girare,  ad  innalzarsi  verso 
i suoi  orli  e a divenire  concava  come  io  l’ho  provato;  e il  suo 
moto  aumentandosi,  gli  orli  di  quest’acqua  s’innalzeranno  sempre 
più,  sino  a che  le  sue  rivoluzioni,  compiendosi  in  tempi  eguali 
a quelli,  in  cui  il  vaso  fa  un  intero  giro,  l’acqua  sarà  in  un  ri- 
poso relativo  rispetto  al  vaso.  L’ascensione  dell’acqua  verso  gli 
orli  del  vaso  indica  lo  sforzo,  ch’essa  fa  per  allontanarsi  dal 
centro  del  suo  moto  e,  si  può  conoscere  e misurare  con  questo 
sforzo  il  moto  circolare  vero  ed  assoluto  di  quest’acqua,  il  quale 
è interamente  opposto  al  suo  moto  relativo;  poiché  nell’inizio, 
in  cui  il  moto  relativo  dell’acqua  nel  vaso  era  maggiore,  questo 
moto  non  eccitava  in  essa  alcuno  sforzo  per  allontanarsi  dall’asse 
del  suo  movimento:  l'acqua  non  s’innalzava  sugli  orli  del  vaso, 
ma  restava  piana;  e quindi  non  aveva  ancora  il  moto  circolare 
vero  ed  assoluto.  Quando  poi  il  moto  dell’acqua  incomincia  a 
diminuire,  l’ascensione  dell’acqua  verso  gli  orli  del  vaso  indicava 
lo  sforzo  che  essa  faceva  per  allontanarsi  dall’asse  del  suo  moto; 
e questo  sforzo,  che  andava  sempre  aumentando,  indicava  l’ in- 
cremento del  suo  moto  circolare  vero.  Infine  questo  moto  circo- 
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lare  vero  era  maggiore  quando  I acqua  era  in  un  riposo  relativo 
nel  vaso . . . 

u Bisogna  confessare  che  è assai  difficile  conoscere  moti  veri 
di  ciascun  corpo  e distinguerli  effettivamente  dai  moti  apparenti, 
poiché  le  parti  dello  spazio  immobile,  nelle  (piali  si  eseguiscono 
i moti  veri,  non  cadono  sotto  i nostri  sensi.  Tuttavia  non  bisogna 
interamente  disperarne,  poiché  possiamo  servirci  per  pervenirvi 
tanto  dei  moti  apparenti,  che  sono  le  differenze  dei  moti  veri, 
(pianto  delle  forze,  che  sono  le  cause  e gli  effetti  dei  moti  veri. 
Se,  per  esempio,  due  globi  attaccati  l’uno  all’altro  per  mezzo  di 
un  filo  di  lunghezza  data,  si  fanno  ruotare  intorno  al  loro  centro 
di  gravità  comune,  la  tensione  del  filo  farà  conoscere  lo  sforzo 
che  essi  fanno  per  allontanarlo  dal  centro  del  loro  moto,  e darà 
con  questo  mezzo  la  quantità  di  moto  circolare.  Inoltre  se  col- 
pendo questi  due  globi  allo  stesso  tempo,  in  direzioni  opposte 
e con  forze  eguali,  si  aumenta  o si  diminuisce  il  moto  circolare, 
si  riconoscerà  dall’incremento  o dalla  diminuzione  della  tensione 
del  filo,  l’aumento  o la  diminuzione  del  moto;  ed  infine  si  tro- 
verà in  questo  modo  le  parti  dei  globi,  in  cui  le  forze  devono 
essere  impresse  per  aumentare  il  più  possibile  il  moto,  cioè  le 
parti  che  si  muovono  parallelamente  al  filo  e che  seguono  il  suo 
movimento:  perciò  conoscendo  queste  parti  e le  loro  opposte, 
che  precedono  il  moto  del  filo,  si  avrà  la  determinazione  del 
moto. 

“Analogamente  si  giungerà  a conoscere  la  quantità  e la  de- 
terminazione di  questo  moto  circolare  in  un  moto  qualunque,  in 
cui  non  vi  sarebbe  nulla  di  esterno,  nè  di  sensibile,  cui  si  possa 
riferire  il  moto  di  questi  globi.  „ 

4.  È appena  necessario  di  fare  osservare  che  in  queste  con- 
siderazioni Newton  è ancora  uua  volta  in  contraddizione  col  suo 
divisamente  di  studiare  solo  i fatti.  Nessuno  può  dir  nulla  dello 
spazio  assoluto  e del  moto  assoluto,  che  sono  nozioni  puramente 
astratte,  che  non  possono  in  nulla  essere  il  risultato  dell’espe- 
rienza. Abbiamo  dimostrato  particolareggiatamente,  che  tutti  i 
principi  fondamentali  della  meccanica  derivano  dalle  esperienze 
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sulle  posizioni  e sui  moti  relativi  dei  corpi.  Nei  campi,  in  cui 
oggi  si  riconosce  la  loro  validità,  non  sono  stati  accettati  senza 
prove  e non  potevano  esserlo.  Nulla  autorizza  ad  estendere  questi 
principi  al  di  fuori  dei  limiti  della  nostra  esperienza;  infatti 
questa  estensione  non  avrebbe  alcun  senso,  poiché  nessuno  ne  po- 
trebbe fare  uso. 

Entriamo  in  qualche  particolare.  Diciamo  che  un  corpo  K 
può  cambiare  la  sua  direzione  e la  sua  velocità  solamente  sotto 
l’ influenza  di  un  altro  corpo  K'.  Ora  sarebbe  per  noi  impossi- 
bile giungere  a questa  idea,  se  altri  corpi  A,  B,  C . . . non  fos- 
sero presenti,  i quali  ci  permettono  di  giudicare  del  moto  di  K. 
Dunque  noi  siamo  semplicemente  consci  di  una  relazione  del 
corpo  K coi  corpi  A,  B,  C . . . Fare  subito  astrazione  di  A,  B,  C . . . 
e mettersi  a parlare  del  modo  come  si  comporta  il  corpo  K nello 
spazio  assoluto  significa  cadere  in  un  duplice  errore.  Infatti  è 
impossibile  di  sapere  come  K si  comporterebbe  in  assenza  dei 
corpi  A,  B,  C...,  poiché  noi  non  possederemmo  allora  alcun 
mezzo,  che  ci  permetta  di  giudicare  del  modo  di  comportarsi  del 
corpo  K e di  dimostrare  la  nostra  affermazione;  questa  non 
avrebbe  dunque  più  significato  scientifico. 

Due  corpi  K e K',  che  gravitano  l’uno  verso  l’altro,  si  co- 
municano accelerazioni  inversamente  proporzionali  alle  loro  masse 
m ed  m'  e dirette  secondo  la  retta  che  li  cougiunge.  liuesto 
teorema  non  contiene  solo  una  relazione  reciproca  di  K col 
corpo  K',  ma  anche  una  relazione  di  questi  due  corpi  con  tutti 
gli  altri  corpi.  Esso  afferma  infatti  non  solo  che  i due  corpi  K,  K' 

, . in  i ,,  i • m 4-  m' 

hanno  1 imo  rispetto  all  altro,  1 accelerazione  k , ma  an- 

r 9 


cora  che  K è animato  dall’accelerazione  — — — e K'  dall'accele- 


razione 4-  k — , entrambe  dirette  secondo  la  eougiungente  i due 
ra 


corpi,  e ciò  non  si  può  dimostrare  che  con  la  presenza  di  altri  corpi. 

Il  moto  di  un  corpo  K non  può  essere  osservato  che  rispetto 
ad  altri  corpi  A,  B,  C . . . Ma  possiamo  disporre  di  un  numero  sul- 
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ficiente  di  corpi  relativamente  fissi  gli  uni  rispetto  agli  altri,  o 
le  cui  posizioni  non  cambiano  tutt’al  più  che  assai  lentamente  ; 
non  ci  siamo  quindi  ristretti  ad  alcun  corpo  determinato  come 
punto  di  riferimento,  e possiamo  fare  astrazione  ora  dell’uno,  ora 
dell’altro.  Ciò  diede  origine  all’idea  che  questi  corpi  siano  ge- 
neralmente indifferenti. 

Infatti  può  essere  che  i corpi  isolati  A,  B,  C . . . non  siano 
che  accessorii  nella  determinazione  del  moto  del  corpo  K e che 
questo  moto  sia  determinato  mediante  il  mezzo , in  cui  si  trova  K. 
Ma  allora  si  dovrebbe  sostituire  questo  mezzo  allo  spazio  asso- 
luto di  Newton.  Newton  certamente  non  ha  avuto  questa  idea. 
Inoltre  si  può  dimostrare  facilmente  che  l’atmosfera  non  è questo 
mezzo  che  determina  il  moto.  Allora  si  deve  immaginare  un 
mezzo,  che  riempie  quasi  l’intiero  spazio,  ed  avente  proprietà, 
di  cui  presentemente  non  abbiamo  alcuna  adeguata  conoscenza, 
come  non  l’abbiamo  delle  condizioni  del  moto  dei  corpi  che  vi 
si  trovano.  Un  tale  stato  di  cose  in  sé  non  sarebbe  impossibile. 
Gli  studi  recenti  sull’idrodinamica  hanno  dimostrato  che  un  corpo 
solido,  immerso  in  un  fluido  senza  attrito,  non  prova  resistenza 
che  per  le  variazioni  di  velocità.  Invero  questo  risultato  è una 
conseguenza  teorica  del  principio  d’inerzia,  ma  si  potrebbe  in- 
versamente considerarlo  come  il  fatto  primitivo,  che  deve  servire 
di  punto  di  partenza.  Così  perciò,  quantunque  questa  rappre- 
sentazione non  possa  ora  essere  di  alcuna  utilità  pratica,  tut- 
tavia si  può  sperare  che  l’avvenire  aumenterà  la  nostra  cono- 
scenza di  questo  mezzo  ipotetico;  e,  dal  punto  di  vista  scienti- 
fico, questa  concezione  è di  un  valore  assai  maggiore  dell’idea 
antiquata  di  uno  spazio  assoluto.  Considerando  che  è impossibile 
di  fare  scomparire  i corpi  isolati  A,  B,  C . . . , e quindi  di  di- 
scernere se  la  parte  che  hanno  è essenziale  od  accessoria,  che 
d’altronde  questi  corpi  sono  stati  fin  qui  il  solo  e l'unico  mezzo  suffi- 
ciente di  orientazione  dei  moti  e di  descrizione  dei  fatti  meccanici, 
si  comprenderà  che  è s'antaggioso  considerare  senz’altro  tutti  i 
moti  come  determinati  da  questi  corpi. 
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5.  Ora  esaminiamo  tjuali  siano  le  più  forti  ragioni  sulle  quali 
Newton  abbia  fondato  la  sua  distinzione  fra  moto  assoluto  e moto 
relativo.  Se  la  Terra  è animata  da  una  rotazione  assoluta  intorno 
al  suo  asse,  ne  consegue  che  vi  si  manifestano  forze  centrifughe, 
che  essa  è schiacciata,  che  l’accelerazione  della  gravità  diminuisce 
all’equatore,  che  il  piano  del  pendolo  di  Foucault  gira,  ecc.  Tutti 
questi  fenomeni  scompaiono  se  la  Terra  è in  riposo,  e se  i corpi 
celesti  sono  animati  da  un  movimento  assoluto  tale,  che  ne  risulti 
la  stessa  rotazione  relativa.  Così  avviene  certamente  se,  a priori , 
prendiamo  lo  spazio  assoluto  per  punto  di  partenza  ; ma  rimanendo 
nel  campo  dei  fatti,  non  si  conosce  nient’altro  che  lo  spazio  ed 
il  moto  relativi.  Astrazion  fatta  di  questo  mezzo  incognito  dello 
spazio,  che  non  deve  essere  considerato,  si  trova  che  i movimenti 
del  sistema  del  inondo  sono  relativi  e gli  stessi,  sia  che  si  adotta 
il  sistema  di  Tolomeo  o quello  di  Copernico.  Queste  due  con- 
cezioni sono  egualmente  esatte : la  seconda  non  è che  più  sem- 
plice e più  pratica.  L’universo  non  ci  è stato  dato  due  volte, 
prima  con  una  Terra  in  riposo,  poi  con  una  Terra  animata  di 
una  rotazione,  ma  solo  una  volta,  con  i suoi  movimenti  relativi 
solo  determinabili.  Dunque  è impossibile  dire  come  procedereb- 
bero le  cose,  se  la  Terra  non  girasse.  Tutto  ciò  che  si  può  fare 
è di  interpretare  in  diversi  modi  il  caso  che  ci  è dato.  Se  tut- 
tavia la  nostra  interpretazione  ci  mette  in  contraddizione  con  la 
esperienza,  essa  è falsa.  I principii  fondamentali  della  meccanica 
possono  infatti  essere  compresi  in  modo,  che  le  forze  centrifughe 
si  manifestino  anche  per  rotazioni  relative. 

L'esperimento  del  vaso  pieno  d’acqua  ed  animato  di  un  moto 
di  rotazione  ci  informa  che  la  rotazione  relativa  dell’acqua  ri- 
spetto al  vaso  non  produce  forze  centrifughe  apparenti,  ma  che 
queste  sono  prodotte  dal  suo  moto  relativo  rispetto  alla  massa 
della  Terra  ed  agli  altri  corpi  celesti;  esso  non  ci  insegna  nulla  di 
più.  Nessuno  potrebbe  dire  ciò  che  avrebbe  dato  l’esperienza, 
se  la  parete  del  vaso  fosse  stata  di  spessore  maggiore  e più 
massiccia  sino  ad  avere  uno  spessore  di  parecchie  leghe.  Non 
abbiamo  davanti  a noi  che  una  unica  esperienza,  e dobbiamo 
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metterla  d'accordo  con  l’insieme  dei  fatti,  che  ci  sou  noti,  ina 
non  con  le  finzioni  arbitrarie  della  nostra  immaginazione. 

(5.  Il  modo,  con  cui  fu  conseguita  la  legge  d’ inerzia,  non 
lascia  sussistere  dubbio  alcuno  sul  suo  significato.  Galileo  prima 
scoprì  la  costanza  della  velocità  e della  direzione  di  un  corpo 
rispetto  ad  oggetti  terrestri.  Gran  parte  dei  moti  terrestri  sono 
di  una  durata  e di  una  estensione  si  brevi,  che  è intieramente 
inutile  di  tener  conto  della  rotazione,  uè  del  cambiamento  della 
velocità  progressiva  della  'l’erra  rispetto  ai  corpi  celesti.  Questa 
considerazione  non  è necessaria  che  pei  proietti  lanciati  a grande 
distanza,  per  il  pendolo  di  Foucault,  od  in  casi  analoghi.  Cer- 
cando di  applicare  al  sistema  solare  i principii  meccanici  sco- 
perti sino  dai  tempi  di  Galileo,  Newton  osservò  che,  astrazion 
fatta  delle  azioni  delle  forze  e per  quanto  è possibile  di  giudi- 
carne, i pianeti  sembrano  conservare  la  loro  direzione  e la  loro 
velocità  rispetto  ai  corpi  lontanissimi  dell’universo,  nello  stesso 
modo,  che  i corpi  in  moto  sulla  Terra  rispetto  agli  oggetti  fissi 
posti  sulla  sua  superficie.  Il  modo  di  comportarsi  dei  corpi  ter- 
restri rispetto  alla  Terra  si  può  confrontare  con  quello  delta 
Terra  rispetto  ai  corpi  celesti  lontani.  L’affermare  rispetto  al  moto 
dei  corpi  che  si  conosce  qualche  cosa  d’altro  che  il  loro  modo  di 
comportarsi  relativamente  ai  corpi  celesti,  modo  fornitoci  dall  e- 
sperienza,  è un  atto  di  mala  fede  scientifica.  L’asserire  che  un 
corpo  conserva  la  sua  velocità  e la  sua  direzione  nello  spazio 
è semplicemente  un  modo  abbreviato  di  riferimento  intiero 
universo.  È permesso  a chi  scopre  il  principio  di  servirsi  di  una 
espressione  abbreviata  di  questa  specie,  perchè  egli  sa  che  essa 
non  farà  in  generale  sorgere  alcuna  difficoltà.  Ma  se  sorgeranno 
difficoltà,  ad  esempio,  se  i corpi  fissi  gli  uni  rispetto  agli  altri, 
la  cui  presenza  è indispensabile,  vengono  a mancare,  egli  ri- 
marrà intieramente  disarmato. 

7.  Invece  di  riferire  il  moto  di  un  corpo  K allo  spazio,  cioè 
ad  mi  sistema  di  coordinate,  ora  faremo  lo  studio  diretto  delle 
sue  relazioni  con  i corpi  delibi  liverso,  poiché  il  sistema  di  coor- 
dinate può  essere  solo  determinato  mediante  questi.  Le  distanze 
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reciproche  de’  corpi  assai  lontani  fra  loro,  che  si  muovono  con 
una  velocità  costante  e nella  stessa  direzione  relativamente  ai 
corpi  lissi  lontanissimi,  variano  proporzionalmente  al  tempo.  Si 
può  anche  dire  che,  se  si  trascurano  tutte  le  azioni  reciproche 
o altro,  le  distanze  dei  corpi  lontanissimi  variano  proporzional- 
mente fra  loro.  Ma  se  la  distanza  di  due  corpi,  che  si  muovono 
rispetto  ad  altri  corpi  lontani,  con  velocità  costanti  in  grandezze 
e direzioni,  è piccola,  la  sua  variazione  è sottoposta  ad  una  legge 
più  complicata.  Supponiamo  che  i due  corpi  dipendano  l’uno  dal- 
l’altro; indichiamo  con  r la  loro  distanza,  con  t il  tempo,  e cou  a 
una  costante  dipendente  dalle  grandezze  e dalle  direzioni  delle 
velocità,  si  troverà  : 


Dunque  è evidentemente  assai  più  semplice  e più  comoda  di 
riguardare  i due  corpi  come  indipendenti  fra  loro,  e di  consi- 
derare la  costanza  della  loro  velocità  e della  loro  direzione  ri- 
spetto ad  altri  corpi  lontanissimi. 

Invece  di  dire  che  la  velocità  di  una  massa  /<  dello  spazio 
rimane  costante  in  grandezza  ed  in  direzione  si  può  dire  anche 
che  l’accelerazione  media  di  questa  massa  a , rispetto  alle  masse 
m,  m',  in". . . poste  alle  distanze  r,  r'f  r". . . è nulla,  ovvero  che 
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Quest’ultima  espressione  è equivalente  alla  prima,  se  si  con- 
sidera un  numero  sufficiente  di  masse  abbastanza  grandi  e lon- 
tane. L’influenza  reciproca  delle  piccole  masse  più  vicine,  che  in 
apparenza  sono  indipendenti  fra  loro,  scomparisce  da  sè  stessa. 
Per  vedere  che  l’ invariabilità  della  direzione  e della  velocità  è 
data  mediante  questa  condizione,  basta  immaginare  dei  coni  di 
vertice  //,  che  separauo  parti  distinte  nello  spazio,  e di  porre  la 
condizione  per  le  masse  contenute  in  ciascuna  di  queste  pai  ti 
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separate.  Si  può  pure  evidentemente  porre  per  lo  spazio  intiero > 
circostante  fi  : 


il a Xmr 
<11 !*  l'm 


o ; 


ina  questa  equazione  non  ci  insegna  nulla  sul  moto  di  fi , poiché- 
essa  sussiste  qualunque  sia  questo  moto,  purché  fi  sia  uniforme- 
mente circondato  da  un’  infinità  di  masse.  Quando  due  masse  «, 
e /is  agiscono  l una  sull’altra  in  funzione  della  loro  distanza,  si  ha: 


— = Oi  + «*)  f(r)  ; 


ma,  nello  stesso  tempo,  secondo  il  principio  dell’eguaglianza  del- 
l’azione e della  reazione,  l’accelerazione  del  centro  di  gravità  di 
due  masse,  od  accelerazione  inedia  del  sistema  di  masse  rispetto 
alle  masse  di  tutto  lo  spazio,  rimane  nulla,  cioè  che: 


Considerando  che  il  tempo,  che  entra  nell’espressione  dell’ac- 
celerazione, non  è altro  che  un  numero  che  serve  di  misura  alle 
distanze  o agli  angoli  di  rotazione  dei  corpi  dell’universo,  si  vede 
che  è impossibile  di  fare  astrazione  del  resto  dell’universo  anche 
nel  caso  più  semplice,  in  cui  semiira  che  non  ci  occupiamo  che  del- 
l'azione reciproca  delle  due  masse.  La  natura  non  incomincia  con 
elementi,  come  noi  che  siamo  costretti  a farlo.  Per  noi  vera- 
mente è una  fortuna,  quando  possiamo  ili  tanto  in  tanto  distrarre 
la  nostra  attenzione  dall’intiera  potente  unità  del  tutto  per  fissarla 
sui  particolari.  Non  bisogna  allora  dimenticare  di  cercare  subito 
di  correggere  e completare  i risultati  per  le  condizioni,  che  erano 
state  lasciate  provvisoriamente  da  banda. 

8.  Queste  considerazioni  mostrano  che  è inutile  riferire  la 
legge  d’ inerzia  ad  uno  spazio  assoluto  qualunque.  Al  contrario 
si  riconosce  che  le  masse  che,  secondo  la  fraseologia  corrente, 
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esercitano  le  une  sulle  altre  azioni  reciproche,  e quelle  che  non1 
le  esercitano,  si  trovano  fra  loro  nelle  relazioni  di  accelerazione 
perfettamente  identiche,  e si  può  effettivamente  considerare  tutte 
le  masse  come  in  relazione  le  une  colle  altre.  Si  deve  accettare 
come  un  fatto  sperimentale  che,  nelle  relazioni  delle  masse,  le 
accelerazioni  abbiano  una  parte  preponderante.  Ciò  non  impe- 
disce di  cercare  di  delucidare  questo  fatto,  confrontandolo  con 
altri  fatti,  poiché  nuovi  punti  di  vista  possono  essere  così  acqui- 
stati. In  tutti  i fenomeni  della  natura  le  differenze  di  certe  quan- 
tità u hanno  parte  determinante.  Le  differenze  di  temperatura, 
di  potenziale,  ecc.,  danno  origine  ai  fenomeni,  che  consistono 
nell’agguagliamento  di  queste  differenze.  Le  espressioni  ben  note 

'LH  'LO.  1 — che  sono  le  determinanti  caratteristiche  dell’ag- 
dx’  dy'  ’ dz°  ’ , 

gungliamento,  si  possono  considerare  come  la  misura  del  passaggio 
delle  condizioni  di  un  plinto  alla  condizione  media  verso  la  quale 
esso  tende.  Le  accelerazioni  delle  masse  si  possono  concepire  in 
modo  analogo.  Le  grandi  distanze  delle  masse  senza  azione  fra 
loro  variano  ■proporzionalmente  a sé  stesse.  Dunque  prendendo 
una  certa  distanza  q come  ascissa  ed  r come  ordinata  (lig.  143), 
si  ottiene  una  figura,  che  è una  retta.  Ciascuna  ordinata  r,  cor- 
rispondente ad  un  valore  dato  a q, 
è media  fra  le  due  ordinate  adia- 
centi. Se  i corpi  si  trovano  in  una 
certa  relazione  di  forza,  un  certo 

(l*V 

valore  di  — si  trova  determina- 
ti* 

to;  che,  secondo  le  osservazioni 
precedenti,  possiamo  sostituire  con 


un’espressione  della  forma 


(l*V 

— . Onesta  relazione  di  forza  deter- 
ge» 


mina  perciò  una  certa  differenza  fra  l’ordinata  r e la  media • 
delle  ordinate  ideine,  differenza  che  non  esisterebbe  senza  questa 
relazione  di  forza.  Questo  accenno  basta  a far  conoscere  la  no- 
stra idea. 
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1).  Iti  quello  che  precede  abbiamo  tentato  di  dare  alla  legge 
d’inerzia  un'altra  espressione,  oltre  quella  comune.  Da  molto 
tempo  alcuni  corpi  in  sufficiente  numero  sembrarono  lìssi  nello 
spazio  ; questa  nuova  espressione  condurrà  agli  stessi  risultati  che 
l’antica.  Essa  è tanto  facile  ad  applicarsi,  ma  incontra  le  stesse 
difficoltà.  Nel  primo  caso  si  presenta  uno  spazio  assoluto,  che 
non  possiamo  distinguere.  Nel  secondo  non  avvi  che  un  numero 
limitato  di  masse  nel  campo  delle  nostre  conoscenze,  e la  somma 
indicata  non  può  essere  effettuata.  E impossibile  di  affer- 
mare che  la  nuova  espressione  rappresenterebbe  ancora  il  vero 
stato  delle  cose,  se  le  stelle  si  muovessero  sensibilmente  le  ime 
verso  le  altre.  Non  possiamo  costruire  l’esperienza  generale  me- 
diante i casi  particolari  che  possediamo.  Dovremo  aspettare  al 
contrario,  che  questa  esperienza  si  presenti.  Forse  colla  esten- 
sione delle  nostre  conoscenze  fisiche  ed  astronomiche  un  giorno 
essa  ci  offrirà  qualche  parte  negli  spazi  celesti,  in  cui  i moti 
saranno  più  forti  e più  complicati,  che  in  tutto  ciò  che  ci  cir- 
conda. Tuttavia  il  più  importante  dei  risultati,  cui  siamo  giunti, 
è che:  precisamente  i principi  meccanici  in  apparenza  più  sem- 
plici sono  di  una  natura  assai  complicata  ; che  essi  si  fondano 
sopra  esperienze  non  realizzate  ed  anche  non  realizzabili  ; che 
sono  invero  sufficientemente  stabiliti  dal  pmdo  di  vista  pratico 
per  servire  di  base  alla  deduzione  matematica,  essendo  data  la 
stabilità  sufficiente  di  tutto  ciò  che  ci  circonda;  che  non  possono 
in  alcun  modo  essere  considerati  in  se  stessi  come  verità  ma- 
tematicamonte  dimostrate,  ma  per  lo  contrario  come  proposi- 
zioni, che  non  solamente  ammettono,  ma  richiedono  ancora  il 
controllo  perpetuo  dell’esperienza,  (Questo  modo  di  vedere  ha  il 
gran  merito  di  favorire  molto  il  progresso  della  scienza. 

IO.  Parecchie  opere  pubblicate  dopo  il  1883  sulla  legge  d'i- 
nerzia mostrano  ad  evidenza  il  grande  interessamento  che  si  ha 
per  questa  questione.  Io  debbo  subito  ricordare  rapidamente 
di  Streiutz  (P/n/si ha  lische  Grundlayen  der  Mechanik,  Leipzig, 
1883)  e quello  di  L.  Lange  ( Die  geschichtliche  Entwickélu ng 
Der  Bewegungsbegriff \ Lipsia,  1883). 
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Streintz  pensa  con  ragione  che  l'espressione  “movimento 
assoluto  ,,  di  traslazione  è priva  di  senso,  e perciò  egli  consi- 
dera come  superflue  certe  deduzioni  analitiche,  cui  essa  serve  di 
base.  In  quanto  alla  rotazione  Streintz  crede  con  Newton  di 
poter  distinguere  una  rotazione  assoluta  da  una  rotazione  rela. 
tiva.  Da  questo  punto  di  vista  si  può  dunque  scegliere  un  corpo 
qualunque  non  animato  da  una  rotazione  assoluta,  come  corpo 
di  riferimento  per  l’espressione  della  legge  di  inerzia. 

Io  non  posso  condividere  questa  opinione;  secondo  me  tutto 
sommato  non  esiste  che  un  moto  relativo  (cfr.  Erhaltung  der 
Arbeit,  pag.  48  alinea  2;  Meccanica,  pag.  222;  4)  e non  scorgo 
a questo  riguardo  alcuna  distinzione  fra  la  rotazione  e la  tra. 
slazione.  Una  rotazione  relativa  alle  stelle  fisse  dà  origine  in  un 
corpo  a delle  forze  di  allontanamento  dall’asse.  Se  la  rotazione 
non  è relativa  alle  stelle  fisse,  queste  forze  di  allontanamento  non 
esistono.  Io  non  mi  oppongo  a ciò  che  si  dà  alla  prima  rotazione  il 
nome  di  assoluto,  poiché  non  si  deve  dimenticare,  che  essa  non 
è altro  che  una  rotazione  relativa  rispetto  alle  stelle  fìsse.  Pos- 
siamo lissare  il  vaso  d’acqua  di  Newton,  poi  fare  girare  il  cielo 
delle  stelle  lisse  e prorare  allora  che  queste  forze  d’allontana- 
mento non  esistono.  Questa  esperienza  e irrealizzabile;  questa 
idea  è priva  di  senso,  poiché  i due  casi  sono  indiscernibili  fra 
loro  nella  percezione  sensibile.  Dunque  io  considero  questi  due 
casi  come  ne  formassero  uno  solo,  e la  distinzione  che  ne  fa 
Newton  come  illusoria  (vedi  eap.  II,  n.  6,  § 5). 

Ma  si  può  dire  a tutto  rigore  che  si  può,  in  un  areostato 
avvolto  da  nubi,  orientarsi  per  mezzo  di  un  corpo  che  non  ruota 
relativamente  alle  stelle  fisse;  ciò  che  d’altra  parte  non  è altro 
che  una  orientazione  indiretta  rispetto  alle  stelle  fisse,  semplice- 
mente  una  orientazione  meccanica  sostituita  ad  una  orientazione 
ottica. 

Alle  obbiezioni  di  Streintz  io  opporrò  ancora  le  osservazioni 
seguenti.  La  mia  opinione  non  deve  essere  confusa  con  quella 
di  Eulero  (Streintz,  pp.  7,  50).  Come  Lange  l’ha  assai  ben  di- 
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mostrato,  Eulero  non  ebbe  di  questo  soggetto  alcuna  concezione 
intelligibile  ben  fondata.  — lo  non  ho  supposto  (Streintz,  pag.  7), 
che  le  sole  masse  allontanate,  e non  anche  le  masse  riavvicinate, 
partecipino  alla  determinazione  dell’accelerazione  di  un  corpo; 
io  non  parlo  che  di  una  influenza  indipendente  dalla  distanza. 
Io  stento  a credere  che  secondo  la  mia  esposizione  (vedi  cap.  II, 
n.  IV,  § 5 e n.  VI,  § 8)  un  lettore  imparziale  ed  attento  man- 
terrebbe con  Streintz  (pag.  50)  che,  senza  conoscere  nè  Newton 
nè  Eulero,  e molto  tempo  dopo  essi,  io  sia  stato  condotto  solo 
ad  opinioni,  che  questi  investigatori  possedevano  già,  e che  non 
furono  accettate  più  tardi  in  parte  da  essi  stessi  e in  parte  da 
altri.  Streintz  conosceva  solo  le  mie  osservazioni  del  1872,  ma 
esse  non  giustificano  questa  critica.  Queste  osservazioni  erano 
brevissime,  e ciò  per  buonissime  ragioni.  Ma  esse  non  erano  in 
alcuna  maniera  tanto  meschine  quanto  possono  sembrare  a chi  le 
conosca  solo  per  mezzo  della  critica  di  Streintz.  Sino  da  questa 
epoca  avevo  espressamente  respinto  il  punto  di  vista,  in  cui  si 
pone  Streintz. 

L’opera  di  Lange  mi  pareva  che  fosse  una  delle  migliori,  che 
siano  state  pubblicate  su  questo  argomento.  Essa  è scritta  con 
un  metodo  che  ne  rende  la  lettura  assai  piacevole.  La  sua  ana- 
lisi vigile  e la  sua  esposizione  storica  e critica  del  concetto  di 
moto  lo  conducono  a risultati,  che  mi  sembrano  siano  di  un  va- 
lore duraturo.  Io  considero  come  d'uu  gran  merito  la  posizione 
chiara  e la  designatone  giudizioso  del  principio  di  “ determi- 
nazione particolare,  „ benché  il  principio  stesso  non  mi  sembri 
nuovo  più  che  le  sue  applicazioni.  Questo  principio  è invero  la 
base  di  ogni  misura.  La  scelta  di  ogni  unità  di  misura  è con- 
venzionale ; il  numero,  che  dà  la  misura,  è il  risultato  di  una 
ricerca.  L’ investigatore,  che  si  rende  chiaramente  conto,  che  tutto 
consiste  (come  io  l’ho  detto  già  da  tempo,  nel  18G5  e 18GG)  a 
scoprire  la  dipendenza  reciproca  dei  fenomeni,  fa  uso  di  questo 
principio.  Allorché,  per  esempio,  (vedi  cap.  II,  n.  V,  § 3 e se- 
guenti) si  chiama  per  definizione  rapporto  delle  masse  di  due 
■corpi  il  rapporto  inverso  delle  loro  accelerazioni  reciproche,  prese 
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col  segno  contrario,  si  fa  espressamente  e volontariamente  una 
convenzione;  ma  il  fatto  che  questi  rapporti  siano  indipendenti 
in  un  modo  o neLTaltro  dalle  combinazioni  di  due  corpi,  è il 
risultato  di  una . ricerca.  Potrei  dare  altri  esempi  presi  dalla 
teoria  del  calore  o dell’elettricità,  come  anche  da  altri  campi. 

Secondo  Lauge  la  legge  d’ inerzia,  sotto  la  sua  forma  più 
semplice  e più  chiara,  si  enuncerebbe  cosi: 

“ Tre  punti  materiali  P,  , P2  , P3  sono  lanciati  simultaneamente 
dallo  stesso  punto  dello  spazio,  e poi  abbandonati  a sè  stessi. 
Poiché  ci  siamo  assicurati,  che  essi  non  sono  posti  in  linea  retta, 
li  congiungiarao  con  un  quarto  punto  Q interamente  arbitrario. 
Siano  G,  , G, , G3  le  congiungenti,  che  formano  un  triedro.  Soli- 
difichiamo questo  triedro,  e supponiamo  che,  conservando  così 
la  sua  forma , prenda  in  ciascun  istante  una  posizione  tale,  che 
i punti  P,  , Ps  , P.t  continuino  a muoversi  continuamente  sulle 
linee  Q,  , Q2 , Q.,.  Gli  spigoli  di  questo  triedro  si  potranno  pren- 
dere per  assi  di  un  sistema  di  coordinate  (sistema  d’ inerzia)  ri- 
spetto al  quale  ogni  punto  materiale  abbandonato  a se  stesso 
descriverà  una  linea  retta.  Gli  spazi  percorsi  dai  punti  abban- 
donati a loro  stessi  sulle  traiettorie  così  determinate,  sono  pro- 
porzionali fra  loro. 

Con  le  restrizioni  poste  Lange  considera  dunque  che  un  si- 
stema di  coordinate  relativamente  al  quale  tre  punti  materiali 
si  muovono  in  linea  retta,  è una  semplice  convenzione.  Che  in 
un  sistema  di  questa  specie  un  quarto  punto,  e molto  più  un 
punto  materiale  qualunque,  abbandonato  a se  stesso,  si  muova 
in  linea  retta , è il  risultato  d'una  ricerca , come  il  fatto  della 
proporzionalità  dei  segmenti  percorsi  da  questi  punti. 

Incontanente  non  si  può  costatare  che  la  legge  d’ inerzia  possa 
essere  riferita  a un  sistema  simile  di  coordinate  di  tempo  e di 
spazio  ed  essere  posta  sotto  questa  forma.  Questa  concezione  è 
meno  acconcia  per  la  pratica,  che  quella  di  Streintz;  ma  essa 
ha  su  questa  ima  superiorità  notevole  dal  punto  di  vista  del 
metodo.  Per  me  individualmente  essa  ha  una  attrattiva  partico- 
lare, poiché  appena  da  anni  io  mi  sono  preoccupato  di  tenta- 
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tivi  analoghi  ; non  ne  resta  in  questo  libro,  per  così  dire,  che 
dei  ricordi  (vedi  eap.  11,  n.  VI,  § 7);  e se  io  li  ho  abbando- 
nati, l’ho  l'atto  dopo  avere  acquistato  la  convinzione,  olio  tutti 
questi  modi  di  espressione,  compresi  quelli  di  Streintz  e di 
Lange.  non  evitano  che  in  apparenza  di  riferirsi  alle  stelle  fìsse 
e all’angolo  di  rotazione  della  Terra. 

Infatti  fu  per  l’osservazione  delle  stelle  fisse  e per  la  rota- 
zione della  Terra  che  siamo  arrivati  alla  conoscenza  della  legge 
d’ inerzia  nel  suo  campo  attuale  di  validità.  Senza  queste  basi 
fondamentali  mai  si  sarebbe  pensato  a questi  tentativi,  di  cui 
abbiamo  parlato.  La  considerazione  di  alcuni  punti  isolati  dal 
resto  del  mondo  è per  me  inammissibile  (vedi  cap.  II,  u.  VI, 
§ 6 e 7). 

l’oichè  si  suppongono  le  stelle  fisse  non  esistenti,  o non  in- 
variabili, o tali  che  non  si  possa  con  una  approssimazione  suffi- 
ciente tenerle  per  invariabili,  mi  sembra  assai  dubbio  che  un 
quarto  punto,  abbandonato  a se  stesso,  in  un  “ sistema  d inerzia  „ 
di  Lange  si  muova  con  un  moto  rettilineo  uniforme. 

Considerare  subito  la  legge  d'inerzia  come  un’ approssima- 
zione sufficiente,  riferirla  alle  stelle  lisse  nello  spazio  e alla  ro- 
tazione della  Terra  nel  tempo  e ripromettersi  che  una  esperienza 
più  estesa  permetta  di  precisare  le  nostre  conoscenze  su  questa 
questione,  è ancora  il  punto  di  vista  più  naturale  per  l'investi- 
gatore sincero  come  io  l’ho  fatta  vedere  più  sopra  (vedi  cap.  Il, 
n.  VI,  § 10). 

11.  A proposito  della  legge  d’inerzia  ci  rimane  da  citare 
alcuni  trattati  pubblicati  dopo  il  1889.  Accenno  anzitutto  al 
trattato  di  K.  Pearson  ( Grommar  of  Science , Londra,  1892, 
pag.  477)  che,  fatta  astrazione  dalla  terminalogia,  concorda  col 
mio.  13.  e J.  Friedlander  ( Absolute  and  relative  Bewengung, 
Berlino,  1896)  studiano  il  problema  mediante  un'esperienza  di 
cui  ho  dato  il  disegno  (vedi  cap.  II,  n.  VI,  § 5);  ma  io  temo 
che  essa  non  possa  servire  alla  soluzione  quantitativa  del  pro- 
blema. Io  sottoscrivo  interamente  alla  discussione  di  Johannesson 
( Das  Beharru ngsgesetz,  Berlino,  1896)  quantunque  la  questione 
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di  sapere  con  che  criteri  si  determina  il  moto  ili  un  corpo  non 
accelerato  mediante  gli  altri  corpi  resti  inesplicata.  Per  essere 
completi  io  citerò  ancora  le  importanti  considerazioni  dialettiche 
di  M.  E.  Vicaire  (Société  Scienti fit/ue  de  Bruxelles,  1895),  come 
le  ricerche  di  J.  G.  Ma.c-Gregor  (Boy al  Society  of  Canada,  1895), 
benché  queste  ultime  non  siano  che  in  relazione  lontana  con  la 
quistione  di  cui  ci  occupiamo.  Non  ho  nulla  da  obbiettare  al  modo 
di  vedere  di  Budde,  che  concepisce  lo  spazio  come  una  specie  di. 
mezzo  (vedi  Gap.  II,  n.  VI,  § 5):  ma  penso  che  le  proprietà  di 
questo  si  possano  scoprire  con  un  processo  tisico  qualunque  e 
non  devono  essere  attribuite  ad  hoc.  Giacché  si  considerano  tutte 
le  azioni  in  apparenza  a distanza,  accelerazioni,  eoe.,  come  do- 
vute all’intervento  di  un  mezzo,  il  problema  si  presenta  sotto 
una  luce  diversa,  e la  soluzione  forse  deve  essere  ricercata  nelle 
considerazioni  esposte  nel  Gap.  II.  n.  VI,  § 5. 

12.  Le  questioni  sopra  il  significato  della  legge  d’inerzia 
vengono  oggi  discusse  molto  piti  generalmente  e con  più  gran 
libertà  da  pregiudizi  di  quello,  che  non  avvenisse  all’epoca  della, 
prima  edizione  di  questo  libro.  Il  pubblico  scientifico  ha  subito 
un  mutamento  non  indifferente  da  quell’epoca.  Il  problema  po- 
trebbe dunque  presentemente  (1903)  essere  di  nuovo  esposto, 
tralasciando  qualche  polemica,  che  allora  era  necessaria.  Io  però, 
e si  capisce  facilmente  il  motivo,  ho  proferito  di  lasciare  il  testo 
antico;  quindi  mi  permetterò  di  aggiungere  come  complemento 
ciò  che  oggi  ho  da  dire. 

L’opinione  che  il  moto  assoluto  sia  un  concetto  senza  senso, 
privo  di  contenuto  e scientificamente  non  applicabile,  modo  co- 
testo  di  vedere  che  vent’anni  fa  suscitava  quasi  generale  sorpresa, 
viene  oggi  sostenuta  da  molti  celebri  scienziati.  Basta  che  io  ri- 
porti come  decisamente  relativisti:  Stallo,  J.  Thomson,  Ludwig, 
Lange,  Live,  .1.  G.  Mae-Gregor,  Pearson,  Marmimi.  Keinpeter. 
Il  numero  dei  relativisti  è in  rapido  aumento;  e certo  il  pre- 
cedente elenco  non  è del  tutto  completo.  Presto  probabil- 
mente non  ci  sarà  più  nessun  sostenitore  importante  della  ipo- 
tesi opposta.  Se  però  le  ipotesi  dello  spazio  assoluto  e del  tempo 
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assoluto  non  sono  più  sostenibili,  sorge  la  domanda:  In  qual 
modo  possiamo  noi  dare  un  signilicato  chiaro  alla  legge  d’inerzia? 
Mac-Gregor  in  un’eccellente  Memoria,  scritta  con  molta  chiarezza, 
(Philos.  Magai.  XXXV 1.  1893,  p 233)  indica  due  vie:  1°  la 
via  storico-critica,  la  quale  considera  di  nuovo  i fatti,  su  cui  si 
basa  la  legge  d’inerzia,  e considera  i suoi  limiti  di  validità  ed 
eventualmente  un  nuovo  modo  di  formularla  ; 2°  la  supposizione 
che  la  legge  d’inerzia  nella  sua  l'orma  antica  insegna  a cono- 
scere sufficientemente  i movimenti  e la  deduzione,  da  questi 
movimenti  stessi,  del  giusto  sistema  di  coordinate. 

L’esposizione  che  io  qui  farò  è un  esempio  del  1°  metodo. 
Essa  contiene  già  l'accenno  a modificazioni,  che  vanno  diven- 
tando necessarie,  grazie  all'allargamento  dell’esperienza.  La  se- 
conda via  è certo  psicologicamente  la  più  naturale,  data  la  grande 
fiducia,  che  gode  la  meccanica,  come  la  scienza  maggiormente 
esatta.  Difatti  questa  via  fu  spesso  battuta  con  maggiore  o minor 
successo,  ed  io  stesso  1’  ho  tentata  prima  che  io  credessi  di  dover 
preferire  l'altra. 

W.  Thomson  e Tait  (Treatise  oit  Maturai  Philosophg,  Parte  I, 
Voi.  I,  1879,  § 249)  osservano  che  due  punti  materiali  lanciati 
contemporaneamente  da  uno  stesso  luogo  e poi  abbandonati  a 
sè  stessi  si  muovono  in  modo  che  la  retta  che  li  cougiunge  ri- 
mane parallela  a sè  stessa.  Se  dunque  quattro  punti  0,  1’.  f),  R, 
vengono  lanciati  contemporaneamente  dallo  stesso  luogo,  e poi 
non  soggiacciono  a nessuna  forza,  le  linee  OP,  OQ,  OR  stabili- 
scono direzioni  sempre  fisse.  J.  Thomson  (Proc.  R.  S.  7.  1884, 
pp.  568-730),  cerca  in  due  articoli  di  costruire  il  sistema  di  ri- 
ferimento col-rispondente  alla  legge  d'inerzia,  ed  in  essi  rico- 
nosce già  che  le  ipotesi  sulla  uniformità  e sulla  rettilineità  sono 
in  parte  convenzionali.  Spinto  da  .1.  Thomson  anche  Tait  (opera 
cit.  i;  743)  si  dedica  alla  soluzione  dello  stesso  problema  mediante 
i quaternioni;  e sulla  stessa  via  troviamo  anche  Mac-Gregor  nel 
suo  discorso  presidenziale  (Trausactious  II.  Society  of  ( atiadà, 
R.  S.  X 1892.  Sez.  III.  particolarmente  p.  56 1. 
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(ìli  stessi  motivi  psicologici  agirono  anche  su  Lange,  il  quale 
è stato  il  più  (elice  nel  suo  tentativo  d’ interpretare  la  legge 
d’ inerzia  newtoniana,  e già  nel  1885  (confronta  i suoi  due  arti- 
coli nei  Philos.  studienti  Wundt  1895).  Nel  secondo  articolo 
Lange  mostra  che  rispetto  ad  un  punto  P,,  anche  moventesi  se- 
condo >ina  linea  curva,  può  muoversi  un  sistema  di  coordinate 
in  modo  che  il  punto  in  questo  sistema  descriva  una  retta  data 
G,.  Se  consideriamo  un  punto  qualunque  P2  in  moto,  quel  si- 
stema si  può  sempre  muovere  in  guisa  che  una  seconda  retta  G.„ 
in  generale  obliqua  rispetto  a G„  sia  descritta  da  P2  purché  la 
minima  distanza  G,  G2  non  superi  mai  la  minima  distanza,  alla 
quale  vengono  a trovarsi  P,  e I’2,  ma  sempre  però  il  sistema 
può  ruotare  intorno  a P,  P2.  Scegliamo  ora  una  terza  retta  G3 
in  maniera  che  tutti  i triangoli  P,  P2  P:),  che  si  possono  formare 
mediante  un  terzo  punto  P3  in  moto,  siano  rappresentati  me- 
diante puuti  sulle  G„  G2,  G3;  allora  anche  P,  può  muoversi  in  Gs; 
dunque  per  tre  punti  al  massimo  un  sistema  di  coordinate  nel 
quale  questi  punti  si  muovono  rettilineamente,  è una  pura  con- 
venzione. Il  Lange  vede  allora  il  contenuto  essenziale  della  legge 
d inerzia  nel  fatto  che  con  l'aiuto  di  tre  punti  materiali  abban- 
donati a loro  stessi  si  può  trovare  un  sistema  di  coordinate  ri- 
spetto al  quale  quattro  o quanti  se  ne  vogliali  punti  lasciati  a 
loro  stessi  si  muovono  rettilineamente,  descrivendo  segmenti  di 
traiettoria  proporzionali  fra  di  loro.  Il  caso  che  si  dà  in  natura 
sarebbe  dunque  una  semplificazione  ed  una  limitazione  delle  va- 
rietà possibili.  Cinematicamente  questa  considerazione  è vera- 
mente molto  giusta,  poiché  ogni  scoperta  di  una  legge  significa 
sempre  una  restrizione  dei  casi  che  si  possono  immaginare  come 
possibili.  Aggiungerò  ora  questo  a spiegazione  dell’esposizione  di 
Lange  sopra  ricordata.  Kleiupeter  che  si  pone  a un  punto  di 
vista  alquanto  diverso  (Ardi.  f.  Si/st.  Philos.,  VII,  1900,  p.  4(>1) 
enunciò  il  contenuto  della  legge  d’inerzia  con  le  parole:  “ È 
possibile  definire  un  sistema  di  coordinate  ed  un  movimento 
normale  rispetto  ai  quali  si  muovono  rettilineamente  ed  unifor- 
memente tutti  quei  corpi  pei  quali  una  deviazione  da  questa 
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nonna  non  si  può  definire  in  modo  univoco  e corrispondente 

alle  nostre  usuali  ipotesi  fisiche  ,,. 

Recentemente  il  Lange  ha  pubblicato  una  Memoria  (Philos. 
Studiai,  di  Wundt.  XX.  1902)  critica,  nella  quale  espone  come 
secondo  i suoi  principii  si  potrebbe  ottenere  un  nuovo  sistema 
di  coordinate,  quando  il  volgare  e rozzo  riferirsi  al  cielo  delle 
stelle  fisse,  in  seguito  ad  osservazioni  astronomiche  più  precise, 
non  dovesse  più  convenire.  Rispetto  al  valore  formale  teorico 
delle  espressioni  di  Lange  nel  fatto,  che  presentemente  il  cielo 
delle  stelle  fisse  sia  l’unico  sistema  di  riferimento  usato  nella 
pratica,  e rispetto  al  metodo  per  ottenere  un  nuovo  sistema  di 
riferimento  mediante  graduali  correzioni,  non  sussiste  alcuna 
differenza  di  opinione  tra  Lange  e me.  La  differenza  che  ancora 
sussiste,  e forse  continuerà  a sussistere,  sta  nel  fatto  che  Unge 
ha  considerato  la  questione  come  matematica,  mentre  io  ne  ho 
considerato  il  lato  fisico. 

Unge  presuppone,  con  una  certa  fiducia,  che  anche  se  il  cielo 
si  movesse,  il  suo  enunciato  si  conserverebbe  egualmente.  Io  non 
posso  dividere  questa  fiducia.  L’ambiente,  in  cui  viviamo,  pre- 
sentante angoli  quasi  invariabili  fra  direzioni  verso  le  stelle,  mi 
sembra  un  caso  oltremodo  speciale,  ed  io  non  oserei  da  questo 
trarre,  conclusioni  rispetto  ad  un  caso  molto  diverso,  sebbene 
anch’io  mi  aspetti  che  le  osservazioni  astronomiche  potranno  ren- 
dere per  ora  necessarie  solo  correzioni  piccolissime.  Io  ritengo 
però  per  possibile  che  la  legge  d’inerzia  nella  sua  forma  sem- 
plice newtoniana  ha  per  noi  uomini  un  significato  solo  tempo- 
raneo e locale. 

Permettiamoci  ancora  una  considerazione  più  ardita.  Noi  mi- 
suriamo il  nostro  tempo  secondo  l'angolo  di  rotazione  della  Terra, 
e potremmo  invece  misurarlo  anche  con  1 angolo  di  rotazione  di 
un  altro  pianeta  qualunque.  Ma  noi  non  crederemo  perciò  che 
lo  svolgersi  di  tfitti  i fenomeni  fisici  col  tempo  debba  immedia- 
mente  essere  disturbato,  se  la  Terra  o quel  lontano  pianeta  su- 
bissero una  eventuale  improvvisa  variazione  della  velocita  ango- 
lare. Così  anche  nessuno  crederà  che  in  un  sistema  di  corpi 
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abbandonati  a se  stessi,  sottratti  ad  ogni  influenza,  muoventisi 
rettilineamente,  la  eventuale  perturbazione,  per  es..  per  un  urto 
di  uno  di  questi  che  ha  servito  a fissare  il  sistema  di  coordinate, 
abbia  per  conseguenza  una  immediata  perturbazione  dei  rima- 
nenti. L’orientaziouo  è anche  qui  esteriore,  per  quanto  si  debba 
essere  riconoscenti  per  essa  specialmente,  quando  sia  purgata  da 
tutte  le  assurdità  ; tuttavia  sempre  lo  scienziato  sentirà  il  bi- 
sogno di  un  esame  più  intimo  e più  esteso,  il  bisogno  di  rico- 
noscere le  relazioni  immediate,  per  esempio  delle  masse  dell  uni- 
verso. Come  ideale  egli  si  proporrà  un’intuizione  fondamentale 
dalla  quale  si  deducano  in  guisa  uguale  i moti  accelerati  ed  i 
moti  d’inerzia.  11  progresso  dalla  scoperta  di  Keplero  alla  legge 
della  gravitazione  newtoniana  e da  questa  ad  un  concetto  tìsico, 
come  quello  delle  azioni  elettriche  a distanza,  può  qui  servire 
di  modello.  Noi  dobbiamo  perfino  lasciar  posto  all'idea  che  le 
masse  che  noi  vediamo  e rispetto  alle  quali  noi  per  tin  caso  ci 
orientiamo,  forse  non  sono  quelle  propriamente  decisive.  Perciò 
non  si  devono  disprezzare  le  idee  sperimentali,  come  quelle  dei 
signori  Kriedlànder,  anche  se  non  si  ha  subito  un  processo  im- 
mediato. Se  anche  lo  studioso  si  afferra  anzitutto  con  gioia  a 
ciò  che  gli  è accessibile,  pure  non  gli  nuoce  di  darò  di  tanto  in 
tanto  uno  sguardo  nella  profondità  dello  ignoto.  Lo  scambio  d idee 
fra  persone,  che  discutono  una  questione,  è molto  importante  per 
la  spiegazione  e lo  studio  di  essa,  e ne  illumina  i differenti 
aspetti. 

Durante  il  corso  della  pubblicazione  di  questa  edizione  trovo 
nel  Holtzmann-Festschil't,  appunto  ora  pubblicato,  la  nuova  co- 
municazione di  Newmann  sopra  il  cosi  detto  moto  assoluto.  Essa 
contiene  la  proposizione  “ il  sistema  nlfa  (sistema  d’inerzia)  cui 
si  debbono  riferire  tutti  i moti,  rappresenta  evidentemente  una 
certa  correlazione  indiretta  di  tutti  i processi,  che  si  manife- 
stano nello  intero  universo,  e si  può  dire  che  contenga  quindi 
una  enigmatica  e complicata  legge  universale 

Io  credo  che  ciò  sarà  da  ognuno  ammesso,  e si  poteva  anche 
chiaramente  esprimerlo,  dicendo  che  tale  orientazione  era  desi- 
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gnata  come  non  immediata.  Se  Newinann  sente  ora  il  bisogno 
di  provare  l'alfa  astronomica,  egli  cosi  segue  secondo  la  via  in- 
dicata da  Mac-Gregor,  via  ohe  fu  tenuta  anche  da  Lange.  Ma 
io  opino  clic  lo  scienziato  si  augurerà  sempre  di  stabilire  delle 
correlazioni  dirette  anzi  che  le  indirette.  Ho  presente  uno  scritto 
chiaro  e molto  popolare  di  M.  Hoffmann  (Bewegung  und  Trii- 
ijlteit.  Vienna  1904),  in  cui  l'autore  dà  a vedere  di  non  conoscere 
la  con  traversia  : e cerca  la  soluzione  seguendo  la  stessa  via,  come 
a suo  tempo  ho  fatto  io.  L’interesse  che  presenta  una  tal  que- 
stione si  manifesta  cosi  sempre  di  nuovo.  (ìli  scrittori  francesi 
amano  eludere  simili  questioni  moleste,  facendo  una  sottile  di- 
stinzione fra  meccanica  fisica  e meccanica  razionale.  La  prima 
fornisce  i punti  sperimentali  di  appoggio  per  l’ipotesi  ideate 
dalla  seconda,  le  cui  logiche  conseguenze  rimangono  senza  dubbio 
intatte,  tinche  resta  fermo  ciò  che  fu  ammesso.  L’interesse 
principale  della  meccanica  consiste  nella  possibilità  dell’appli- 
cazione; onde  è certamente  necessario  di  mano  in  mano  che 
la  teoria  si  sviluppa  riesaminare,  alla  luce  di  essa,  i fatti  fon- 
damentali della  meccanica  tisica.  Se  si  tiene  ferma  la  suddetta 
separazione,  essa  trae  seco  allora  in  ambedue  i campi  il  pericolo 
dell’inerzia.  Le  scienze  tisiche  abbisognano  di  un  continuo  scarn- 
ino reciproco  fra  la  teorica  e l’esperimento.  (Vedi  il  bel  lavoro 
di  P.  Mansion  (Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  geometrie, 
de  In  mécanique  et  de  V astronomie.  Parigi  1863). 

Mansion  riguarda,  del  resto  come  noi,  il  moto  assoluto  come 
un  non-senso  e opina  che  il  sistema  tolemaico  e il  copernicano 
siano  cinematicamente  equivalenti.  Lo  scambio  di  vedute  di  per- 
sone che  discutono  una  questione  è molto  importante  per  la 
chiarezza  e per  il  progresso  di  essa  e serve  ad  illuminare  le  di- 
verse sue  parti  (Vedi  Appendice  u.  6). 


VII.  Critica  sinottica  degli  enunciati  di  Newton. 


1.  Ora  che  abbiamo  discusso  abbastanza  particolareggiata- 
mente la  forma  e la  disposizione  degli  enunciati  di  Newton, 
sarà  utile  di  farne  complessivamente  una  rivista.  Newton  pre- 
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mise  alla  sua  opera  parecchie  definizioni,  facendole  seguire  dalle 
leggi  del  moto.  Anzitutto  occupiamoci  delle  prime: 

Definizione  I.  La  quantità  di  una  materia  si  misura  per 
inezia  della  densità  e de!  minine  presi  insieme.  Indico  la  quan- 
tità di  materia  colle  parole  corpo  o massa.  Questa  ipiantità  si 
conosce  mediante  il  peso  dei  corpi,  poiché  ha  trovato  per  mezzo 
di  esperimenti  esattissimi,  fatti  coi  pendoli,  che  i pesi  dei  corpi 
sono  proporzionali  alle  loro  masse.  Citerò  questo  esperienze  in 
seguito. 

Definizione  11.  La  quantità  di  molo  è il  prodotto  della  massa 
per  la  velocità. 

Definizione  III.  La  forza  che  risiede  nella  materia  (vis  in- 
sita cioè  1 inerzia)  è il  potere  che  essa  ha  di  resistere,  pel  quale 
ogni  corpo  persiste  da  se  stesso  nel  suo  stato  attuale  di  riposo 

0 di  moto  in  linea  retta. 

Definizione  I\  . La  forza  impressa  (vis  impressa)  è l'azione, 
per  cui  lo  stato  di  un  corpo  è cambiato  tanto  se  questo  stato 
è di  riposo  o di  moto  uniforme  in  linea ; retta. 

Definizione  V.  La  forza  centripeta  è quella  che  fa  tendere 

1 corpi  verso  quel  punto  come  verso  un  centro,  tanto  che  essi 
siano  attratti  o respinti  verso  questo  punto  o che  essi  vi  ten- 
dano in  un  modo  qualunque. 

Definizione  \ I.  La  grandezza  assoluta  della  forza  centripeta 
è maggiore  o minore  secondo  l'efficacia  delta  causa,  che  tu  pro- 
paga dal  centro  attraverso  lo  spazio  circostante. 

Definizione  \ II.  La  grandezza  detta  forza  deceleratrice  cen- 
tripeta è proporzionale  alla  velocità , che  essa  produce  in  un 
tempo  dato. 

Definizione  \ III.  La  grandezza  delta  forza  motrice  centripeta 
e proporzionale  al  moto  che  essa  produce  in  un  tempo  dato. 

" Io  chiamo  queste  differenti  quantità  della  forza  motrici, 
accelerai rici  ed  assolute  per  brevità. 

Si  può,  per  distinguerle,  riferirle  ai  corpi,  che  sono  attratti 
verso  un  centro,  ai  luoghi  di  questi  corpi,  ed  al  centro  delle  forze. 

Si  può  riferire  la  forza  centripeta  motrice  al  corpo,  conside- 
randola come  lo  sforzo  che  fa  l'intiero  corpo  per  avvicinarsi  al 
centro,  il  quale  sforzo  è composto  di  quello  di  tutte  le  sue  parti. 

La  forza  centripeta  acceleratrice  può  riferirsi  al  luogo  del 


- 248  - 


corpo,  considerando  questa  forza  in  quanto  essa  si  diffonde  dal 
centro  in  tutti  i luoghi,  che  la  circondano  per  muovere  i corpi 
che  vi  si  trovano. 

Infine  si  riferisce  la  forza  centripeta  assoluta  al  centro,  come 
ad  una  certa  causa  senza  la  quale  le  forze  motrici  non  si  pro- 
pagherebbero in  tutti  i luoghi  intorno  al  centro,  tanto  se  questa 
causa  è un  corpo  centrale  qualunque  (come  la  calamita  nel  centro 
della  forza  magnetica  e la  Terra  nel  centro  della  forza  di  gra- 
vità), quanto  se  è un’altra  causa  qualunque  non  visibile.  Questo 
modo  di  considerare  la  forza  centripeta  è puramente  matematico, 
e non  pretendo  di  darne  la  causa  fisica. 

La  forza  centripeta  acceleratrice  è perciò  alla  forza  motrice 
acceleratrice,  ciò  che  la  velocità  è al  moto:  poiché  parimente  la 
quantità  di  moto  è il  prodotto  della  massa  per  la  velocità,  la 
quantità  di  forza  centripeta  motrice  è il  prodotto  della  forza  mo- 
trice acceleratrice  per  la  massa;  poiché  la  somma  di  tutte  le 
azioni  della  forza  centripeta  acceleratrice  su  ciascuna  molecola 
del  corpo  è la  forza  centripeta  motrice  dell’intero  corpo.  Dunque 
alla  superficie  della  Terra,  ove  la  forza  centripeta  acceleratrice 
è la  stessa  su  tutti  i corpi,  la  gravità  motrice  o il  peso  dei  corpi 
è proporzionale  alla  loro  massa;  c se  si  elevassimo  in  regioni  più 
alte,  ove  la  forza  acceleratrice  della  gravità  è minore,  diminuirà 
pure  il  peso  dei  corpi;  cosi  esso  è sempre  come  il  prodotto  della 
massa  per  la  forza  centripeta  acceleratrice.  Nelle  regioni,  in  cui 
la  forza  centripeta  acceleratrice  fosse  due  volte  minore,  il  peso 
di  un  corpo  metà  od  il  terzo  sarà  quattro  o sei  volte  minore, 
cioè  diminuisce  della  metà. 

Inoltre  prendo  qui  nello  stesso  senso  le  attrazioni,  e le  repul- 
sioni acceleratrici  e motrici,  e mi  servo  indifferentemente  delle 
parole  impulso,  attrazione  o propensione  qualunque  verso  un 
centro,  poiché  considero  queste  forze  matematicamente  e non 
fisicamente;  cosi  il  lettore  deve  ben  guardarsi  di  credere  che  io 
abbia  voluto  designare  con  queste  parole  una  specie  di  azione, 
di  causa  o di  ragione  fisica;  e quando  dico  che  i centri  attirano, 
quando  parlo  delle  loro  forze,  non  si  deve  pensare  che  io  abbia 
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voluto  attribuire  alcuna  forza  reale  a questi  centri,  che  considero 
come  punti  matematici 

2.  Come  l’abbiamo  già  spiegato  particolarmente,  la  definizione  I 
non  è altro  che  l’apparenza  di  una  definizione  (pseudo  defini- 
zione). Il  concetto  di  massa  non  è più  chiaro,  perchè  lo  si  de- 
finisce come  il  prodotto  del  volume  per  la  massa,  giacché  la  den- 
sità non  rappresenta  per  se  stessa  che  la  massa  dell  unità  di 
volume.  La  vera  definizione  della  massa  non  può  essere  dedotta 
che  dalle  relazioni  dinamiche  dei  corpi. 

Non  havvi  da  fare  alcuna  obbiezione  alla  definizione  I che 
spiega  semplicemente  un’espressione  di  calcolo.  La  definizione  III 
(inerzia)  non  serve  a nulla  mediante  le  definizioni  IV  e ^ 111 
di  forza;  infatti,  per  la  natura  acceleratrice  della  forza,  l'inerzia 
è già  data. 

La  definizione  IV  dice  che  la  forza  è la  causa  dell’accelera- 
zione o la  tendenza  all’accelerazione  di  un  corpo.  Quest’ultima 
parte  della  definizione  è giustificata  dal  fatto,  che,  se  l'accele- 
razione non  si  può  produrre,  sopravvengono  altri  cambiamenti 
corrispondenti  come  le  pressioni,  le  deformazioni  del  corpo,  eec. 
La  causa  dell'accelerazione  verso  un  centro  determinato  si  chiama 
forza  centripeta  per  la  definizione  \ ; le  definizioni  ^ I.  V II  e 
Vili  la  distinguono  in  assoluta,  acceleratrice  e motrice.  L’esporre 
il  concetto  di  forza  in  una  o più  definizioni  è questione  di  forma 
e di  gusto;  dal  punto  di  vista  logico  non  vi  è nulla  da  osser- 
vare nelle  definizioni  di  Newton. 

3.  Ora  vengono  gli  assiomi  o le  leggi  del  moto.  Newton  ne 
stabilisce  tre: 

I legge.  — Ogni  corpo  persevero  nello  stato  di  riposo  o di 
moto  uniforme  in  linea  retta  in  cui  si  trova,  eccetto  che  qualche 
forza  non  agisca  su  di  esso  e non  lo  costringa  a caulinare 
stato. 

II  legge.  — I cambiamenti  che  si  verificano  nel  moto  sono 
proporzionali  alle  forze  motrici  e avvengono  nella  linea  retta, 
in  cui  questa  forza  è stata  impressa. 
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III  legge.  L'azione  è sempre  uguale.  eri  opposta  alta  rea- 
zione, cioè  che  le  azioni  di  dar  corpi  l'ano  sull'altro  sono  sempre 
uguali  e in  direzioni  contrarie. 

Newton  fa  seguire  a queste  leggi  parecchi  corollari.  11  primo- 
ed  il  secondo  si  riferiscono  al  principio  del  parallelogramma  delle 
forze:  il  terzo  alla  quantità  di  moto  generata  dall’azione  reci- 
proca dei  corpi  fra  loro;  il  quarto  riguarda  la  conservazione  del 
moto  del  centro  di  gravità  qualunque  siano  le  azioni  reciproche;, 
il  quinto  e il  sesto  si  riferiscono  ni  moto  relativo. 

4.  Si  riconosce  facilmente  che  le  leggi  I e II  sono  contenute 
nelle  definizioni  della  forza  precedentemente  date.  Secondo  queste 
non  può  esistere  infatti,  in  mancanza  di  ogni  forza,  che  il  ri- 
poso e il  ruoto  rettilineo  uniforme.  Inoltre  sarebbe  una  tautologia 
del  tutto  inutile  ripetere  che  il  cambiamento  di  moto  è propor- 
zionale alla  forza  dopo  aver  stabilito  che  l'accelerazione  è la  mi- 
sura di  questa.  Basterebbe  dire  che  le  definizioni  date  non  erano 
definizioni  arbitrarie  e matematiche,  ma  corrispondevano  a pro- 
prietà sperimentali  dei  corpi.  La  III  legge  contiene  in  apparenza 
una  cosa  nuova;  ma  si  è già  veduto  che  essa  non  si  può  com- 
prendere che  dietro  una  chiara  nozione  di  massa,  la  quale  non 
si  può  ottenere  che  mediante  esperienze  dinamiche  e che  ren- 
dono questa  legge  imitile. 

Il  corollario  I contiene  realmente  qualche  cosa  di  nuovo;  esso 
considera  le  accelerazioni  determinate  da  diversi  corpi  M,  N,  P 
su  un  corpo  K come  evidentemente  indipendenti  fra  loro,  lad- 
dove questo  fatto  dovrebbe  essere  precisamente  riconosciuto  come 
un  fatto  ili  esperienza.  Il  II  corollario  è una  semplice  applica- 
zione delle  leggi  enunciate  uel  I e tutti  gli  altri  sono  conse- 
guenze matematiche  delle  concezioni  e delle  leggi  precedenti. 

5.  Anche  se  ci  attenessimo  strettamente  al  punto  di  vista 
Newtoniano  e facessimo  astrazione  completa  delle  difficoltà  e 
delle  oscurità,  e che  abbiamo  già  notato,  e delle  denominazioni 
abbreviate  di  tempo  e di  spazio,  che  non  fanno  che  nasconderle 
senza  rimuoverle , sarebbe  possibile  di  semplificare  molto  l’espo- 
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sizione  di  Newton  ed  introdurvi  maggior  ordine  e metodo.  Se- 
condo il  nostro  modo  di  vedere  potremmo  esprimerci  così  : 

A.  Principio  sperimentale.  Due  corpi  in  presenza  l’uno  del- 
l'altro determinano  l’uno  sull’altro  in  circostanze  che  debbono 
essere  date  alla  fisica  sperimentale,  accelerazioni  opposte  secondo 
la  direzione  della  retta  che  li  congiunge.  (Il  principio  d’inerzia 
è già  compreso  in  questa  proposizione). 

B.  Definizione.  Si  chiama  rapporto  delle  masse  di  due  corpi 
l'inverso,  preso  col  segno  contrario,  del  rapporto  delle  loro  reci- 
proche accelerazioni. 

C.  Principio  sperimentale.  I rapporti  delle  masse  ilei  corpi 
sono  indipendenti  dalle  circostanze  tìsiche  (che  esse  siano  elet- 
triche, magnetiche  od  altre)  che  determinano  le  loro  accelerazioni 
reciproche;  ed  inoltre  essi  rimangono  gli  stessi,  tanto  se  queste 
accelerazioni  sono  ricevute  direttamente  o indirettamente. 

1).  Principio  sperimentale.  Le  accelerazioni,  che  parecchi 
corpi  A,  B,  C . . . determinano  sul  punto  K,  sono  indipendenti 
fra  loro.  (Il  teorema  del  parallelogramma  delle  forze  è una  con- 
seguenza immediata  di  questo  principio). 

E.  Definizione.  La  forza  motrice  è il  prodotto  del  valore 
della  massa  di  un  corpo  per  l’accelerazione  determinata  su  questo 
corpo. 

Ora  si  potrebbero  definire  le  espressioni  algebriche  chiamate 
quantità  di  moto,  forza  viva,  ecc.  : ma  ciò  non  è punto  neces- 
sario. Queste  proposizioni  soddisfano  alle  condizioni  di  semplicità 
e di  parsimonia,  che  per  ragioni  di  economia  debbono  essere 
imposte  alle  basi  fondamentali  della  scienza.  Esse  sono  chiare, 
lucide  e non  possono  quindi  lasciar  sussistere  alcun  dubbio,  nè 
rispetto  al  loro  significato,  nè  rispetto  alla  loro  origine,  nè  ri- 
spetto a sapere  se  esse  esprimono  una  verità  d’esperienza  o una 
convenzione  arbitraria. 

fi.  Come  giudizio  complessivo  possiamo  dire  che  il  genio  di 
Newton  ha  trovato  quali  erano  i concetti  e i principii  abba- 
stanza sicuri  per  servire  di  base  alle  ulteriori  costruzioni. 
Fu  costretto  davanti  ai  suoi  contemporanei,  in  gran  parte  per 


— 252  — 


la  difficoltà  e la  novità  del  soggetto,  ad  una  grande  prolissità 
e quindi  ad  una  presentazione  frammentaria;  ed  è per  questo,  per 
esempio,  che  egli  enuncia  spesse  volte  la  stessa  proprietà  dei 
fenomeni  meccanici.  D'altra  parte  si  può  provare  che  egli  stesso 
non  aveva  una  nozione  perfettamente  chiara  del  senso  e special- 
mente  dell'origine  dei  suoi  principii;  ma  ciò  non  getta  la  più 
piccola  ombra  sullo  splendore  del  suo  genio  intellettuale.  Chi 
deve  conseguire  un  punto  di  vista  nuovo  non  può  naturalmente 
possederlo  a priori;  colla  stessa  sicurezza,  nella  stessa  integrità 
di  chi  lo  riceve  senza  fatica.  La  sua  opera  è assai  grande,  se 
egli  ha  trovato  le  verità,  sulle  quali  possiamo  fondarci;  ciascuna 
nuova  conseguenza  permetterà  infatti  un  nuovo  esame,  un  nuovo 
controllo,  un'allargamento  dell’orizzonte,  la  clarificazione  del  punto 
di  vista.  Come  il  generale  d'armata,  il  grande  inventore  non  può 
fare  un’inchiesta  minuziosa  sul  diritto,  ch'egli  ha  di  occupare 
qualche  nuova  posizione  ch'egli  conquista.  La  grandezza  del  pro- 
blema da  risolvere  non  lascia  il  tempo  di  far  ciò.  Ma  più  tardi 
il  caso  è differente.  Newton  poteva  aspettare  due  secoli  per  pro- 
cedere all’esame  più  serrato  e alla  conferma  dei  fondamenti  della 
.sua  opera.  In  epoche  di  maggior  tranquillità  scientifica  i prin- 
cipii  possono  offrire  infatti  maggiore  interessamento  filosofico 
delle  costruzioni  che  si  sono  fabbricate  su  esse.  Allora  si  pre- 
sentano le  questioni  della  specie  di  quelle,  che  formano  l'argo- 
mento di  questo  libro;  e non  pensiamo  di  avere  apportato  altra 
cosa  all’ infuori  di  una  debole  contribuzione  alla  loro  soluzione. 
Dunque  ci  associamo  volentieri  agli  illustri  tìsici  W.  Thomson 
e Tait  nel  rispetto  e nell’ammirazione  (die  essi  hanno  per  Newton; 
ma  non  possiamo  comprendere  come  ancora  oggi  essi  considerino 
le  dottrine  newtoniane  come  le  migliori  e le  più  filosofiche. 
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VII.  Esanic  retrospettivo  dello  sviluppo  della  dinamica. 

t.  Il  periodo  di  sviluppo  della  dinamica  fu  inaugurato  da 
Galileo,  continuato  da  Huygens  e chiuso  da  Newton.  Esaminan- 
dolo complessivamente  si  riconosce  che  esso  si  può  riassumere 
in  due  punti  principali:  il  fatto  che  i corpi  mediante  una  mutua 
azione  si  comunicano  fra  loro  le  accelerazioni  che  dipendono 
dalle  circostanze  speciali  e materiali,  ed  il  tatto  che  vi  sono  delle 
masse.  11  riconoscimento  di  questi  fatti  è incorporato  in  un  gran 
numero  di  proposizioni,  ma  vi  è in  ciò  una  ragione  puramente 
storica:  essi  non  furono  acquistati  in  una  sola  volta,  ma  lenta- 
mente ed  a grado  a grado.  Un  solo  gran  fatto  fu  in  realtà  sal- 
damente stabilito.  Diverse  coppie  di  corpi  determinano  su  se 
stessi,  ed  indipendentemente  l’uno  dall’altro,  delle  coppie  di 
accelerazioni  tali,  che  le  due  accelerazioni  di  una  medesima  coppia 
sono  in  un  rapporto  invariabile,  che  caratterizza  la  coppia  cor- 
rispondente di  corpi.  Fu  impossibile,  anche  al  genio  intellettuale 
di  Galileo,  di  Huygens  e di  Newton,  di  concepire  questo  fatto 
in  una  volta;  non  si  può  riconoscere  che  a poco  a poco,  come  lo 
si  vede  nella  legge  della  caduta  dei  gravi,  nella  legge  partico- 
lare d’inerzia,  nel  principio  del  parallelogramma  delle  forze,  nel 
concetto  di  massa,  ecc.  Presentemente  possiamo  senza  difficoltà 
alcuna  comprendere  V unità  di  questo  fatto  nel  suo  complesso  e 
solo  le  necessità  pratiche  della  comunicazione  possono  giustificare 
la  sud  presentazione  frammentaria  — poiché  questa  presentazione 
ordinariamente  si  fa  in  parecchie  proposizioni,  il  cui  numero  è 
determinato  da  ciò  che  si  potrebbe  chiamare  il  gusto  scientifico. 
Ci  convinceremo,  del  resto,  riferendoci  alle  spiegazioni  che  ab- 
biamo date  sulle  nozioni  di  tempo,  d’ inerzia,  ecc.,  che  in  realtà 
l' integrità  del  l'atto  in  questione  non  è stata  ancora  appieno  ri- 
conosciuta sotto  tutti  i suoi  aspetti. 

Come  l’ha  detto  espressamente  Newton,  questo  punto  di  vista 
non  ha  nulla  in  comune  con  le  “ cause  ignote  „ dei  fenomeni 
della  natura.  Ciò  che  presentemente  in  meccanica  si  chiama  forza 
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■flou  è un  principio  nascosto  nel  fenomeno,  ma  invece  un  fatto, 
una  circostanza  di  moto  che  può  esser  misurato:  il  prodotto  della 
massa  per  l’accelerazione.  Anche  quando  si  parla  di  attrazione 
o di  repulsione  dei  corpi  non  è necessario  di  pensare  a qualche 
causa  nascosta  dei  fenomeni;  la  parola  attrazione  non  serve  ad 
altro  che  a ricordare  la  similitudine  del  fatto,  che  esiste  fra  il 
fenomeno  determinato  dalla  circostanza  del  moto  e il  risultato 
di  un  impulso  volontario.  In  questi  due  casi  si  verifica  un  vero 
moto,  o,  (piando  questo  moto  è distrutto  da  un’altra  circostanza 
motrice  si  verifica  una  pressione,  una  distorsione  od  un  altro  fe- 
nomeno. 

2.  Il  lavoro  che  appartiene  propriamente  al  genio  consiste  qui 
nell’osservazione  della  dipendenza  di  certe  determinanti  parziali 
dei  fenomeni  meccanici.  L'enunciato  formale  ed  esatto  di  questa 
dipendenza  fu  al  contrario  il  frutto  del  lavoro  circospetto,  che 
creò  i diversi  concetti  ed  i diversi  priucipii  della  meccanica.  Noi 
possiamo  determinare  il  vero  valore  e il  significato  di  questi  prin- 
cipii  e concetti  solo  coll’ investigazione  della  loro  origine  storica. 
Inoltre  questa  ricerca  mostra  chiaramente,  che  talvolta  le  circo- 
stanze accidentali  bau  dato  al  processo  dello  sviluppo  della  scienza 
una  direzione  speciale,  mentre  altre  circostanze  egualmente  pos- 
sibili avrebbero  obbligato  la  scienza  a procedere  su  tutt’altra  via. 
Ora  ne  daremo  un  esempio. 

Prima  di  fare  l’ipotesi  della  dipendenza  ben  nota  tra  la  ve- 
locità acquisita  e la  durata  della  caduta  e di  sottoporla  all’espe- 
rienza, Oalileo  fece  un’altra  ipotesi.  Come  lo  si  è detto  più  sopra, 
egli  suppose  che  le  velocità  acquistate  fossero  proporzionali  ai 
cammini  percorsi.  Egli  immaginò  di  avere  stabilito,  mediante  un 
ragionamento  sbagliato,  di  cui  si  è pure  parlato,  che  questa  ipo- 
tesi eoudueeva  ad  una  contraddizione.  Il  suo  ragionamento  era 
questo:  poiché  la  velocità  finale  conseguita  al  termine  di  un  cam- 
mino doppio  è doppia,  la  durata  del  percorso  di  questo  cammino 
doppio  sarà  la  stessa  di  quella  del  percorso  del  cammino  sem- 
plice; ma  siccome  quest’ultimo  è forzatamente  percorso  nello 
stesso  tempo,  poiché  esso  è la  prima  metà  dello  spazio  doppio 
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considerato,  la  seconda  metà  dovrà  essere  descritta  istantanea- 
mente  (in  una  durata  non  misurabile).  Quindi  ne  risultava  facil- 
mente die  la  caduta  dei  gravi  doveva  essere  in  generale  istan- 
tanea. 

L’errore  è manifesto.  (Galileo  non  era  naturalmente  versato 
nelle  integrazioni  mentali;  non  possedeva  alcun  metodo  e perciò 
doveva  necessariamente  cadere  in  errore  anche  quando  le  rela- 
zioni fossero  poco  complicate.  Indichiamo  con  s il  cammino  e 
con  t il  tempo.  Nell'odierno  linguaggio  l’ipotesi  di  Galileo  si 

esprimerebbe  coll’equazione  — — = a ,%■ , che  dà  s = A e ' * , in 

d l 

cui  a è una  costante  sperimentale  ed  A una  costante  d'integra- 
zione. Questa  conseguenza  dell'ipotesi  è intieramente  differente 
da  quella  che  ha  tratto  da  essa  Galileo.  È vero  che  questo 
risultato  non  è confermato  dall’esperienza  ed  è probabile  che 
Galileo  avrebbe  trovato  assai  strana  questa  condizione  generale 
del  moto,  che  s sia  differente  da  o per  t — n\  ma  in  se  stessa 
non  è contradditoria. 

Supponiamo  che  Keplero  siasi  posta  la  stessa  questione.  Ga- 
lileo avrebbe  sempre  ricercato  la  soluzione  più  semplice  ed  avrebbe 
subito  abbandonato  un’ipotesi,  che  non  avesse  rivestito  questo 
carattere  di  semplicità:  ina  la  natura  intellettuale  di  Keplero 
era  totalmente  differente.  La  storia  della  scoperta  delle  leggi 
del  moto  dei  pianeti  fa  vedere  che  egli  non  temeva  la  com pas- 
sività delle  ipotesi  e che  egli  raggiunge  il  suo  scopo  con  suc- 
cessive e graduali  modificazioni  di  queste  ipotesi.  E assai  vero- 
simile che,  dopo  aver  riconosciuto  che  l'ipotesi  — — = a s non 

d t 

era  conveniente,  Keplero  avrebbe  messo  alla  prova  un  certo  nu- 
mero di  altre  ipotesi  e.  fra  queste,  probabilmente  anche  l'ipotesi 
esatta: 


Ma  allora  il  processo  di  sviluppo  della  dinamica  sarebbe  stato 
del  tutto  diverso. 
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Fu  solo  gradatamente  e con  gran  difficoltà  che  venne  rico- 
nosciuta l’importanza  scientifica  del  concetto  di  “ lavoro  „ : e ve- 
diamo che  questo  fatto  ha  semplicemente  per  causa  la  circostanza 
storica  accidentale,  di  cui  ora  si  è parlato.  Il  caso  ha  fatto  si 
che  la  dipendenza  fra  la  velocità  ed  il  tempo  fosse  scoperta  per 
la  prima;  e si  ebbe  per  risultato  che  la  relazione  V = gt  appa- 
risse come  primordiale  e la  relazione  «=—</£*  come  immedia- 
tamente successiva,  mentre  che  la  relazione  g s =-  — u2  sembrò 

una  conseguenza  lontana.  Introducendo  il  concetto  di  massa  (mi) 
e di  forza  (p)  con  p — mg , si  ottengono  moltiplicando  per  m 
le  tre  equazioni  pendenti  : 

1 1 . 
vi  v = pt  , m s = — pt' , ps  = — tnv  , 

che  sono  le  equazioni  fondamentali  della  meccanica.  I concetti 
di  forza  e di  quantità  ili  moto  devono  dunque  necessariamente 
sembrare  più  primordiali  che  quelli  del  lavoro  (ps)  e di  forza 
viva  (mio5);  quindi  non  bisogna  meravigliarsi  di  ciò  che  si  cercò, 
per  conseguenza,  a sostituire,  ciascuna  volta  che  lo  si  incontre- 
rebbe, il  concetto  di  lavoro  con  i concetti  storicamente  più  an- 
tichi. Tutta  la  disputa  dei  Cartesiani  e dei  Leibniziam , che  fu 
in  qualche  modo  sviluppata  per  la  prima  volta  da  D’Alembert. 
qui  trova  la  sua  spiegazione  compiuta. 

Giudicando  imparzialmente,  si  ha  esattamente  lo  stesso  di- 
ritto di  ricercare  tanto  la  dipendenza  tra  la  velocità  acquistata 
ed  il  tempo,  quanto  la  dipendenza  fra  la  velocità  acquistata  e 
il  cammino,  e di  rispondere  a queste  due  questioni  coll’espe- 
rienza. La  prima  conduce  al  principio  sperimentale  seguente: 
due  corpi  dati,  messi  in  presenza  l'uno  dell'altro,  si  comunicano 
in  tempi  dati  aumenti  di  velocità  determinati.  La  seconda  que- 
stione ci  insegna  che  corpi  dati,  messi  in  presenza  l’uno  del- 
l’altro, si  comunicano  per  spostamenti  reciproci  determinati 
aumenti  di  velocità  determinati.  Queste  due  proposizioni  sono 
egualmente  fondate  e possono  egualmente  considerarsi  primordiali. 
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L’esattezza  di  questo  modo  di  vedere  è stata  dimostrata  pre- 
sentemente dall’esempio  di  I.  R.  Mayer.  Mayer  era  mio  spirito 
moderno  dello  stampo  «li  Galileo,  scevro  da  qualsiasi  influenza 
scolastica;  indipendentemente  s' incamminò  nella  seconda  via,  e 
cosi  lece  fare  alla  scienza  dei  progressi,  a cui  le  scuole  non  per- 
vennero che  più  tardi  in  un  modo  ancora  meno  completo  e meno 
semplice.  Per  Mayer  il  concetto  fondamentale  è quello  di  lavoro. 
Egli  chiama  forza  ciò  che  si  denomina  lavoro  nella  meccanica 
delle  scuole.  L errore  ch'egli  fa  consiste  nel  credere  che  il  suo 
metodo  sia  il  solo  esatto. 

Jl.  E egualmente  lecito  considerare  la  durata  della  caduta 


o / altezza  della  caduta  come  determinante  della  velocità.  Se 
lissiamo  l’attenzione  sulla  prima  circostanza,  la  forza  si  presenta 
come  concetto  primitivo,  e il  lavoro  come  concetto  derivato; 
se  si  ricerca  invece  subito  l’influenza  delia  seconda  circo- 
stanza, il  lavoro  ci  appare  come  concetto  primordiale.  Tra- 
sportando ai  fenomeni  più  complicati  le  nozioni  acquistate  con 
la  considerazione  della  caduta  dei  gravi,  si  riconoscerebbe  che 
la  forza  dipende  dalla  distanza  dei  corpi,  cioè  che  essa  è una 
funzione  /(?■)  di  questa;  il  lavoro  eseguito  in  un  percorso  dr  è 
dunque  f(r).dr.  Il  secondo  metodo  fa  vedere  che  il  lavoro  è 
una  funzione  F(r)  della  distanza  e la  forza  allora  è nota  solo 
d F (n 


sotto  la  forma 


dr 


, cioè  come  valore  limite  del  rapporto 


incremento  del  lavoro 
incremento  della  distanza 

Galileo  preferì  di  seguire  la  prima  di  queste  due  vie,  e cosi 
Newton.  Huygens  seguì  piuttosto  il  secondo  metodo  senza  porsi 
alcuna  restrizione.  Descartes  rimaneggiò  a suo  modo  le  idee  di 
( «al ileo  ; ma  le  sue  contribuzioni  sono  senza  importanza,  parago- 
nate con  quelle  di  Newton  e di  Huygens;  e la  loro  influenza 
si  dileguò  immediatamente.  Secondo  Huygens  e Newton  i due 
modi  di  pensare  si  confondono;  la  loro  indipendenza  e la  loro 
equivalenza  non  furono  sempre  riconosciute;  e questa  confusione 
diede  origine  a molti  errori,  di  cui  si  è già  dato  un  esempio 
17 
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nella  disputa  fra  la  scuola  di  Descartes  e quella  di  Leibniz,  ri- 
guardo alla  misura  delle  forze.  Sino  a questi  ultimi  tempi  i 
meccanici  impiegavano  l’uno  o l’altro  dei  due  metodi  secondo 
la  loro  preferenza.  Cosi  le  idee  di  Galileo-Nevvton  furono  col- 
tivate dalla  scuola  di  Poinsot;  quelle  di  Galileo-Huygeus  dalla 
scuola  di  Poncelet. 

4.  Newton  si  servi  quasi  esclusivamente  delle  nozioni  di  lorza, 
massa  e quantità  di  moto.  L’opinione  ch’egli  ebbe  del  valore  del 
concetto  di  massa  lo  colloca  al  di  sopra  dei  suoi  predecessori  e 
dei  suoi  contemporanei  Non  venne  in  mente  a Galileo  che  la 
massa  e il  peso  fossero  due  cose  distinte.  Anche  Huygens  in- 
trodusse in  tutti  i suoi  stridii  il  peso  invece  della  massa,  per 
esempio  nelle  sue  ricerche  sid  centro  di  oscillazione.  Anche  nel 
suo  trattato  “ De  percussione  „ parlò  sempre  del  corpo  maggiore 
“corpus  majus  „ e del  corpo  minore  “ corpus  minus„,  quando 
doveva  dire  massa  maggiore  e massa  minore.  I Usici  non  furono 
condotti  a formare  il  concetto  di  massa  fino  a che  non  si  osservò 
che  la  gravità  poteva  imprimere  allo  stesso  corpo  accelerazioni 
diverse.  Questo  fatto  si  notò  per  la  prima  volta  nell’osservazione 
del  pendolo  di  Richer  (1671-1673),  — da  cui  Huygens  trasse 
subito  la  conseguenza  esatta.  — e nell’estensione  delle  leggi 
della  dinamica  ai  corpi  celesti.  L’importanza  del  primo  punto 
emerge  nettamente  dal  fatto,  che  Newton  stabilì  per  mezzo  di 
esperienze  sue  proprie,  fatte  con  pendoli  formati  di  materiali 
diversi,  la  proporzionalità'  fra  il  peso  e la  massa  nello  stesso  luogo 
della  Terra  ( Principia , Lib.  II,  Sect.  VI  “ De  molli  et  resi- 
steutia  corporum  funependulorwn  „).  Questa  osservazione  che 
lo  stesso  corpo  può  ricevere  accelerazioni  differenti,  dovute  alla 
gravità,  condusse  anche  Giovanni  Hernoulli  a fare  per  la 
prima  volta  una  distinzione  fra  la  massa  e il  peso  (Meditatio 
de  natura  centri  oscillationis ; Opera  omnia.  Genevae  et  Lau- 
sannae,  II.  p.  168).  Newton  tratta  dunque  tutte  le  questioni  di 
dinamica  che  hanno  relazione  coi  corpi,  che  si  trovano  in  pre- 
senza gli  uni  degli  altri,  mediante  il  concetto  di  forza,  massa  e 
quantità  di  moto. 
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5.  Huygens  seguì  un’iiltro  metodo  nella  risoluzione  di  questi 
problemi.  Galileo  sapeva  già  che,  per  la  velocità  acquistata,  un 
corpo  può  risalire  all’altezza  da  cui  è caduto.  Nel  suo  trattato: 
“ Horalogium  oscillatori um,  „ Huygens  generalizzò  questa  pro- 
posizione così:  Per  la  velocità  acquistata  nella  caduta  il  centro 
di  gravità  di  un  sistema  di  corpi  risale  ad  una  altezza  eguale 
a quella  della  sua  caduta.  Questa  generalizzazione  Io  condusse 
a scoprire  l’equivalenza  del  lavoro  e della  forza  viva,  per  quanto 
i nomi  per  le  quantità  che  figurano  nelle  sue  formule  siano 
stati  introdotti  solo  più  tardi. 

Il  principio  del  lavoro  dato  da  Huygens  fu  accolto  dai  suoi 
contemporanei  con  generale  diffidenza;  essi  si  accontentarono  di 
utilizzare  i suoi  brillanti  risultati,  ma  cercarono  sempre  di  so- 
stituire altre  dimostrazioni  a quelle  ch'egli  aveva  date.  Anche 
dopo  che  Giovanni  e Daniele  Mernoulli  ebbero  esteso  questo 
principio,  il  suo  valore  dipese  sempre  piti  dalla  sua  fecondità 
che  dalln  sua  evidenza. 

Noi  vediamo  che  sempre  le  proposizioni  di  Galileo-Newtou 
furono  preferite  a quelle  di  Galileo-Huygens  a causa  della  loro 
semplicità  e la  loro  evidenza  in  apparenza  superiore.  Non  s’im- 
piegarono le  ultime  che  quando  vi  si  era  costretti,  allorché  faticose 
considerazioni  di  particolari  rendevano  impossibile'  l’uso  delle 
prime,  come  avvenne  per  il  caso  della  teoria  del  moto  dei  fluidi 
di  Giovanni  e Daniele  Beruoulli. 

Ma  se  uno  li  considera  più  da  vicino,  i principii  di  Huygens 
e quelli  di  Newton  si  presentano  sotto  la  stessa  semplicità  e la 
stessa  evidenza,  h anche  naturale  e semplice  supporre  che  la 
velocità  acquistata  da  un  corpo  sia  determinata  tanto  dalla  du- 
rata della  caduta,  (pianto  dall  'altezza  della  caduta,  ed  in  entrambi 
i casi  la  forma  della  legge  deve  essere  data  dalla  esperienza. 
E egualmente  esatto  di  prendere  per  punto  di  partenza  l’una  o 
l’altra  delle  relazioni 

p t = m a o in  = — m v* . 
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6.  Per  potere  intraprèndere  lo  studio  dei  moti  di  parecchi 
corpi  si  è condotti  nei  due  casi  a fare  una  estensione  che  si  pre- 
senta con  lo  stesso  grado  di  certezza.  Il  concetto  newtoniano 
di  massa  si  giustilica  coi  fatto  che,  se  lo  si  abbandona,  tutte  le 
nostre  leggi  dei  fenomeni  cessano  di  esser  vere,  che  noi  dob- 
biamo subito  aspettarci  di  essere  in  contraddizione  colle  nostre 
esperienze  più  comuni  ed  ordinarie,  che  tutta  la  fisonomia  del 
nostro  intorno  meccanico  ne  è totalmente  cambiata;  ma  la  stessa 
osservazione  si  può  fare  per  il  principio  di  osservazione  di  Huy- 

geus.  Se  noi  non  accettiamo  il  teorema  l'ji  s = — 2 ni  v1  dob- 
biamo ammettere  che  i corpi  pesanti  possono  elevarsi  mediante 
il  loro  proprio  peso,  e respingere  tutte  le  leggi  conosciute  dalla 
meccanica.  Abbiamo  già  parlato  partitameute  dei  lattori  istintivi, 
che  entrano  del  pari  nelle  scoperte  di  questi  due  concetti. 

Queste  due  nozioni  si  sarebbero  naturalmente  potute  svilup- 
pare assai  più  indipendentemente  l’una  dall'altra.  Ma,  siccome 
esse  si  sono  trovate  costantemente  a contatto,  non  è da  mera- 
vigliarsi se  esse  siano  fuse  in  parte  l’una  coll’altra,  e se  quella 
di  Huygens  sembri  meno  completa.  La  forza,  la  ma  sa  e la 
quantità  di  moto  bastarono  interamente,  a Newton.  Il  lavoro,  la 
massa  e la  forza  viva  avrebbero  potuto  anche  bastare  a Huygens. 
Ma  Huygens  non  aveva  conseguito  il  pieno  possesso  del  concetto 
di  massa,  e per  le  ulteriori  applicazioni  questa  dovè  essere  presa 
a prestito  da  un  altro  modo  di  vedere.  Questo  imprestito  si  sa- 
rebbe potuto  evitare  ; se  nella  concezione  newtoniana  il  rapporto 
delle  masse  si  poteva  definire  come  il  rapporto  inverso  delle  ve- 
locità, generate  dalla  stessa  forza,  in  quella  di  Huygens  poteva 
essere  logicamente  deliuito  col  rapporto  inverso  dei  quadrati 
delle  velocità  generate  dallo  stesso  lavoro. 

Queste  due  concezioni  considerano  la  dipendenza  reciproca 
di  aspetti  differentissimi  del  medesimo  fenomeno.  La  conce- 
zione di  Newton  è più  completa,  perchè  essa  ci  informa  ri- 
guardo al  moto  di  ciascuna  massa,  ma  perciò  essa  deve  discen- 
dere a molti  particolari.  La  concezione  di  Huygens  fornisce  una 
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legge  per  l'intero  sistema.  Essa  è comoda  sol  quando  il  rap- 
porto delle  velocità  delle  masse  sia  stato  previamente  determi- 
nato, ma  allora  essa  è assai  comoda. 

7.  Così  siamo  condotti  a vedere  che  nello  svolgimento  della 
dinamica,  precisamente  come  nello  sviluppo  della  statica,  il 
nesso  delle  caratteristiche  differentissime  dei  fenomeni  mec- 
canici richiamarono  a differenti  epoche  l’attenzione  degli  in- 
vestigatori. Si  può  considerare  la  quantità  di  moto  di  un  sistema 
come  determinata  dalla  forza,  ma  si  può  anche  considerare  la 
forza  viva  come  determinata  dal  lavoro.  La  personalità  dell’in- 
vestigatore ha  una  gran  parte  nella  scelta  di  queste  caratteri- 
stiche. (ìli  argomenti,  che  abbiamo  più  sopra  addotti,  mostrano 
che  e possibilissimo,  che  il  sistema  dei  nostri  concetti  meccanici 
fosse  stato  diverso,  se  le  prime  ricerche  relative  alla  caduta  dei 
corpi  lessero  state  fatte  da  Keplero,  o se  Galileo  non  si  fosse 
sbagliato  nelle  sue  prime  speculazioni.  D'altra  parte  per  la  com- 
prensione storica  di  una  scienza  non  avvi  solo  la  conoscenza  delle 
idee  adottate  e coltivate  dai  successori  che  sia  importante;  è 
anche  assai  interessante  ed  istruttivo  di  conoscere  le  idee  transi- 
torie degli  investigatori,  anche  quando  esse  siano  state  abban- 
donate, anche  quando  esse  sembrino  essere  errori.  Lo  studio  sto- 
rico del  processo  dello  sviluppo  della  scienza  è indispensabile,  se 
non  si  vuole  che  l’insieme  dei  principi,  che  essa  ha  riunito,  non 
degeneri  a poco  a poco  in  un  sistema  di  cose  acquisite,  che  non 
si  comprendono  che  a metà,  o anche  interamente  in  un  sistema 
di  meri  pregiudizi.  Non  solamente  questa  ricerca  storica  fa  com- 
prender meglio  lo  stato  odierno  della  scienza;  ma  mostrando  che 
essa  è in  parte  convenzionale  ed  accidentale,  mette  in  evidenza 
nuove  possibilità.  Da  un  punto  di  vista  superiore,  cui  si  ar- 
riva per  vie  diverse,  si  può  abbracciare  con  lo  sguardo  più  li- 
bero la  totalità  della  scienza,  e riconoscere  vie  non  ancora  per- 
corse. (V.  appendice  7). 

In  tutte  le  proposizioni  della  dinamica  che  abbiamo  discusse, 
la  velocità  ha  una  parte  preponderante.  Secondo  noi  la  causa  di 
questo  latto  è che,  se  vi  si  osserva  più  da  vicino  ciascun  corpo 
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è iu  relazione  con  tutti  gli  altri,  e che  quindi  è impossibile  con- 
siderare un  corpo  — e per  conseguenza  parecchi  corpi  — come 
completamente  isolati.  La  nostra  incapacità  di  considerare,  il  tutto- 
in  una  volta,  ci  obbliga  a considerare  un  piccolo  numero  di 
corpi,  ed  a fare  provvisoriamente  astrazione  degli  altri  sotto 
molti  rapporti;  od  arriviamo  a ciò  mediante  l’introduzione  della 
nozione  di  velocità,  che  contiene  quella  di  tempo.  Non  è impos- 
sibile che  un  giorno  leggi  integrali , per  adoperare  una  espres- 
sione di  C.  Neumann,  sostituiscano  le  leggi  elementari,  che  for- 
mano la  meccanica  attuale,  e che  noi  possiamo  cosi  avere  una 
conoscenza  diretta  della  dipendenza  reciproca  delle  posizioni  dei 
corpi.  Allora  il  concetto  di  forza  sarà  divenuto  superfluo. 

IX.  La  meccanica  ili  Hertz. 

1.  Il  capitolo  precedente,  scritto  nel  1883,  contiene  special- 
mente nel  suo  paragrafo  A'Il  il  programma,  senza  dubbio  assai 
generale,  di  una  meccanica  futura.  La  meccanica  di  Hertz  (1), 
pubblicata  nel  1894,  segna  un  progresso  essenziale  nel  l'indirizzo- 
sopra  indicato.  1 limiti  della  nostra  opera  non  ci  permettono  di 
dedicare  in  questo  libro  che  ben  poche  linee  per  dare  una  giusta, 
idea  del  suo  valore.  Qui  non  abbiamo  da  esporre  un  nuovo  si- 
stema di  meccanica,  ma  semplicemente  lo  svolgimento  delle  con- 
cezioni, che  riguardano  questa  scienza.  Tutti  quelli  che  hanno 
qualche  interessamento  per  essa  devono  conoscere  il  libro  di 
Hertz. 

2.  La  critica  dell'esposizione  odierna  della  meccanica,  che 
Hertz  pone  a capo  del  suo  libro,  contiene  osservazioni  assai  in- 
teressanti sulla  teoria  della  conoscenza;  ma  il  nostro  punto  di 
vista,  che  non  si  accorda  nè  con  quello  di  Kant,  nè  colle  con- 
cezioni meccanico-atomiche  della  maggior  parte  dei  fisici,  ci  ob- 


li) Hertz,  Die  Princìpien  der  Medianici;  iu  neuem  Zusam- 
menhange  dargestellt.  Lipsia,  1894. 
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bliga  evidentemente  a modificarle.  Le  “ immagini  „ (o  forse  me- 
glio i concetti)  che  ci  facciamo  degli  oggetti,  devono  essere  scelti 
in  modo  che  le  loro  “ conseguenze  mentali  necessarie  „ corrispon- 
dano alle  w conseguenze  naturali  necessarie  ,,  degli  oggetti  stessi. 
Si  deve  esigere  da  questi  concetti  che  essi  siano  logicamente 
ammissibili,  vale  a dire  non  contraddi  tori  i in  se  stessi;  — che 
essi  siano  inoltre  giusti  — vale  a dire  che  essi  corrispondano 
alle  relazioni  degli  oggetti  fra  loro,  — ed  infine  che  essi  siano 
pratici  e contengano  il  meno  possibile  di  superfluo.  I nostri 
concetti  si  sono  infatti  creati  essi  stessi;  ma  questa  crea- 
zione non  è per  ciò  interamente  arbitraria;  essa  ha  la  sua  ra- 
dice in  una  lotta  per  V adattamento  al  nostro  ambiente  sensi- 
bile. La  concordanza  reciproca  ilei  concetti  è una  esigenza  lo- 
gica necessaria,  esigenza,  che  è anche  la  sola  che  conosciamo. 
La  credenza  in  una  necessità  naturale  non  si  mostra  che  a 
partire  dal  momento,  in  cui  le  nostre  concezioni  della  natura 
sono  sufficientemente  adattate  per  far  concordare  le  loro  con- 
seguenze coi  fenomeni.  Ma  questa  ipotesi  dell’adattamento  suffi- 
ciente delle  nostre  cognizioni  può  essere  infirmato  a ciascun 
istante  dall’esperienza.  L’esigenza  di  comodità  ili  Hertz  coincide 
col  nostro  criterio  di  economia. 

Hertz  fece  alla  meccanica  di  Galileo  e di  Newton  e special- 
mente  al  concetto  di  forza  il  rimprovero  di  mancare  di  chiarezza 
(pp.  7,  14.  L5).  Questo  rimprovero  è secondo  il  nostro  modo  di 
vedere  giustificato  solo  rispetto  alle  esposizioni  di  questo  si- 
stema, le  quali  sono  difettose  dal  punto  di  vista  logico,  e di  cui 
Hertz  deve  senza  dubbio  aver  conservato  un  cattivo  ricordo, 
avanzo  dei  primi  tempi  de’  suoi  studi  universitari.  Egli  non  man- 
tiene del  resto  completamente  questo  rimprovero,  e per  lo  meno 
l’attenua  in  seguito  i pag.  9-47).  Non  si  può  pertanto  attribuire 
ad  un  sistema  il  difetto  di  logica  di  un'esposizione  indi  rida  ale 
di  questo.  Non  è oggi  certamente  permesso  (pag.  7)  di  parlare 
di  una  forza  “ unilateralmente  „ effettiva  o a proposito  della  forza 
centrifuga,  “ di  tener  conto  due  volte  dell’azione  d'inerzia,  una 
volta  come  massa  ed  una  volta  come  forza  „.  Non  è d’altronde 


neppure  necessario  che  Newton  e Huvgens  fossero  stati  già  su 
questo  punto  di  una  chiarezza  perfetta.  E appena  permesso  di 
paragonare  le  forze  a ruote  superflue  (leergehende  Ràder)  o di 
dire  che  è spesso  impossibile  di  dimostrare  la  loro  esistenza 
sensibile.  In  tutti  i casi  le  forze  hanno  su  questo  punto  un  van- 
taggio sulle  “ masse  nascoste  e sui  “ moti  nascosti  Quando 
un  pezzo  di  ferro  giace  sopra  una  tavola,  vi  sono  due  forze  in 
equilibrio:  il  peso  del  ferro  e l’elasticità  della  tavola,  e si  può 
facilmente  mettere  queste  due  forze  in  evidenza. 

Hertz  trattò  anche  la  meccanica  energetica  molto  più  mec- 
canicamente che  non  convenga.  Egli  fa  all’uso  dei  principi i del 
minimo  ['obbiezione,  che  questi  principii  contengono  l’espressione 
di  uno  scopo,  di  una  finalità,  e suppongono  una  tendenza  verso 
il  futuro.  Si  vedrà  piu  tardi  in  altri  luoghi  di  questo  libro,  che 
i principii  del  minimo  hanno  un  significato  semplice  tutto  dif- 
ferente dalla  circostanza  della  finalità.  Ogni  meccanica  d altronde 
è in  relazione  coll’idea  del  futuro,  poiché  deve  necessariamente 
servirsi  del  le  nozioni  di  tempo , di  velocità,  ecc. 

3.  Se  sembrasse  difficile  accettare  in  tutta  la  sua  severità 
(juesta  critica  del  sistema  attuale  di  meccanica,  la  concezione 
nuova  e originale  di  Hertz  non  deve  essere  per  questo  meno 
considerata  come  un  grandissimo  progresso.  Hertz  si  propose  di 
introdurre  nelle  formule  solo  quelle  grandezze  che  possono 
essere  effettivamente  osservate,  e con  questo  scopo  essendo  eli- 
minato il  concetto  di  forza,  egli  non  si  serve  che  dei  concetti 
di  tempo,  di  spazio  e di  massa.  Non  fa  uso  che  di  un  principio 
fondamentale  unico,  che  può  essere  considerato  come  una  com- 
binazione del  principio  d'inerzia  e del  principio  del  minimo  sforzo 
di  (lauss.  Le  masse  libere  si  muovono  uniformemente  in  linea 
retta.  Se  esse  sono  assoggettate  a legami  qualunque,  il  principio 
di  Gauss  richiede  che  esse  si  scostino  il  meno  possibile  dal  moto 
• rettilineo  uniforme.  Il  loro  moto  reale  è più  vicino  al  moto  li- 
bero di  ogni  altro  moto  immaginabile.  Hertz  dice  che  essendo 
dati  i loro  legami,  il  moto  delle  masse  è il  più  rettilineo  pos- 
sibile. Quando  una  massa  si  scosta  in  mi  modo  qualunque  da 
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questo  moto  rettilineo  uniforme.  Hertz  uou  attribuisce  questo 
scostamento  a una  forza , ma  sibbene  a un  legame  (indeforma- 
bile) con  altre  masse.  Quando  questi  non  sono  visibili,  Hertz 
immagina  masse  nascoste,  animate  da  moti  nascosti.  Tutte  le 
forze  fìsiche  si  suppongono  essere  l’effetto  di  legami  di  questa 
specie.  Nella  sua  esposizione  la  forza,  la  funzione  di  forze,  l'e- 
nergia non  sono  che  concetti  ausiliari  ed  accessori. 

Riprendiamo  ad  uno  ad  uno  i punti  più  importanti  di  questa 
teoria  per  cercarne  le  origini.  Si  può  arrivare  come  segue  all'idea 
di  eliminare  la  nozione  di  forza:  nella  meccanica  di  Galileo  e 
di  Newton  è naturale  di  sostituire  ogni  legame  con  forze,  che 
determinano  il  moto,  che  esso  impone.  Ma  si  può  procedere  altri- 
menti, e rappresentarsi  tutto  ciò,  che  e*  sembra  una  forza,  come 
l’effetto  di  un  legame.  La  prima  di  queste  concezioni  prevalse 
negli  antichi  trattati;  essa  è storicamente  la  più  semplice  e la 
più  comune.  Hertz  dà  la  preferenza  alla  seconda.  Nei  due  casi, 
nell’ipotesi  delle  forze  ed  in  quella  dei  legami,  il  fatto  delta 
dipendenza  reciproca  dei  moti  delle  masse,  per  ogni  conforma- 
zione istantanea  del  sistema,  si  esprime  mediante  equazioni  dif- 
ferenziali lineari  fra  le  coordinate  di  queste  masse.  Si  può  dunque 
considerare  l’esistenza  di  quest’ultime  equazioni  come  il  punto 
essenziale , come  il  punto  sperimentalmente  stabilito.  La  lisica  si 
abitua  d’altronde  gradatamente  a considerare  come  il  suo  vero 
scopo  la  descrizione  dei  fatti  mediante  equazioni  differenziali  (1). 
La  possibilità  di  un  uso  pratico  generale  delle  espressioni  ma- 
tematiche di  Hertz  si  trova  cosi  stabilita  senza  che  sia  d'altra 
parte  necessario  d’avventurarsi  nell’  interpretazione  ulteriore  delle 
forze  o dei  legami. 

Il  principio  fondamentale  di  Hertz  si  può  considerare  come 
una  legge  d’inerzia  generalizzata  e moditicata  dal  moto  delle 
masse.  Nei  casi  semplici  questa  concezione  s’acquista  facilmente; 
è possibile  ch’essa  si  sia  spesso  imposta.  Nel  cap.  Ili  di  questo 


il)  Vedi  a questo  proposito  il  cap.  V,  n.  I,  § 1 e seg. 
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libro  è considerato  il  teorema  della  conservazione  del  moto  del 
centro  di  gravità  e quello  della  conservazione  delle  aree  come 
generalizzazioni  della  legge  d’inerzia.  Ora.  secondo  il  principio 
di  Gauss,  i legumi  delle  masse  determinano  per  ciascuna  di  esse 
un  minimo  di  scostamento  rispetto  al  moto  die  essa  prenderebbe 
da  sè  stessa.  Perciò  se  si  concepiscono  tutte  le  forze  come  effetti 
di  legami  si  giunge  alla  legge  fondamentale  di  Hertz.  Se  si  sop- 
primono tutti  i legami,  gli  elementi  ultimi,  che  restano,  sono 
masse  isolate,  il  cui  moto  segue  la  legge  d’ inerzia.  11  legame 
dunque  determina  un  moto,  che  si  scosta  il  meno  possibile  dal 
moto  rettilineo  uniforme. 

Gauss  aveva  già  assai  nettamente  affermato  l’ impossibilità  di 
scoprire  un  principio  meccanico  essenzialmente  (materialmente) 
nuovo.  In  sostanza  la  forma  sola  del  principio  di  Hertz  è nuova, 
poiché  esso  è identico  alle  equazioni  di  Lagrange.  La  condizione 
del  minimo,  che  contiene,  non  si  riferisce  ad  un  line  enigma- 
tico; bisogna  attribuirgli  lo  stesso  senso 'che  a tutte  le  leggi  del 
minimo:  si  verifica  ciò  che  è dinamicamente  determinato  (cap.  HI). 
La  deviazione  dall  attuale  moto  non  è dinamicamente  determi- 
nata ; perciò  non  si  produrrà;  il  moto  reale  è dunque  ben  de- 
terminato (eiudeutig),  o meglio,  esso  è determinato  in  un 
modo  unico  (e in  zigartig),  secondo  l'espressione  così  esatta  di 
Petzoldt  (1). 

L appena  necessario  fare  osservare  espressamente,  che  questo 
sistema  formale  di  meccanica  matematica,  non  solo  non  spiega 
i problemi  fisico-meccanici,  ma  invece  li  trascura  intieramente. 
Le  masse  libere  si  muovono  uniformemente  in  linea  retta.  Le 
masse  collegate  fra  loro,  animate  di  velocità  differenti  in  gran- 
dezze e direzioni,  modificano  reciprocamente  le  loro  velocità;  in 


(1)  Petzoldt,  Dos  Gesctz  der  Iiindeutigkeit  Vierteljahrsschrift 
f'jr  laissenseh.  Philos.,  XIX,  p.  140;  v.  specialmente  p.  180).  A questo 
riguardo  conviene  di  citare  anche  R.  Hencke  che  nella  sua  Memoria 
( Ueber  die  Mrthode  iter  kleinsten  Quadrate,  Lipsia,  1894).  si  avvi- 
cina alle  concezioni  di  Hertz. 
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altre  parole  esse  determinano  reciprocamente  delle  accelerazioni 
le  uue  sulle  altre.  Questi  principii  prettamente  fisici  s’introdu- 
cono per  la  stessa  ragione , che  i principii  puramente  geometrici 
ed  aritmetici  nello  sviluppo  formale  della  scienza.  Questo  tanto 
è impossibile,  se  si  partisse  solo  dalla  geometria  e dal  numero,  poi- 
ché una  cosa  determinata  in  un  modo  unico  dal  punto  di  vista  mate- 
matico e geometrico,  non  è per  ciò  ben  determinata  dal  punto  di 
vista  meccanico.  Ora  i paragrafi  precedenti  di  questo  capitolo  mo- 
strano abbastanza  che  questi  principii  tìsici,  di  cui  parliamo,  non 
sono  di  una  comprensione  immediata,  e che  non  è nemmeno  facile 
di  stabilire  con  qualche  esattezza  il  loro  significato  preciso. 

4.  Nella  bella  costruzione  ideale  della  meccanica,  che  Hertz 
ha  svolto,  gli  elementi  fisici  sono  talmente  raccolti  e ridotti  ad 
una  espressione  così  semplice,  che  sono  in  apparenza  appena 
percettibili.  Descartes,  se  ora  vivesse,  riconoscerebbe  senza 
dubbio  il  suo  proprio  ideale  nella  meccanica  di  Hertz,  ancora 
meglio  che  in  quella  di  Lagrange,  cioè  nella  “ geometria  ana- 
litica a quattro  dimensioni  „.  Descartes,  nella  sua  opposizione 
contro  le  quantità  nascoste  della  filosofia  scolastica,  rifiutò  di 
attribuire  alla  materia  altre  proprietà  oltre  l'estensione  ed  il 
moto-,  e voleva  fondare  la  meccanica  e la  tìsica  intieramente  sopra 
una  geometria  del  moto,  non  ammettendo  altre  ipotesi  all' in- 
fuori dell’ipotesi  iniziale  di  un  moto  indistruttibile. 

">.  Non  è difficile  di  rendersi  conto  delle  circostanze  psico- 
logiche, che  hanno  condotto  Hertz  al  suo  sistema.  Dopo  aver 
dimostrato  che  le  azioni  elettriche  e magnetiche  a distanza  erano 
conseguenza  dei  moti  in  un  mezzo,  era  naturale  che  Hertz  cer- 
casse di  stabilire  la  stessa  cosa  per  le  forze  di  gravitazione;  e, 
se  era  possibile,  per  tutte  le  forze.  Si  presenta  allora  natura- 
lissima l’ idea  di  vedere  se  sia  possibile  di  eliminare  il  con- 
cetto di  forza  iu  generale.  Non  si  può  negare  che  quando  noi, 
mediante  un’unica  completa  rappresentazione,  possiamo  com- 
prendere tutti  i fenomeni,  che  avvengono  in  un  mezzo,  insieme 
con  le  grandi  masse  contenute  in  essa,  i nostri  concetti  sono  in 
un  ordine  affatto  differente  da  quello,  in  cui  si  troverebbero, 
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quando  noi  conoscessimo  solo  le  relazioni  di  queste  masse,  prese 
isolatamente,  per  ciò  che  riguarda  l’accelerazione.  Qnesto  sa  rii 
volentieri  concesso  anche  da  quelli  che  son  convinti  che  l’azione 
fra  le  parti  a contatto  non  è più  intelligibile  dell’azione  a di- 
stanza. l’ale  tendenza  è altresì  quella  della  intiera  scienza  tìsica 
odierna. 


Quando  non  si  vuole  semplicemente  accettare  in  modo  ge- 
nerale 1 ipotesi  delle  masse  e dei  moti  occulti,  ma  si  cerca 
invece  di  utilizzarla  praticamente  nei  problemi  particolari,  si 
deve,  almeno  nello  stato  presente  delle  nostre  conoscenze  fisiche, 
giungere  a finzioni  così  straordinarie  e spesso  fantastiche,  che 
l’uso  delle  accelerazioni  date  sarebbe  di  gran  lunga  preferibile. 
Ad  esempio  si  supponga  che  una  massa  m si  muova  uniforme- 
mente  con  una  velocità  v in  un  cerchio  di  raggio  /•,  moto  che 

ordinariamente  si  rilerisce  ad  una  forza  centripeta  ' , si  po- 

r 

tra  immaginare  questa  massa  m invariabilmente  connessa  ad  una 
massa  eguale,  di  velocità  opposta,  posta  alla  distanza  2 r.  La 
spinta  centripeta  di  Huygeus  sarebbe  un  altro  esempio  della  so- 
stituzione di  un  legame  ad  una  forza.  Come  programma  ideale , 
la  meccanica  di  Hertz  è più  semplice  e più  bella  e di  una  unità 
maggiore  della  meccanica  ordinaria,  ma  questa  la  supera  nelle 
applicazioni,  come  Hertz  stesso  ebbe  a riconoscerlo  (pag.  47)  con 
quella  grande  sincerità  che  lo  caratterizza  (1). 


X.  Esame  di  alcune  obbiezioni. 

1.  Le  vedute  che  io  ho  esposto  nei  due  primi  capitoli  di 
questo  libro  erano  già  state  maturate  da  tempo.  Sulle  prime  fu- 
rono quasi  senza  eccezione  bruscamente  respinte;  e solo  grada- 
tamente guadagnarono  amici.  Io  ho  esposto  originariamente 


(1)  Cfr.  anche  ,1.  Classen,  Die  Principiai  der  Mechanik  bei 
Hertz  and  Boltzmann  (“  Jahrh.  d.  Hamburg,  wissensch.  Anstalten, 
XV,  p.  1,  Amburgo,  1898). 
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iu  nove  pagine  in  ottavo  tutti  i caratteri  essenziali  della  mia 
“ Meccanica,  „ in  una  breve  comunicazione,  che  aveva  per  titolo  : 
Sulla  definizione  di  massa.  Sono  le  proposizioni  contenute  nel 
cap.  II,  n.  VII,  § 1 di  quest’opera.  La  comunicazione  fu  re- 
spinta dagli  Annalen  di  Poggendorff,  ed  essa  non  comparve  lino 
al  successivo  anno  (1868)  nel  Bepertorium  di  Carle.  In  una  co- 
municazione, fatta  nel  1871,  io  delineai  il  mio  punto  di  vista 
epistemologico  nelle  scienze  della  natura  in  generale  e con  spe- 
ciale applicazione  alla  fisica.  Il  concetto  di  causa  è qui  sostituito 
dal  concetto  di  funzione;  la  determinante  della  dipendenza  dei 
fenomeni  fra  loro,  la  esposizione  economica  dei  fatti  reali,  è pro- 
clamato come  l’oggetto  ed  i concetti  fisici  come  un  mezzo  ad  un 
fine  soltanto,  lo  presentemente  non  mi  curavo  di  sobbarcare 
qualche  editore  della  responsabilità  per  la  pubblicazione  del  con- 
tenuto di  questa  comunicazione,  e la  stessa  fu  pubblicata  in  un 
opuscolo  separato  nel  1872  (1).  Nel  1874,  quando  Kirchhoff  nella 
sua  “ Meccanica  „ diede  in  luce  la  sua  teoria  di  “ descrizione  „, 
e di  altre  dottrine,  che  erano  analoghe  iu  parte  solo  alle  mie 
vedute,  e tuttavia  suscitarono  1’  “ universale  stupore  „ dei  suoi 
colleglli,  io  mi  rassegnai  al  mio  fato.  Ma  la  grande  autorità  di 
Kirchhoff  si  fece  a poco  a poco  sentire,  e la  consegueuza  di  ciò 
era  anche  senza  dubbio  che  nel  suo  comparire  nel  1886  la  mia 
“Meccanica,,  non  suscitò  tanta  sorpresa.  In  vista  del  grande 
appoggio  dato  da  Kirchhoff,  è del  tutto  per  me  indifferente  che 
il  pubblico  avesse  riguardato  ed  in  parte  faccia  ancora  cosi,  la 
mia  interpretazione  dei  principii  della  fisica  come  una  continua- 
zione ed  elaborazione  delle  vedute  di  Kirchhoff;  mentre  in- 
fatti la  mia  non  era  solo  più  antica  rispetto  alla  data  della  pub- 
blicazione, ma  auche  più  radicale.  L’accordo  col  mio  punto  di 
vista  sembra  nel  suo  complesso  essere  aumentato,  ed  a poco  a 
poco  estendersi  in  più  ampie  proporzioni  della  mia  opera.  Per 
avversione  a tutte  le  polemiche  io  preferisco  di  astenermi  da 


(1)  Erhaltung  der  Arbeit,  Praga,  1872. 
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•ogni  discussione  ed  aspettare  in  silenzio  la  parte  che  per  lo  avve- 
nire è riserbato  alle  idee  sviluppate  in  quest’opera.  Ma  non  posso 
non  rendere  edotto  il  lettore  delle  opposizioni  che  esse  solle- 
vano, e devo  largii  vedere  come  potrà,  mediante  questo  libro, 
orientarsi  fra  esse,  astrazione  fatta  in  oltre  da  ciò  che  la  stima, 
che  si  ha  per  un  contradditore,  richieda  che  si  considerino  lo 
sue  obbiezioni.  Questi  contradditori  sono  molti  e di  ogni  ma- 
niera: storici,  filosofi,  metafisici,  pedagogisti,  matematici  e fisici. 
Io  non  ho  alcuna  pretesa  di  aspirare,  in  modo  rilevante,  a qual- 
cuno di  questi  titoli.  Qui  non  posso  che  presentar  di  nuovo  le 
obbiezioni  più  importanti  e rispondere  ad  esse  coll'intendimento 
di  chi  desidera  vivamente  e sinceramente  di  far  comprendere  lo 
sviluppo  del  pensiero  fisico,  felice  di  potere  ad  un  tempo  venire 
in  aiuto  di  altri  nel  trovare  la  loro  via  e nel  formarsi  un’opi- 
nione personale. 

P.  Yolkmann  nei  suoi  scritti  sulla  critica  della  conoscenza 
nelle  scienze  fisiche  (1)  manifesta  una  tendenza  opposta  alla  mia; 
non  solo  per  le  molte  obbiezioni  di  punti  speciali,  ma  sopratutto 
per  la  sua  fedeltà  agli  antichi  e la  sua  predilezione  per  le  loro 
idee.  Solo  su  questo  ultimo  punto  dissentiamo  realmente,  poiché 
spesso  il  suo  modo  di  vedere  ha  molto  di  comune  col  mio.  Egli 
accetta  1’  “ adattamento  del  pensiero  ,,,  il  u principio  della  eco- 
nomia „ e quello  della  “ comparazione  ,, , quantunque  la  sua  espo- 
sizione differisca  dalla  mia  pei  caratteri  individuali  e vari  per  la 
terminologia.  D'altronde  trovo  che  il  principio  importante  del- 
1’  “ isolamento  e della  u superposizione  „ è chiaramente  messo  in 
evidenza  ed  esattamente  caratterizzato;  anche  io  l’accetto  volon- 
tari. Accetto  anche  volontieri  che  i concetti,  poco  determinati 
in  principio,  devono  subito  subire  un  “ consolidamento  retroat- 
tivo „ mediante  una  u circolazione  della  conoscenza  „ od  una 


(1)  Erkenntnisstheoretische  Grundzuye  der  Nat u nvissenucha fi , 
Lipsia,  1896. — Ueber  Newton’ a Philosophia  naturalis , Konigsberg, 
1898.  — Einfiihrung  in  das  Studili  in  der  theoretischen  Physik , 
Lipsia,  1900.  In  seguito  citeremo  gli  ultimi  scritti. 
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oscillazione,,  dell'attenzione.  D'accordo  in  questo  con  Volkmann 
ho  sempre  riconosciuto  che,  se  le  consideriamo  da  questo  punto 
di  vista,  le  contribuzioni  di  Newton  sono  indubbiamente  le  mi- 
gliori possibili  ai  suoi  tempi.  Ma  non  posso  ammettere  la  sua 
opinione,  quando  con  W.  Thomson  e Tait  trova  che  l'esposizione 
di  Newton  può  servire  ancora  di  modello,  ad  onta  delle  esigenze 
dei  tempi  odierni,  che  sono  sostanzialmente  cambiati  rispetto 
alla  critica  della  conoscenza.  Io  penso  al  contrario  che  il  pro- 
cesso di  consolidazione  condurrà  sempre  ad  un  sistema,  che  non 
differirà  dal  mio.  all’ infuori  che  nei  punti  secondarii.  Io  segno 
con  vero  piacere  le  deduzioni  chiare  e positive  di  (ì.  Heymans  (1); 
ma  il  mio  punto  di  vista  antimetafisico,  sia  esso  o no  legit- 
timo, mi  separa  nettamente  da  lui.  Importanti  divergenze  di  par- 
ticolari mi  mettono  in  contraddizione  con  H5fler(2)  e Poske  (3). 
Sono  al  contrario  perfettamente  d'accordo  con  Petzoldt  (4)  ri- 
spetto ai  principii,  e ciò  che  ci  divide  è costituito  da  questioni 
di  poca  importanza.  Per  riguardo  verso  il  lettore  mi  asterrò  dal 
rispondere  in  particolare  a numerose  considerazioni  di  altri  cri- 
tici, che  si  fondano  sugli  argomenti  di  quelli  che  abbiamo  ora 
citato  o su  ragioni  analoghe.  Basterà  spiegare  la  natura  della 
divergenza,  mettendo  in  evidenza  alcuni  punti  importanti. 

2.  Sembra  che  la  mia  definizione  di  massa  sia  ancora  sempre 
molto  ditlicile  ad  essere  accettata.  Streintz  le  ha  rimproverato 
di  non  essere  fondata  che  sulla  gravitazione  (vedi  oap.  fi,  n.  V, 
§ 3°);  ma  ciò  era  già  espressamente  escluso  nella  mia  prima 
esposizione  (1868).  Ciò  non  impedisce  che  si  riprenda  conti- 
nuamente questa  obbiezione,  come  lo  Im  fatto  ancora  recente- 


li  Die  (ìcsetze  und  Elemente  des  icnsse  nscha  ftlichen  Denkens , 
Lipsia,  1894. 

(2)  Studimi  zar  gegenwartigen  Philosophie  der  matti mnatischen 
Mechanik,  Lipsia,  1900. 

(3)  Vierteljahrsxchr.  /'.  wissensehnftl.  Philosophie,  Lipsia,  1884, 
p.  385. 

(4)  Dos  Gesetz  der  Eindeutigkeit  (“  Vierteljalirsschr.  f.  wlssen- 
scliaftliche  Philosophie,  „ XIX,  pag.  146). 
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mente  Volkxnann  (op.  cit .,  p.  18).  La  mia  definizione  tieu  conto- 
unicamente  del  l'atto  che  i corpi  trovandosi  in  relazioni  reci- 
proche, sia  mediante  le  azioni  a distanza,  sia  mediante  i le- 
gami rigidi  od  elastici,  determinano  l'uno  sull’altro  cambiamenti 
di  velocità  (accelerazioni).  È inutile  di  saperne  di  più  per  po- 
tere stabilire  le  definizioni  con  tutta  sicurezza  senza  timore  di 
fabbricare  sulla  sabbia.  Hiìfler  erra  quando  dice  (op  cit.,  p.  77) 
che  la  mia  definizione  ammette  tacitamente  che  una  sola  e stessa 
forza  agisce  sulle  due  masse:  al  contrario  essa  non  presuppone 
in  nulla  la  nozione  di  forza  che  non  è formulata,  che  dietro  il 
concetto  di  massa,  e che  allora  ci  dà  subito,  sfuggendo  a tutti 
i circoli  viziosi  di  Newton,  il  principio  di  eguaglianza  dell'azione 
e della  reazione.  Questa  disposizione  ci  evita  di  appoggiare  sopra 
un  altro  un  sistema  di  concetti,  che  cede  sotto  il  primo:  e preci- 
samente sta  in  questo,  secondo  il  mio  modo  di  vedere,  1 unico 
scopo  legittimo  della  circolazione  e della  oscillazione  di  \ olkmanu. 
Se  le  masse  sono  definite  mediante  le  accelerazioni,  è fa- 
cile di  trarne  concetti  in  apparenza  nuovi , come,  ad  esempio, 
la  capacità  d’azione  o la  capacità  dell’energia  di  moto  (Hiifler, 
op.  cit.,  p.  70).  Se  si  vuole  un  concetto  di  massa,  che  permetta 
di  trattare  i problemi  dinamici,  riterrò  sempre  fermamente  che 
ciò  deve  essere  un  concetto  dinamico.  Sulla  quantità  di  materia 
iu  sè  la  dinamica  non  può  essere  edificata;  tutto  al  più  può 
esserle  arbitrariamente  appropriata.  La  quantità  di  materia  in 
sè  non  è mai  una  massa.,  ma  non  e nemmeno  una  capacità  calori- 
fica, nè  un  calore  di  combustione,  nè  un  valore  nutritivo,  ecc. 
Anche  “la  massa  „ non  è una  rappresentazione  termica,  ma  uni- 
camente dinumica.  Ma  le  diverse  grandezze  fisiche  sono  pro- 
porzionali fra  loro.  Riunendo  due  0 tre  corpi,  aventi  ciascuno 
l’unità  di  massa,  si  forma  un  corpo,  la  cui  massa  ha  il  valore  2 
o il,  e ciò  avviene  mercè  la  definizione  dinamica;  si  verifica  la 
stessa  cosa  per  la  capacità  calorifica,  mercè  la  definizione  ter- 
mica. 11  bisogno  istintivo  di  una  rappresentazione  comune  (se- 
condo l’espressione  di  Hiifler,  op.  cit.,  pag.  72)  non  sarà  conte- 
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stato  da  alcuno;  ciò  per  altro  basta  per  l'uso  ordinario.  Dalla 
proporzionalità  di  queste  grandezze  tìsiche  particolari  possiamo 
precisamente  dedurre  un  primo  concetto  scientifico  di  “ quantità 
di  materia,  „ lungi  di  poter  costruire  su  quest’ultimo  il  concetto 
di  massa.  La  misura  della  massa  mediaute  il  peso  è una  conse- 
guenza naturale  della  mia  definizione,  quando  nella  concezione 
ordinaria  della  massa  si  deve  o semplicemente  supporre  la  mi- 
surabilità della  quantità  di  materia  mediante  una  stessa  unità 
dinamica  (v.  cap.  II,  n.  V,  §§  2 e 6)  ovvero  dimostrare  prece- 
dentemente mediante  una  ricerca  particolare,  che  pesi  eguali  si 
comportano  effettivamente  in  tutte  le  circostanze  come  masse 
eguali;  io  penso  che  sta  di  fatto  che  il  concetto  di  massa  è stato 
qui  per  la  prima  volta  da  Newton  in  poi  sottoposto  ad  un’ana- 
lisi critica  particolareggiata.  Gli  storici,  i matematici  ed  i fisici 
sembra  che  abbiano  considerato  questa  questione  poco  impor- 
tante e di  una  comprensione  quasi  immediata.  Essa  per  lo  con- 
trario è di  un’importanza  fondamentale  e merita  l’attenzione  dei 
miei  avversari. 

•1.  Molte  obbiezioni  sono  state  fatte  nlla  mia  esposizione  della 
legge  d'inerzia.  D’accordo  in  questo  punto  con  Poske  (1884)  io 
credo  di  aver  dimostrato  (1868)  che  è inammissibile  di  voler  far 
discendere  questa  legge  da  un  principio  più  generale,  come  per 
esempio  quello  di  causalità,  e questo  modo  di  vedere  presente- 
mente va  acquistando  terreno  (confr.  Heymans,  op.  cit.,  p.  432). 
E chiaro  che  non  si  può  ritenere  per  evidente  a priori  un  prin- 
cipio, la  cui  validità  non  è generalmente  riconosciuta,  che  da  sì 
poco  tempo.  Heymans  (op.  cit.,  pag.  427)  osserva  anche  con  ra- 
gione, che  era  alla  proposizione  contraria  che  si  attribuiva  una 
certezza  assiomatica  da  un  certo  numero  di  anni.  Per  lui  la  legge 
d'inerzia  non  sorpassa  l’empirismo  che  in  ciò.  che  la  si  riferisce 
ad  uno  spazio  assoluto,  e che  come  la  sua  opposta  forma  antica 
essa  implica  l’ ipotesi  di  una  costante  nella  condizione  di  un  corpo 
abbandonato  a sè  stesso  (op.  cit.,  pag.  433).  Abbiamo  discusso 
partitamente  il  primo  punto;  in  quanto  al  secondo  è psicologi- 
camente assai  intelligibile  senza  l’aiuto  della  metafisica;  ricer- 
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chinino  le  permanenze  precisamente  perchè  esse  sole  ci  offrono 
un  aiuto  intellettuale  e pratico.  Ma,  allorché  la  si  esamina  im- 
parzialmente, questa  certezza  assiomatica  si  presenta  sotto  una 
luce  singolare.  Inutilmente  si  vorrebbe,  con  Aristotile,  far  cre- 
dere ad  una  persona  senza  istruzione,  che  una  pietra  lanciata 
deve  subito  rimanere  per  sè  stessa  immobile,  poiché  non  con- 
tinua nel  suo  moto,  che  mediante  la  pressione  dell'uria  rimasta 
indietro.  Ma  non  si  presterà  più  fede  al  moto  uniforme  indefi- 
nito di  Galileo.  Al  contrario  la  concezione  di  Benedetti,  che  am- 
mette un  “ vis  impressa  „ (die  va  a poco  a poco  diminuendo,  la 
quale  appartiene  anche  all’epoca  del  pensiero  indipendente  e 
della  emancipazione  dei  pregiudizi  antichi,  sarà  accettata  senza 
contestazione  anche  da  un  ignorante.  Quest’ultima  concezione  è 
invero  un’immagine  diretta  del  fatto  ; mentre  le  altre  due,  idea- 
lizzando l'esperienza  in  direzioni  opposte,  sono  prodotti  del 
pensiero,  del  ragionamento  tecnico  professionale.  D'altronde  le 
altre  due  non  producono  l’ illusione  di  sicurezza  assiomatica,  che 
presso  uomini  istruiti,  di  cui  l’intiero  sistema  abituale  di  pensieri 
sarebbe  messo  a soqquadro  dalla  distruzione,  di  questi  elementi. 
Queste  osservazioni  mi  sembrano  spiegare  psicologicamente  in 
maniera  soddisfacente  il  modo  di  comportarsi  degli  investiga- 
tori davanti  alla  legge  d’inerzia,  e mi  sembra  che  io  possa  lasciar 
banda  la  questione  eli  sapere  se  bisogna  dare  a questa  il 
nome  d’assioma,  di  postulato  o di  proposizione.  Heyiuans,  Poske 
e Petzoldt  sono  d’accordo  nel  trovare  in  questa  legge  un  lato 
empirico,  ed  un  lato  per  cui  essa  supera  l'empirico.  Secondo 
Heymaus  (op.  cit.,  pag.  438)  l’esperienza  offre  solo  l’occasione 
d’ impiegare  una  legge  valida  a priori.  Poske  crede  che  l’origine 
sperimentale  non  escluda  la  validità  a priori  l op . cit.,  pp.  401- 
402).  Petzoldt  pure  (op.  cit.,  pag.  188)  deduce  una  parte  della 
legge  d’inerzia  dall'esperienza,  ma  per  l'altra  parte  egli  la  con- 
sidera come  data  dal  principio  della  determinazione  univoca.  Io  non 
credo  di  trovarmi  in  contraddizione  con  Petzoldt,  formulando  le 
cose  come  segue:  l'esperienza  deve  innanzi  tutto  insegnarci  quale 
è la  dipendenza  reciproca  che  esiste  fra  i fenomeni,  e qual'  è la 
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circostanza  determinante;  e non  è che  l’esperienza  che  può  illu- 
minarci su  questi  punti.  Se  noi  siamo  convinti,  che  siamo  stati 
sufficientemente  istruiti  a questo  riguardo,  allora  consideriamo, 
poiché  i dati  sono  sufficienti,  che  è inutile  ricorrere  a nuove 
esperienze:  il  fenomeno  per  noi  è determinato,  e veramente 
{poiché  è solo  in  ciò  che  consiste  in  generale  la  determinazione) 
determinato  in  un  modo  unico.  Cosi  quando  avrò  dimostrato  che 
i corpi  determinarono  gli  uni  sugli  altri  delle  accelerazioni,  io 
mi  riprometterò  una  certezza  esatta  ogni  volta,  che  tali  corpi 
determinanti  verran  meno  al  moto  uniforme  in  linea  retta.  In 
questo  modo  si  ottiene  la  legge  d' inerzia  in  tutta  la  sua  gene- 
ralità senza  che  occorra  darne  un  enunciato  speciale  (ciò  che  fa 
Petzoldt),  poiché  ogni  deviazione  dalla  uniformità  e dalla  linea 
retta  presuppone  un'accelerazione.  Io  credo  di  aver  ragione  nel 
ritenere  che  nel  teorema  delle  forze  determinanti  delle  accelera- 
zioni e nella  legge  d'inerzia  lo  stesso  fatto  sia  espresso  due  volle 
(v.  eap.  II,  n.  I,  § I L).  Ciò  ammesso,  la  questione  di  sapere  se 
l'uso  della  legge  d’inerzia  contenga  o no  una  petizione  di  prin- 
cipio (Poske  e flutter)  cade  da  sé  stessa. 

Un  luogo  del  terzo  dialogo  di  Galileo,  che  io  ho  integral- 
mente citato  nella  mia  Memoria:  Ueber  die  Erhaltunt)  der  Ar- 
lieit  (La  conservazione  dell'energia)  secondo  l'edizione  di  Padova 
1744,  tomo  III,  pag.  124  (1)  m’ha  permesso  di  comprendere  in 


(1)  “ Constat  jam  quod  mobile  ex  quiete  in  A desceudens  per 
AB,  gradua  acquirit  velocitati»  juxta  temporis  ipsius  incremen- 
turn;  graduili  vero  in  B esse  maximum  aequisitorum,  et  suapte  na- 
tura immutabiliter  impressum,  sublatis  scilicet  causis  acceleratiouis 
novae,  aut  retardationis;  aocelerationis  inqunm,  si  adhue  super  ex- 
tenso  plano  ulterius  progrederetur;  retardationis  vero,  dum  super 
planum  acclive  B 0 iìt  rettexio ; in  horizontali  autem  GII  aequabilis 
motus  juxta  graduili  velocitati»  ex  A in  B acquisitae  in  innnitum 
extenderetur 
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qual  modo  (ialileo  fosse  senza  dubbio  giunto  alla  chiarezza  nella 
sua  comprensione  della  legge  d’ inerzia. 

Immaginando  un  corpo  che  discende  lungo  un  piano  incli- 
nato, e condotto  su  altri  piani  diversamente  inclinati  ascendente 
perfettamente  levigati,  si  deve  osservare  subito  il  ritardo  minore 
sui  piani  meno  inclinati,  e un  ritardo  nullo  cioè  un  moto  uni- 
forme indefinito  sul  piano  orizzontale.  Wohlwill  per  il  primo  si  è 
opposto  a questo  modo  di  vedere  (eap.  II,  n.  I,  § 8),  ed  altri 
l’hanno  seguito.  Wohlwill  osserva,  insistendovi,  che  Galileo  attri- 
buiva ancora  un  significato  speciale  al  moto  circolare  uniforme 
e al  moto  orizzontale,  e che  affezionatissimo  alle  rappresentazioni 
antiche,  se  ne  emancipò  solo  a gran  fatica.  Certamente  per  uno 
storico,  tutte  le  fasi  dello  sviluppo  dei  suoi  grandi  investigatori 
sono  interessanti,  ma  una  di  esse  può  offuscarsi  dirimpetto  alle 
altre.  Bisognerebbe  essere  un  cattivissimo  psicologo,  e non  co- 
noscere neppur  se  stesso,  per  non  sapere  quanto  sia  difficile  libe- 
rarsi dnlle  opinioni  ricevute,  e come,  dopo  che  uno  se  ne  sia 
liberato,  i resti  delle  concezioni  antiche  galleggino  ancora  nella 
coscienza,  e causino  delle  ricadute,  in  casi  particolari.  Non  dev’es- 
sere avvenuto  diversamente  per  Galileo.  Ma  il  punto,  che  desta 
maggiore  interesse  per  il  fisico,  è precisamente  il  primo  lampo 
di  una  nuova  concezione , ed  è questo  che  egli  ricerca.  Preci- 
samente è questo  primo  lampo  che  io  ho  cercato  e credo  di  averlo 
trovato  ed  opino  che  esso  abbia  lasciato  la  sua  traccia  nel  luogo 
citato  più  sopra.  Poske  (op.  cit.,  pag.  393)  e Hòfler  (op.  cit.r 
pagg.  Ili,  112)  credono  di  non  poter  sottoscrivere  ni  l' interpre- 
tazione che  io  ne  do,  poiché  Galileo  non  si  riferisce  espressa- 


(É  già  certo  che  il  mobile  scendendo  dui  riposo  in  A per  AB 
acquista  un  grado  di  velocità,  che  aumenta  secondo  il  tempo  ; il 
grado  conseguito  in  B essendo  massimo,  e per  sua  natura  invaria- 
bilmente impresso,  se  le  cause  di  accelerazione  o di  ritardo  sono  sop- 
presse; di  accelerazione  se  il  mobile  continua  sul  piano  prolungato; 
di  ritardo  se  si  fa  una  riflessione  sul  piano  BC  inclinato  verso  l'asta: 
ma,  sul  piano  orizzontale  GH  il  moto  uniforme  si  estende  all’ infi- 
nito secondo  il  grado  di  velocità  conseguito  in  A e B). 
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mente  al  caso  limite  del  passaggio  dal  piano  inclinato  al  piano 
orizzontale.  Tuttavia  Poske  riconosceva  che  Galileo  usa  spesso 
il  caso  limite  (passaggio  al  limite),  e Hiitìer  (op.  cif.,  pag.  113) 
ammette  di  aver  dimostrato  nella  pratica  dell’  insegnamento  l’ef- 
iicacia  didattica  di  questa  spiegazione.  Sarebbe  assai  sorpren- 
dente che  Galileo,  il  quale  può  essere  considerato  come  l’inven- 
tore di  questo  principio  di  continuità,  non  abbia  applicato  questo 
principio  nella  sua  lunga  carriera  intellettuale  a questo  problema, 
che  era  per  lui  il  più  importante.  È conveniente  osservare  an- 
cora che  il  passo  citato  non  fa  parte  del  dialogo  in  italiano 
ampiamente  sviluppato,  ma  che  egli  espone  brevemente  un  ri- 
sultato in  una  forma  dogmatica  latina.  Si  può,  dunque,  anche 
congetturare  che  “ la  velocità  immutabilmente  impressa  „ possa 
essere  stata  introdotta  nello  stesso  modo  (1). 


(1)  Vedi  Dialogo  sopra  i due  massimi  sistemi  del  mondo.  - Gior- 
nata seconda. 

Sagr.  Ma  quando  l’artiglieria  si  piantasse  non  a perpendicolo, 
ma  inclinata  verso  qualche  parte,  qual  dovrebbe  essere  il  moto  della 
palla?  Andrebbe  ella  forse,  come  nell’altro  tiro,  per  la  linea  perpen- 
dicolare, e ritardando  anche  poi  per  l’istessa? 

Simpl.  Questo  non  farebbe  essa,  ma  uscita  dal  pezzo  seguiterebbe 
il  suo  moto  per  la  linea  retta,  che  continua  la  dirittura  della  canna, 
se  non  in  quanto  il  proprio  peso  la  farebbe  declinar  da  tal  dirittura 
verso  terra. 

Sagr.  Talché  la  dirittura  della  canna  è la  regolatrice  del  moto 
della  palla  : nè  fuori  di  tal  linea  si  muove  o muoverebbe,  se  il  peso 
proprio  non  la  facesse  declinare  in  giù... 

Vedi  “ Discorsi  e dimostrazioni  matematiche.  Dialogo  terzo  „. 

Attendere  insuper  licet,  quod  velocitatis  gradus,  quiounque  in 
mobili  reperietur  est  in  ilio  suapte  natura  indelebiliter  impressile, 
dum  externae  causae  accelerationis  aut  retardationis  tollantur,  quod 
in  solo  horizontali  plano  contingit;  nam  in  planis  declivibus  adest 
jam  causa  accelerationis  majoris,  in  acclivibus  vero  retardationis. 
Ex  quo  pariter  sequitur,  motum  in  horizontali  esse  quoque  aeter- 
num;  si  enim  est  aequabilis,  non  debiliatur  aut  remittitur  et  multo 
minus  tollitur. 

Traduz.  (Bisogna  osservare  inoltre  che  il  grado  di  velocità,  con- 
seguito da  un  mobile,  gli  è per  sua  natura  immutabilmente  impresso, 
purché  le  cause  esterne  di  accelerazione  o di  ritardo  siano  soppresse; 
ciò  che  si  verifica  nel  solo  piano  orizzontale;  poiché  nei  piani  di 
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L’insegnamento  della  fisica,  che  io  ho  subito,  era  proba- 
bilmente in  complesso  altrettanto  cattivo  e dogmatico  che  quello, 
di  cui  si  sono  dovuti  accontentare  i più  vecchi  de’  miei  colleghi 
e de’  miei  contradditori.  L’ inerzia  era  esposta  come  un  dognut 
adeguato  al  sistema.  Potevo  invero  dirmi  che  si  arrivava  a questa 
legge  trascurando  gl’ impedimenti  del  moto,  cioè  che  si  poteva 
scoprirla  per  astrazione,  secondo  l’espressione  di  Appelt.  Essa 
non  rimaneva  meno  isolata  separatamente,  visibile  solo  per  un 
genio  sovrumano.  E dove  era  la  garanzia  che  la  diminuzione 
della  velocità  cessava  nello  stesso  tempo  in  cui  tutti  gl’  impedi- 
menti scomparivano?  Poske  (op.  cit.,  pag.  396),  impiegando  un 
termine,  di  cui  mi  sono  spesso  servito,  è d’avviso  che  Galileo  ha 
“ intuita  „ la  legge  d’inerzia.  In  che  cosa  consiste  questa  azione 
di  intuire?  Guardando  qua  e là  si  vede  subito  una  cosa  cercata 
od  inattesa,  che  richiama  l’attenzione.  Ora  io  ho  anche  dimostrato 
come  si  produce  questo  intuire  e in  che  cosa  consista!  Galileo 
paragonava  diversi  moti  uniformemente  ritardati  e distinse  ad 
un  tratto  fra  essi  un  moto  che  era  uniforme , senza  fine  e di  un 
carattere  così  particolare,  che  lo  si  sarebbe  creduto  di  una  specie 
del  tutto  diversa,  se  io  si  fosse  osservato  producentesi  solo.  Ma 
un  piccolissimo  cambiamento  d’inclinazione  lo  camhiava  in  un 
moto  uniformemente  ritardato  e finito,  come  noi  spesso  ne  ve- 
diamo. Ed  ora  non  esisteva  più  alcuna  difficoltà  nel  ricono- 
scere 1 identità  di  tutti  gl' impedimenti  del  moto  col  ritardo, 
dovuto  alla  gravità,  e così  veniva  acquistata  la  concezione  astratta 
di  un  moto  non  influenzato,  indefinito  ed  uniforme.  Quando  io 
lessi  per  la  prima  volta,  allorché  ero  ancora  giovane,  questo  luogo 
delle  opere  di  Galileo,  una  luce  ben  diversa  da  quella  dell' in- 
segnamento dogmatico  fece  vedere  ai  miei  occhi  la  necessità 


scendenti  esiste  giù  una  causa  di  accelerazione  maggiore,  e nei  piani 
ascendenti  al  contrario  esiste  una  causa  di  ritardo  ; quindi  ne  segue 
egualmente  che  il  moto  nel  piano  orizzontale  è anche  eterno;  se, 
infatti,  esso  è uniforme,  non  è diminuito  nè  attenuato  e molto  meno 
annullato). 
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della  presenza  di  questo  elemento  astratto  nella  nostra  dinamica. 
Io  credo  che  tutti  quelli  che  leggeranno  questo  luogo,  facilmente 
vedranno  questa  luce.  Non  posso  dubitare  che  Galileo  non  l’abbia 
veduta  prima  di  tutti  gli  altri. 

4.  Ora  rimangono  da  discutersi  alcuni  punti  importanti.  In 
opposizione  a C.  Neumann,  la  cui  Memoria  ben  nota  (1)  su  questo 
argomento  ha  alquanto  preceduto  la  mia  (2),  ho  obbiettato  che 
la  velocità  e la  direzione,  che  intervengono  nella  legge  d’inerzia, 
non  hanno  alcun  significato  comprensibile,  quando  la  legge  si 
riferisce  allo  spazio  assoluto.  Infatti  non  possiamo  determinare 
direzioni  che  in  uno  spnzio,  i cui  punti  siano  direttamente  od  in- 
direttamente caratterizzati  dai  corpi  dati.  Lo  scritto  di  Neumann 
e il  mio  hanno  avuto  per  effetto  di  richiamare  di  nuovo  l'atten- 
zione su  questo  punto  che  aveva  già  presentato  a Newton  e ad 
Eulero  grandi  difficoltà  intellettuali;  non  si  può  dire  che  siano 
state  date  più  che  delle  mezze  soluzioni,  come,  per  esempio, 
quella  di  Streintz.  Sino  ad  ora  io  sono  il  solo  che  riferisca,  in 
tutta  la  sua  semplicità,  la  legge  d’inerzia  alla  Terra,  e per  moti 
di  maggiore  estensione  nello  spazio  e nel  tempo  al  cielo  delle 
stelle  fìsse.  La  speranza  di  essere  d’accordo  con  la  maggior  parte 
dei  miei  contradditori  è assai  poca,  considerate  le  profonde  di- 
vergenze nei  punti  di  vista.  Tuttavia  risponderò  alle  obbiezioni 
in  (pianto,  in  generale,  io  abbia  potuto  comprenderle. 

Ilofller  (o/i.  rii .,  pagg.  120- 1H4) è d’avviso  che  si  neghi  il  moto 
assoluto  per  la  ragione  che  si  crede  di  non  poterlo  rappresentare. 
Ma  un  l'atto  di  una  “ a nto-osscrvazìone  più  sottile  .,  sarebbe  che 
esistono  rappresentazioni  del  moto  assoluto.  La  rappresentabilità 
e la  riconoscibilità  del  moto  assoluto  non  devono  confondersi; 
solo  la  seconda  manca...,,.  Ma  l’investigatore  della  natura  non 
s’occupa  precisamente  che  della  riconoscibilità.  Ciò  che  non  è 
riconoscibile,  ciò  che  non  ha  carattere,  sensibile,  non  ha  signifì- 


•1)  Die  Principien  der  Galilei- Newton' schcn  Theorie.  Lipsia. 
1870. 

(2)  Erhaltung  der  Arbeit.  Praga,  1872. 
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cato  nella  scienza.  Del  resto  non  mi  viene  in  mente  di  segnare 
dei  limiti  all’immaginazione  d’un  uomo.  Ho  bene  un  lieve  so- 
spetto che  chi  si  rappresenta  un  moto  “ assoluto  „ pensi  ordi- 
nariamente a un  immagine  (esistente  nella  memoria)  di  un  moto 
relativo  veduto  internamente.  È precisamente  per  ciò  che  queste 
rappresentazioni  non  dimostrano  nulla.  Io  lo  ritengo  ancora  assai 
più  fermamente  che  Hòtìer.  Esistono  ancora  illusioni  sensibili  di 
uno  spazio  assoluto,  che  possono  sempre  essere  riprodotte  nella 
rappresentazione.  Chi  ha  ripetuto  le  mie  ricerche  sulle  sensa- 
zioni del  moto,  ha  potuto  constatare  il  potere  che  hanno  le  illu- 
sioni di  questa  specie  sui  sensi.  S’immagina  che  con  tutto  ciò 
che  ci  circonda,  che  rimane  in  riposo  davanti  al  nostro  proprio 
corpo,  si  trasporti  o ruoti  in  uno  spazio,  che  non  è caratterizzato 
da  nulla  di  sensibile.  Ma  non  si  può  misurare  mediante  alcune 
unità  di  misura  lo  spazio  dell’  illusione.  Non  si  può  dimostrarlo 
ad  un  altro,  nè  servirsene  per  la  descrizione  metrica  astratta  dei 
fatti  meccanici.  Non  avvi  nulla  di  comune  con  lo  spazio  geome- 
trico in  generale  (1).  Finalmente  all'argomento  tinaie  di  HòHer 
(op.  nf .,  pag.  133),  che  è questo:  “ nel  moto  relativo,  tutt’al  più 
l’uno  dei  due  corpi,  che  si  muovono  l’uno  rispetto  all'altro,  deve 
avere  anche  un  moto  assoluto  „,  non  posso  rispondere  che  una 
cosa:  cioè,  che  questo  argomento  è senza  alcun  valore  per  chi 
considera  il  moto  assoluto  come  privo  di  ogni  significato  tisico. 
Non  mi  occuperò  più  ulteriormente  di  questioni  filosofiche.  Sa- 
rebbe inutile,  rispetto  all’accordo  delle  parti  essenziali,  di  discu- 
tere i punti  di  carattere  particolare,  accennati  da  HòHer  top.  cit., 
pagg.  124,  126). 

Hevmans  (op.  cit.,  pagg.  412-448)  è d’avviso  che  una  mec- 


(1)  Si  crederà  forse  che  io  voglia  terminare  scherzando  questa 
discussione  seria  : ma  involontariamente  mi  ricorda  sempre,  a pro- 
posito di  questo  soggetto,  questa  questione,  che  cioè  uomo  assai  pia- 
cevole e alquanto  paradossale  discuteva  un  giorno  con  la  maggior 
serenità  del  mondo:  cioè  se  una  canna  che  si  vedeva  in  sogno 
avesse  la  stessa  lunghezza  di  una  reale.  Si  dovrebbe  introdurre  la 
canna  dei  sogni  come  misura  normale  nella  meccanica? 
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■panica  induttiva-empiriea  si  sarebbe  potuta  formare,  ma  che 
di  fatto  si  sarebbe  formata  un'altra  meccanica,  sul  concetto  non 
empirico  del  moto  assoluto.  Il  fatto  che  in  ogni  tempo  (?) 
si  è considerato  la  legge  d’ inerzia  come  valida  nello  “ spazio 
assoluto  „ non  dimostrabile,  invece  che  riferirla  ad  un  sistema 
qualunque  di  coordinate,  dimostrabile,  gli  sembra  costituire  una 
difficoltà  che  la  teoria  empirica  può  a stento  risolvere.  Heymans 
considera  questo  punto  come  un  problema  che  può  essere  risolto 
solo  colla  metafisica.  Non  posso  accettare  questo  modo  di  vedere. 
Heymans  ammette  che,  nella  esperienza,  di  dato  non  avvi  che  i 
moti  relativi.  Questa  concessione  e quella  della  possibilità  di  una 
meccanica  empirica  mi  soddisfano  pienamente.  Penso  di  potere 
spiegare  il  rimanente  senza  l'aiuto  della  metafisica.  I primi  teo- 
remi dinamici  sono  stati  indubitatamente  stabiliti  sopra  una  base 
empirica.  La  Terra  era  il  corpo  di  riferimento.  Il  passaggio  ad 
altri  sistemi  di  coordinate  si  produsse  intieramente  a grado  a 
grado.  Huygens  vide  che  egli  poteva,  colla  stessa  facilità,  rife- 
rire i corpi,  che  si  urtavano  alla  barca  su  cui  questi  si  trova- 
vano, o,  alla  Terra.  Lo  sviluppo  della  astronomia  precedè  note- 
volmente quella  della  meccanica.  Inoltre,  allorché  si  osservarono 
moti  che,  riferiti  alla  Terra,  non  erano  in  armonia  colle  leggi 
note  della  meccanica,  si  trovò  inutile  di  abbandonare  ancora 
queste  leggi.  Il  cielo  delle  stelle  lisse  era  già  preparato  per  ri- 
stabilire quest'accordo  con  un  minimo  di  cambiamenti,  nelle  con- 
cezioni, cui  Si  era  abituati.  Si  può  facilmente  immaginare  le  sin- 
golarità e le  difficoltà  che  si  sarebbero  incontrate  di  nuovo,  se 
il  sistema  di  Tolomeo  fosse  ancora  stato  in  voga  all’epoca  di  un 
grande  sviluppo  della  meccanica  e della  fisica  sperimentale. 

Ma  Newton  ha  ovunque  riferito  la  meccanica  allo  spazio  asso- 
luto. Veramente  una  personalità  potente!  Non  occorre  molto 
rispetto  all'autorità  per  soggiacere  ad  essa  in  questo  caso.  Pure 
anch’esso  va  sottoposto  al  critico.  Non  si  concepisce  alcuna  dif- 
ferenza a riferire  le  leggi  del  moto  allo  spazio  assoluto,  o ad  espri- 
merle astrattamente  senza  riferirle  esattamente  ad  un  sistema  di 
riferimento.  L’ultimo  processo  è naturale  ed  anche  interamente 
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pratico,  poiché  il  meccanico,  che  studia  un  problema  determinato 
qualunque,  considera  sempre  un  sistema  di  riferimento  utilizza- 
bile. Per  il  fatto  che  il  primo  procedimento,  ogni  volta  che  po- 
trebbe avere  un’  influenza  seria , è sempre  preso  nel  senso  del 
secondo,  l’errore  di  Newton  ha  prodotto  così  poco  danno,  e si  è 
mantenuto  per  sì  lungo  tempo.  E assai  comprensibile  istericamente 
e psicologicamente,  che  leggi  empiriche  abbiano  potuto  essere 
estese  sino  al  punto  da  perdere  significato;  in  un’epoca,  in  cui 
si  preoccupavano  ben  poco  della  critica  teorica  della  conoscenza. 
Parrebbe  preferibile  di  correggere  gli  errori  e le  inesattezze  dei 
nostri  antenati  scientifici,  siano  essi  delle  piccole  o delle  grandi 
personalità  piuttosto  che  farne  dei  problemi  metafisici. 

Non  voglio  dire  che  ciò  non  sia  mai  avvenuto.  Petzoldt  (op.  cit., 
p.  192  e seg.)  è d’accordo  con  me  nel  respingere  il  moto 
assoluto;  nm  egli  invoca  un  principio  d'Avenarius,  (1)  mediante 
il  quale  egli  crede  d’evitare  tutte  le  difficoltà  nella  considera- 
zione del  moto  relativo.  Io  credo  di  comprendere  il  principio' 
d’Avenarius;  esso  non  mi  è nuovo,  ma  che  tutte  le  difficoltà 
siano  rimosse,  se  ci  riferiamo  al  nostro  corpo,  mi  rimane  incom- 
prensibile. Al  contrario  bisogna  nella  formulazione  d'uua  dipen- 
denza fisica  fare  astrazione  del  suo  proprio  corpo,  fin  tanto  che 
esso  sia  senza  influenza  (2). 

La  ragione  più  seducente  a favore  d’un  moto  assoluto  è stata 
data  da  C.  Neumann  da  oltre  trent’anni  fa  (op.  cit.,  pag.  27). 
Se  immaginiamo  un  corpo  celeste,  auimnto  di  un  moto  di  rota- 
zione intorno  al  suo  asse  e quindi  sottoposto  “a  forze  centrifughe 
e schiacciato,  non  possiamo  cambiar  nulla  in  queste  circostanze, 
supponendo  la  scomparsa  di  tutti  gli  altri  astri  „;  il  corpo  ce- 
leste considerato  continua  a motore  e resta  schiacciato.  Ma  se 
il  moto  è semplicemente  relativo,  il  caso  di  rotazione  non  si  di- 
stingue da  quello  di  riposò.  Tutte  le  parti  di  quest’astro  sono- 
in  riposo  le  une  rispetto  alle  altre,  e lo  schiacciamento  quindi 

(1)  Der  menschliche  Weltbegriff , Lipsia,  1891,  p.  130. 

(2)  Analyse  iter  Empfindungen,  2»  ediz.,  Jena,  1900,  pagg.  11, 
12,  33,  38.  208;  1*  ediz.  pagg.  12,  13  e seg. 
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dovrebbe  scomparire  contemporaneamente  al  resto  dell'universo. 
Ma  a ciò  si  possono  obbiettare  due  cose.  In  primo  luogo  mi 
sembra  elle  non  si  è guadagnato  nulla,  se,  per  evitare  una  con- 
traddizione si  fa  un’  ipotesi,  che  è per  se  stessa  priva  di  senso. 
Inoltre  mi  sembra  che  il  grande  matematico  C.  Neumann  qui 
faccia  un  uso  assai  troppo  libero  del  metodo,  assai  fecondo  cer- 
tamente, dall’esperimento  intellettuale.  Neiresperimento  mentale 
si  possono  modificare  le  circostanze  accessorie  onde  permettere  a 
nuovi  aspetti  d'un  fenomeno  di  staccarsi  dal  complesso  ; ma  non 
si  può  supporre  a priori  che  l’universo  intero  sia  senza  influenza. 
Se  lo  si  esclude,  si  arriva  a delle  contraddizioni,  e quindi  ab- 
biamo una  prova  di  più  in  favore  del  moto  relativo,  il  quale, 
se  anche  solleva  delle  difficoltà,  almeno  non  conduce  a nessuna 
contraddizione. 

Voi  lari  ann  (op.  cit.,  pag.  53)  crede  a un’orientazione  “asso- 
luta „ per  mezzo  dell’etere.  Ho  già  espressa  la  mia  opinione  in 
proposito  (vedi  cap.  II,  n.  VI,  § 5 e 11);  ma  mi  domando: 
come  si  potrebbero  distinguere  le  molecole  di  etere  fra  loro  ? Sino 
a che  non  siasi  trovato  questo  mezzo,  preferiremo  attenerci  al 
cielo  delle  stelle  fisse;  e se  questo  venisse  a mancare,  bisogne- 
rebbe ben  riconoscere  che  la  prima  cosa  da  fare  sarebbe  di 
cercare  un  mezzo  d’orientazione. 

i».  Tutto  considerato  debbo  osservare  che  io  non-  veggo  ciò 
che  potrei  cambiare  nella  mia  esposizione.  I divèrsi  punti  par- 
ticolari hanno  fra  loro  una  dipendenza  necessaria.  Non  si  può 
dare  che  una  definizione  naturale  della  massa,  dopo  aver  rico- 
nosciuto la  proprietà  che  hanno  i corpi  di  determinare  recipro- 
camente gli  uni  sugli  altri  le  accelerazioni,  proprietà  che  è stata 
enunciata  due  volte  da  (ìalileo  e da  Newton,  una  volta  sotto 
forma  generale,  ed  una  volta  sotto  forma  particolare  come  legge 
d inerzia;  e questa  definizione  non  può  essere  che  dinamica. 
Non  posso  considerare  ciò  come  una  questione  di  gusto  (1).  La 

(1)  La  mia  definizione  della  massa  si  adatta  anche  perfettamente 
alla  meccanica  di  Hertz  ed  anche  molto  più  naturalmente  della  sua, 
poiché  essa  contiene  già  il  germe  della  “legge  fondamentale,,. 
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nozione  di  forza  e l’eguaglianza  dell’azione  e della  reazione  ne 
conseguono  immantinente.  Escludere  il  moto  assoluto  equivale 
ad  eliminare  ciò  che  è privo  di  significato  fisico. 

Sarebbe  non  solo  una  veduta  breve  e molto  soggettiva,  ma 
piuttosto  una  veduta  assai  temeraria  che  io  avrei  se  mi  aspet- 
tassi che  le  mie  rappresentazioni  si  adagiassero  senza  difficoltà 
ai  sistemi  di  pensiero  dei  miei  contemporanei.  Certo  la  storia 
della  scienza  fa  vedere  che  le  concezioni-scientifiche  soggettive 
dell’universo,  che  si  formano  gl’  individui,  sono  sempre  corrette 
e generalizzate  dagli  altri.  Nella  concezione  dell'universo,  che 
l’umanità  si  forma,  si  possono  ancora  per  lungo  tempo  riconoscere 
soltanto  i tratti  più  caratteristici  delle  concezioni  anche  degli  uo- 
mini più  illustri.  L’ individuo  non  può  fare  altro  che  delineare 
fortemente  i tratti  della  concezione  che  è sua  propria. 


CAPITOLO  TERZO 


Estensione  (lei  principi  e sviluppo  deduttivo 

della  meccanica 


I.  Scopo  dei  principi  di  Newton. 


I.  I principi  di  Newton  bastano  da  soli,  senza  che  sia  neces- 
sario di  introdurre  nuove  leggi,  per  risolvere  tutti  i problemi 
della  meccanica,  che  si  possono  incontrare  nella  pratica  tanto  in 
dinamica,  quanto  in  statica.  Le  difficoltà  che  s’incontrano  nelle 
loro  soluzioni  sono  di  un  carattere  puramente  matematico  o for- 
male; essi  non  hanno  alcuna  relazione  coi  principi. 

Supponiamo  che  sia  dato  un  numero  qualunque  di  punti  di 
masse  m,  , mt . mì  . . . distribuiti  in  un  modo  qualunque  nello 
spazio  ed  animati  dalle  velocità  iniziali  vt  , i\  ,v3...  Inoltre  sup- 
poniamo che  nelle  direzioni  delle  rette  congiungenti  queste  masse 
fra  loro  si  producano  mutue  accelera- 
zioni, le  quali  sono  funzioni  delle  distanze 
reciproche  dei  punti  e la  cui  dipendenza 
è data  dalla  tisica.  In  un  piccolissimo 
elemento  di  tempo  r la  massa  per- 
corre : 1°  nella  direzione  della  sua  ve- 
locità iniziale  lo  spazio  v & r;  e 2°  secondo 
le  rette  congiungenti  mi  m, , mh  m.,  . . . , 

...  1 1 ’ 
gli  spazi  — <p „ t-  , — <pu  rs . . . , essendo 


m, 

V, 


le  accelerazioni  corrispondenti  delle  masse  in  quelle  direzioni 
Vii  i V5:!»  ■ • • L’ipotesi,  che  questi  moti  si  compiano  indipenden- 
temente gli  uni  dagli  altri,  ci  dà  la  nuova  posizione  alla  line 
del  tempo  r , e la  risultante  delle  velocità  , p2sr . . . è 
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la  nuova  velocità  iniziale  alla  line  dello  stesso  tempo.  Per  con- 
tinuare in  questo  modo  lo  studio  del  moto  basta  considerare 
successivamente  un  nuovo  elemento  di  tempo  rt , tenendo  conto 
delle  nuove  relazioni  spaziali  fra  le  masse.  Nello  stesso  modo 
possiamo  procedere  con  ogni  altra  massa  del  sistema.  Perciò  si 
vede  che  non  può  essere  questione  di  alcuna  difficoltà  di  prin- 
cipio, ma  solamente  di  difficoltà  matematiche,  che  sorgeranno, 
allorché  si  chiederà  la  formulazione  precisa  della  soluzione  esatta 
del  problema,  e non  più  soltanto  l’andamento  del  fenomeno  da 
un  istante  all’  istante  successivo.  Se  le  accelerazioni  impresse  alla 
massa  mu  o a parecchie  altre  si  fanno  equilibrio,  la  massa  m. 
e queste  altre  masse  sono  in  equilibrio,  ed  il  loro  moto  è un 
moto  uniforme,  la  cui  velocità  è la  velocità  iniziale.  Quando 
questa  velocità  iniziale  è nulla,  la  massa  è in  equilibrio  e in 
riposo. 

Allorché  il  volume  occupato  da  una  o più  masse  wi,  , nit .. . 
è troppo  grande,  talché  è impossibile  di  parlare  ancora  di  una 
linea  retta,  che  congiuuge  fra  loro  due  di  esse,  la  difficoltà  del 
principio  non  diviene  maggiore.  Basta  allora  dividere  la  massa 
maggiore  in  un  numero  grandissimo  di  parti  piccolissime  e di 
condurre  le  rette  congiungenti  queste  particelle  due  a due  fra 
loro.  In  questo  caso  bisognerà  inoltre  tener  conto  delle  relazioni 
reciproche  che  esistono  fra  le  parti  di  una  stessa  grande  massa. 
Per  masse  solide  questa  relazione  consiste  in  ciò,  che  le  parti 
si  oppongono  ad  ogni  cambiamento  delle  loro  reciproche  distanze. 
Ogni  cambiamento  di  distanza  dà  origine  ad  un’accelerazione 
proporzionale  a questo  cambiamento,  che  tende  ad  aumentare  la 
distanza,  se  questa  è stata  diminuita,  a diminuirla  se  essa  è stata 
aumentata.  Ciascuno  spostamento  relativo  di  due  di  queste  par- 
ticelle ridestano  così  le  forze  conosciute  col  nome  di  elasticità. 
Quando  si  scontrano  delle  masse,  nel  fenomeno  dell’urto,  le  forze 
di  elasticità  non  incominciano  a manifestarsi  che  quando  ha  luogo 
il  contatto,  ed  allora  si  verifica  un'incipiente  cambiamento  di 
forma. 
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2.  In  una  colonna  pesante  verticale,  che  poggia  sul  suolo, 
isoliamo  col  pensiero  una  particella  qualunque  m nell'interno; 
questa  particella  è in  equilibrio  ed  in  riposo.  La  Terra  le  im- 
prime un’accelerazione  verticale  g diretta  verso  il  basso.  La  par- 
ticella segue  questa  accelerazione  e si  avvicina  alle  parti  infe- 
riori ; allora  le  forze  elastiche  sono  destate  e le  imprimono  un’ac- 
celerazione verticale  verso  l’alto,  che  diviene  eguale  a g,  allorché 
1 avvicinamento  è sufficiente.  L’accelerazione  g,  agendo  egual- 
mente sulle. parti  poste  sopra  m,  le  avvicina  ad  tn,  e di  nuovo 
ne  consegue  un  accelerazione  ed  una  contro-accelerazione,  che 
conferiscono  alle  parti  superiori  il  riposo,  ma  che  avvicinano  m 
di  più  alle  parti  inferiori,  finché  questa  nuova  accelerazione, 
aumentata  di  g , divenga  uguale  all’accelerazione  verso  l’alto, 
dovuta  alle  parti  inferiori.  Si  verifica  la  stessa  cosa  per  ciascuna 
delle  parti  della  colonna  come  per  quella  che  poggia  sul  terreno. 
Si  vede  facilmente  che  le  parti  inferiori  si  avvicinano  e si  com- 
primono reciprocamente  di  più  delle  parti  superiori.  Ciascuna 
parte  della  colonna  è posta  fra  una  parte  meno  compressa  al  di 
sopra  ed  una  parte  più  compressa  al  di  sotto,  e l’accelerazione  q, 
che  essa  ha,  è distrutta  dall  eccesso  di  accelerazione,  che  riceve 
dalla  parte  su  cui  riposa.  Per  comprendere  l’equilibrio  ed  il  ri- 
poso di  una  parte  della  colonna  si  immagina  che  tutti  i moti 
accelerati,  determinati  dalle  azioni  reciproche  della  Terra  e delle 
parti  di  colonna,  si  compiono  simultaneamente.  L’npparente  ste- 
rilità matematica  di  questa  concezione  svanisce,  ed  assume  su- 
bito una  forma  animata,  quando  riflettiamo  che  nessun  corpo  in 
realtà  è compiutamente  in  riposo;  invece  sotto  l’apparenza  del 
riposo  si  nascondono  sempre  piccole  trepidazioni  e perturbazioni, 
prodotte  dai  piccoli  eccessi  ora  dalle  accelerazioni  elastiche,  ora 
dalle  accelerazioni  di  discesa.  Il  caso  di  riposo  non  è dunque 
che  un  caso  particolare  del  moto,  caso  rarissimo  e mai  perfet- 
tamente realizzato.  Questo  fenomeno  delle  trepidazioni,  di  cui 
abbiam  parlato,  è d’altra  parte  ben  noto.  Quindi  nella  conside- 
razione di  un  caso  qualunque  di  equilibrio  trattasi  semplicemente 
di  una  rappresentazione  schematica  mentale  del  fenomeno  mec- 
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«•anice.  Questi  piccoli  fenomeni,  perturbazioni,  spostamenti,  de- 
formazioni e trepidazioni,  non  e’  interessano  maggiormente  ; e 
deliberatamente  trascuriamo  il  loro  studio,  che  appartiene  alla 
teoria  della  elasticità. 

Il  risultato  delle  contribuzioni  di  Newton  perciò  consiste  in 
questo:  che  un’idea  unica  e sempre  la  stessa  conduce  sempre 
allo  scopo  ed  offre  il  mezzo  di  risolvere  e di  rappresentarsi  tutti 
i casi  di  equilibrio  e di  moto.  Tutti  i fenomeni  meccanici  così 
ci  sembrano  come  perfettamente  sintili  e formati  degli  stessi  ele- 


menti. 


3.  Consideriamo  un  altro  esempio.  Due  masse  ni  , m sono- 
poste  ad  una  distanza  a fra  loro  (tig.  145).  Supponiamo  chef  ogni 


spostamento  di  una  di  esse  rispetto  all  altra 
desti  forze  elastiche  proporzionali  al  cam- 
biamento della  distanza.  Si  prenda  a per 
asse  delle  x e siano  a-,  , xs  le  ascisse  delle 
due  masse.  Inoltre  supponiamo  che  una 


0 : B — B 


x, 

Fig.  IH. 


forza  / sia  applicata  al  punto  x,.  e indichiamo  con  j>  la  forza 
che  le  masse  esercitano  l’una  sull’altra,  quando  la  loro  distanza 
varia  dell’unità  di  lunghezza.  Le  equazioni  del  moto  sono: 


(1) 


rf*x 

m . — — = -p  [(«*  — x,)  — a]  -j-  /. 


(2) 


Queste  equazioni  determinano  tutte  le  proprietà  quantitative 
del  fenomeno  meccanico.  Basta  integrarle  per  avere  queste  pro- 
prietà sotto  una  forma  più  comprensibile.  Ordinariamente  si  ese- 
guisce questa  integrazione,  per  derivazione  ed  eliminazione  di 
una  delle  due  funzioni  x,  o xs  ; noi  adopreremo  un  altro  metodo. 
Sottraendo  dalla  (2)  la  (1)  e ponendo  X,  — x,  = M avremo: 

(8)  m.  — = — 2p(u  — a)  + f-, 


- 289  - 


poi  sommando  la  i l)  e (2)  membro  a membro  e ponendo  a-,  -)-ra  = n, 
avremo  : 


(4) 


rf*e 

in  . - /. 

dt‘  ' 


(ìli  integrali  delle  equazioni  (3)  e (4)  sono  rispettivamente: 
n = A sen  |/ t -f-  B eos  \/  — < + ®4- 

V m Km  2 p 


f /* 

— f + ^ + 


d’onde: 


l/IÌ,_®  \/*P  t+-L.H 

I m 2 \ m 2 in  2 


a t D 

4-  C t—  — 4-  — , 

2 4 p ~ 2 ’ 


y t + - COS  l/*£  t -f  — . - 4- 

r m 1 2 | m ‘ 2m  2 T 


a t D 

-(-(7  4-— 4- + — . 

^ ‘ 2 ' 4 y) T 2 


Le  costanti  d’ integrazione  sono  determinate  dalle  condizioni 
iniziali  di  posizione  e di  velocità;  per  fissare  le  idee  supponiamo 
che  la  forza  /incominci  ad  agire  quando  è t = o,  e che  a questo 
istante  si  abbia: 


a-,  = o , a'j  = a 


ili r,  dx<l 
dt  dt 


Allora  abbiamo: 


(5) 


4y> 


0 » f 
— 't  + TT 

m 2 m 


t? 

2 


4 />  ’ 


19 


(6) 


x.t  t=  — COS 

4 p 
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(7) 


*.  — *■  = — 


_L 

2 2> 


cos 


l/2’p.*+«+ 

f m 


-P 


Liquazioni  (5)  e (6)  fanno  vedere  che  ciascuna  delle  due 
masse  è animata  da  due  movimenti;  il  primo  di  essi  è unifor- 
memente accelerato;  la  sua  accelerazione  è la  metà  di  quella, 
che  la  forza  f produrrebbe,  se  agisse  sopra  una  sola  delle  due 
masse;  il  secondo  è un  moto  oscillatorio  simmetrico  rispetto  al 
centro  di  gravità.  La  durata  e l’ampiezza  di  questa  oscillazione 
sono  rispettivamente: 


e 


Quindi  esse  sono  altrettanto  minori,  quanto  è maggiore  la  forza 
risvegliata  dallo  spostamento,  cioè  (se  per  esempio  le  masse  appar- 
tengono ad  un  solido)  tanto  minori,  quanto  è più  duro  il  corpo. 
L’equazione  (7)  dà  i cambiamenti  periodici  della  distanza  di  due 
masse.  Quindi  il  moto  di  un  corpo  elastico  è un  movimento  ver- 
micolare. Per  i corpi  duri  il  numero  delle  oscillazioni  è cosi 
grande  e le  loro  ampiezze  cosi  piccole,  che  esse  rimangono  im- 
percettibili e si  possono  trascurare.  Il  moto  oscillatorio  svanirà 
a poco  a poco,  se  il  mezzo  presenta  una  certa  resistenza;  nè  si 
produrrà  se  al  momento,  in  cui  la  forza  f incomincia  ad  agire,  le 

due  masse  hanno  velocità  eguali  e sono  ad  una  distanza  a -1-  — . 

2p 

che  è precisauieute  la  distanza  delle  due  masse  nell’ istante  nel 
quale  cessa  l’oscillazione,  eguale  alla  distanza  a della  posizione 

di  equilibrio  aumentata  di  . Onde  si  vede  che  f dà  origine 

2p 

ad  una  tensione  //,  per  cui  l’accelerazione  della  massa  che  pre- 
cede si  riduce  a metà,  mentre  quella  della  massa  che  segue 
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aumenta  precisamente  di  questo  valore.  Allora  in  accordo  colla 
ipotesi  abbiamo: 


P V f 


o 


m 2 m 


Quindi  i principi  di  Newton  sono  sufficienti  per  analizzare 
Dei  suoi  minuti  particolari  ogni  moto  di  questa  specie.  Quando 
si  immagina  un  corpo  diviso  in  un  gran  numero  di  parti,  tenute 
unite  fra  loro  mediante  legami  elastici,  la  ricerca  si  può  com- 
plicare maggiormente  dal  punto  di  vista  matematico,  ma  non 
dal  punto  di  vista  dei  principii.  Una  sufficiente  durezza  dei  corpi 
ci  può  far  ignorare  l’esistenza  di  queste  oscillazioni.  Si  dà  il 
nome  di  corpi  solidi  (o  rigidi)  a quei  corpi  pei  quali  si  può, 
a priori , fare  astrazione  degli  spostamenti  reciproci  delle  parti. 

4.  Ora  considereremo  un  caso  che  rappresenta  lo  schema  di 
una  leva.  Immaginiamo  le  masse  M,  mt , m„  poste  nei  vertici  di 
un  triangolo  e congiunte  fra  loro  mediante  legami  elastici.  Ogni 
cambiamento  dei  lati,  e quindi  anche  degli  angoli,  da  origine 
ad  accelerazioni,  le  quali  tendonq  a ridare  al  triangolo  la  sua 
forma  e la  sua  grandezza  primitive.  Inoltre  si  suppone  che  la 
massa  M.  sia  grandissima,  o,  ciò  che  è lo  stesso,  che  essa  sia 
legata  per  mezzo  di  potenti  forze  elastiche  a masse  grandissime 
(come  la  Terra,  per  esempio).  Il  punto  M (fig.  146)  si  può  allora 
considerare  come  un  centro  immobile  di  rotazione.  I principi 
di  Newton  permettono  di  dedurre  da  questo  schema  le  leggi 
della  leva.  Se  si  passasse  da  questa  leva  schematica,  formata  di 
tre  masse,  alla  leva  reale , questa  deduzione  si  complicherebbe 
immensamente,  ma  la  sua  forma  rimarrebbe  pertanto  valida. 

Ora  abbiasi  la  massa  «i, , la  . 


quale  riceva  da  una  forza  esterna 

|V 

un’accelerazione  f perpendicolare 

• c' 

alla  retta  congiunsrente  5fm,= 

C 

\a 

= c -j-  d . Immediatamente  i lati  0-  c 

rnl  m„  =i  e m,  M = a si  allun- 
gano, e si  producono  secondo  le  loro  direzioni  le  accelerazioni  s 


2^2  


e n aurora  incognite.  Sia  e l’altezza  del  triangolo:  le  componenti 
di  queste  accelerazioni,  nella  direzione  contraria  ad  / sono  * 

b 

C r . 

e 0 ■ ~ • *'a  massa  mi  riceve  un  accelerazione  s'  che  si  può 


scomporre  in  s’  .—  diretta  verso  M ed  in  s' .—  parallela  ad  f. 

b b ' * 


La  prima  di  queste  componenti  determina  un  piccolo  avvicina- 
mento di  m2  verso  M.  Trascuriamo  le  accelerazioni  comunicate 
ad  M dalle  reazioni  di  mì  ed  mt,  poiché  sono  in  ragione  in- 
versa della  grandissima  massa  AI. 

Onde  la  massa  >»l  riceve  l’accelerazione  / — s — — o— e 

b a 

la  massa  ut?  l’accelerazione  parallela  *'  — . Ora  fra  s e o esiste 

l> 

una  relazione  assai  semplice;  infatti  se  i legami  sono  assai  ri - 
Unii,  allora  la  deformazione  del  triangolo  è impercettibile;  le 
componenti  di  x e di  a perpendicolari  ad  / si  distruggono;  poiché 
se  supponiamo  per  un  momento  che  ciò  non  si  verifichi,  si  vedrà 
che  la  maggiore  di  queste  due  componenti  produrrà  subito  una 
ulteriore  deformazione,  che  avrà  per  effetto  di  distruggere  l’ec- 
cesso di  questa  componente  maggiore  sull’altra.  Dunque  la  ri- 
sultante di  «edsè  direttamente  opposta  ad  /,  e quindi  si  può 
c fi 

scrivere  o . — = « . — . Inoltre  fra  s ed  s'  esiste  la  relazione 
comune  ovvero  * = «'  — . Le  accelerazioni  rice- 


vute da  tu s ed  /»,  sono  perciò  rispettivamente:  s’  — ed 

l> 

“ ***,  C-\-  fi 


; o rappresentando  con  fp  la  prima,  la  se- 


ni* c -{-ri 


conda  avrà  per  valore/ — fp  . — - 

in, 


m.  c 


Allorché  incomincia  la  deformazione,  l’accelerazione  di  m, 
diminuisce,  poiché  <p  cresce,  mentre  quella  di  in*  amnenta.  Ora 
supponiamo  che  l’altezza  del  triangolo  sia  piccolissima:  ancora 
rimane  applicabile  il  nostro  ragionamento;  ma  in  questo  caso  si 
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può  porre  : a = c = r,  ed  u-\-b  = c-\-d  — rt.  La  deformazione 
continuerà,  aumentando  i’ accelerazione  <p  e diminuendo  quella 
del  punto  m{ , finché  le  accelerazioni  dei  punti  ml  ed  siano 
uel  rapporto  rt  : rt . innesto  rapporto  corrisponde  ad  una  rota- 
zione dell’intiero  triangolo  intorno  ad  M senza  ulteriore  defor- 
mazione, essendo  del  resto  la  massa  M in  riposo  in  causa  della 
sua  accelerazione  che  va  annullandosi.  Tosto  che  è principiata 
la  rotazione,  ogni  ragione  di  cambiamento  ulteriore  di  <f>  scom- 
pare; si  ha  dunque: 


d’onde: 


r,  m,  f 


e quindi  per  l’accelerazione  angolare  y>  della  leva  abbiamo: 


V = 


in,  r,"  4-  ni.,  r* 


r 


Se  vogliamo  confinare  il  fenomeno  fra  limiti  più  ristretti,  si 
terrà  conto  degli  spostamenti  e delle  oscillazioni  reciproche  delle 
parti,  che  si  possono  trascurare  nel  caso  di  legami  sufficiente- 
mente rigidi. 

L’uso  dei  principi  di  Newton  perciò  ci  porta  allo  stesso  ri- 
sultato di  quello  cui  si  sarebbe  giunti  per  mezzo  dei  metodi  di 
Huygeus  ; e ciò  è ben  naturale,  poiché  queste  due  concezioni 
distinte  derivano  da  differenti  aspetti  di  una  stessa  cosa  e sono 
perfettamente  equivalenti.  Il  metodo  di  Huygens  mena  più  spe- 
ditamente allo  scopo,  ma  dà  una  conoscenza  meno  chiara  dei 
particolari  del  fenomeno.  Per  risolvere  questo  problema  con  questo 
metodo  basta  esprimere  le  forze  vive  di  m,  ed  mt  mediante  il 
lavoro  eseguito  in  uno  spostamento  qualunque  di  m, , suppo- 
nendo del  resto  che  le  velocità  i>,  e i>,  siano  nel  rapporto  i\  : rt. 
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Questo  esempio  è assai  acconcio  per  mettere  in  evidenza  il 
significato  di  un'equazione  di  condizione  come  la  seguente: 
tj,  rt 

~ = — • Questa  equazione  dice  semplicemente  che  tostochè  il 


v r 

rapporto  — si  allontana  alquanto  da  — , sono  effettivamente 

vi  rt 

messe  in  azione  forze  considerevoli,  che  si  oppongono  ad  ogni 
ulteriore  deviazione.  Naturalmente  i corpi  obbediscono  alle  forze 
e non  alle  equazioni. 

».  Nell’esempio  precedente  facciamo  mt  = mt  = m ed  a — b 
(fìg.  147).  Lo  stato  dinamico  del  sistema  cessa  allora  di  cam- 
biare, quando  è 93  = 2 (/ — 2 <p\  cioè  quando  le  accelerazioni 
delle  masse  alla  base  ed  al  vertice  sono  date  rispettivamente 
2/  f 

da  — e — . Appena  principia  la  deformazione  <p  aumenta,  e 
5 5 


Fìg.  147. 


l'accelerazione  della  massa  po- 
sta nel  vertice  diminuisce  di 
una  quantità  doppia:  la  defor- 
mazione continua,  finché  le  due 
accelerazioni  non  si  trovino  nel 


rapporto  2:1. 

Consideriamo  ora  un  caso  di  equilibrio.  Abbiasi  una  leva  sche- 
matica formata  di  tre  masse  (fig.  148)  w,  . in., , M , di  cui  l'ul- 
tima M si  suppone  anche  grandissima  o connessa  da  potenti  le- 
gami elastici  a masse  grandissime.  Immaginiamo  due  forze  eguali 


e direttamente  opposte  s,  — s agiscano  sulle  masse  mt  ed  m,  r 
cioè  che  queste  masse  posseggano  delle  accelerazioni,  che  siano 
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inversamente  proporzionali.  Ix>.  stiramento  del  legame  m,  mt  im- 
prime anche  a queste  due  masse  delle  accelerazioni  che  sono 
nello  stesso  rapporto  inverso,  che  distruggono  le  prime  e rista- 
biliscono l’equilibrio.  Inoltre  supponiamo  che  due  coppie  di  forze 
eguali  e direttamente  opposte  t , — t,  ed  u,  — u agiscano  ri- 
spettivamente sulle  masse  m, , M ed  mt,  M;  vi  è anche  in  que- 
sto caso  equilibrio.  Quando  M è conuessa  mediante  legami  ela- 
stici a masse  sufficientemente  grandi,  è inutile  applicare  diret- 
tamente le  forze  — t e — »,  poiché  esse  nascono  spontanea- 
mente, quando  incomincia  l'equilibrio  e lo  mantengono.  L’appa- 
rato perciò  resta  in  equilibrio,  quando  le  due  forze  eguali  s,  — s 
e le  due  forze  qualunque  t ed  il  agiscono  su  di  esso.  In  realtà 
le  forze  s,  — s si  distruggono  e le  forze  t,  u passano  per  la 
massa  fissa  AI  e sono  distrutte  dall’effetto  della  deformazione. 

La  condizione  di  equilibrio  si  può  facilmente  ricondurre  alla 
forma  ordinaria;  a tal  uopo  componiamo  le  due  forze  t ed  s in 
una  forza  p e le  forze  u,  — s in  una  forza  q.  Il  teorema  geo- 
metrico del  parallelogramma  di  Varignon  dice  che  i momenti 
di  p e q sono  rispettivamente  eguali  alle  somme  dei  momenti 
delle  loro  componenti.  Ora  le  forze  t ed  m,  che  passano  per  M, 
rispetto  a questo  punto  hanno  i momenti  nulli;  i momenti  delle 
forze  .s  e — s sono  eguali  e di  segni  contrari;  quindi  si  verifica 
la  stessa  cosa  pei,  momenti  di  p e q rispetto  al  puuto  M.  Due 
forze  qualunque  p e q si  faranno  perciò  equilibrio,  quando  le 
loro  componenti  secondo  w,  m,  saranno  eguali  ed  opposte,  ovvero 
(piando  i loro  momenti  rispetto  ad  M saranno  eguali  e di  segni 
opposti.  Queste  due  condizioni  sono  equivalenti.  Si  vede  anche 
che  in  questo  caso  la  risultante  delle  forze  p e q passa  per  M, 
poiché  s e — s si  elidono,  e t,  u concorrono  nel  puuto  M. 

(5.  Questo  esempio  fa  vedere  che  le  concezioni  meccaniche 
di  Varignon  sono  comprese  in  quelle  di  Newton.  Perciò  era 
giusto  dire  (eap.  I.  n.  III.  § 3)  che  la  statica  di  Varignon  è una 
statica  dinamica,  che  parte  dalle  nozioni  fondamentali  della  di- 
namica moderna  e si  limita  volontariamente  al  caso  di  equilibrio. 
Tuttavia  aggiungiamo  che  nella  statica  di  Varignon  la  forma 


- 296  - 


astratta  della  esposizione  fa  si,  che  il  significato  di  molte  ope- 
razioni, come  ad  esempio  la  traslazione  di  una  forza  secondo  la 
sua  propria  direzione,  non  sembra  così  chiara  come  nell’esempio 
precedente. 

Le  considerazioni  svolte  in  questo  paragrafo  ci  convinceranno 
che  i priucipii  di  Newton  bastano  per  risolvere  qualunque  pro- 
blema meccanico,  purché  si  abbia  cura  di  scendere  abbastanza 
nei  particolari.  Allora  occorre,  per  delucidare  un  caso  qualunque 
di  equilibrio  o di  moto,  di  considerare  tutte  le  accelerazioni  pro- 
dotte dalle  reazioni  reciproche  delle  masse  come  effettivamente 
applicate  a queste.  Si  può  riconoscere  questo  stesso  gran  fatto 
nei  fenomeni  più  disparati:  esso  conferisce  alle  concezioni  fisiche 
da  un  canto  un'unità,  un’omogeneità  ed  una  economia  grandis- 
sime, dall’altro  una  fecondità,  cui  prima  di  Newton  erg  impos- 
sibile sognare. 

La  meccanica  non  ha  il  suo  unico  scopo  in  sè  stessa;  essa 
deve  anche  risol  cere  problemi  diversi  sia  per  i bisogni  della 
vita  pratica,  sia  in  appoggio  ad  altre  scienze.  In  generale  si 
possono  assai  vantaggiosamente  risolvere  questi  problemi  con 
altri  metodi  diversi  da  quelli  di  Newton.  Abbiamo  già  detto 
che  questi  differenti  procedimenti  in  sostanza  sono  equivalenti  ; 
ma  sarebbe  assui  incomodo  di  volere  costantemente  ritornare 
alle  concezioni  puramente  newtoniane,  sdegnando  i vantaggi  che 
possono  offrire  gli  altri:  basta  avere  acquistata  la  convinzione 
che  questo  ritorno  sia  sempre  possibile.  E conveniente  di  aggiun- 
gere che  le  concezioni  di  Newton  sono  certamente  le  più  sod- 
disfacenti e le  più  limpide.  Poiusot  dimostra  un  senso  elevato 
della  chiarezza  e della  semplicità  scientifiche,  volendo  porle  come 
sole  basi  della  scienza. 
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II.  Le  formule  e le  unità  della  meccanica. 


1.  Tutte  le  formule  importanti  della  meccanica  moderna  fu- 
rono scoperte  ed  impiegate  sino  dall’epoca  di  Galileo  e di  Newton. 
La  frequenza  del  loro  uso  rese  conveniente  dare  ad  esse  speciali 
denominazioni:  ma  gran  parte  di  esse  ebbero  stabilità  solo  molto 
tempo  dopo.  Più  tardi  ancora  si  pensò  di  introdurre  nella  mec- 
canica un  insieme  sistematico  di  unità:  ed  infatti  quest’ultimo 
perfezionamento  non  è stato  ancora  compiutamente  conseguito. 

2.  Consideriamo  un  moto  uniformemente  accelerato,  la  cui 
accelerazione  è (p.  Indichiamo  con  s la  distanza,  con  t il  tempo, 
con  v là  velocità  corrispondente.  Dalle  ricerche  di  Galileo  e di 
lluygeus  abbiamo  tratto  le  equazioni  seguenti: 


d) 


v = tpt 


e* 


Moltiplicando  le  < 1 1 per  m si  hanno  le  seguenti: 

ni  v = ni  <p  t 

»‘<p 

ws=  — P 
in  v* 

in  q>s=  —, 


ed  indicando  con  p la  forza  motrice  niip  abbiamo: 


(2) 


in  v =pt 

p t‘ 
m s = —p 

m v* 
p s = 
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Tutte  le  equazioni  (1)  contengono  la  grandezza  <p  ; inoltre  cia- 
scuna di  esse  contiene  due  delle  tre  grandezze  s,  t,  v,  quindi 
si  possono  rappresentare,  colla  tabella  seguente: 


Le  equazioni  (2)  contengono  le  grandezze  m,p,t,s,v;  ciascuna 
di  esse  contiene  m,  p ed  inoltre  due  delle  altre  tre  s,  /,  v.  se- 
condo la  tabella  seguente: 


m,  p 


Si  può  fare  uso  delle  equazioni  (2)  per  rispondere  a questioni 
assai  differenti,  riguardanti  il  moto  prodotto  da  una  forza  co- 
stante. Se  per  esempio  vogliamo  conoscere  la  velocità  v,  che  una 
massa  m acquista  durante  un  tempo  t sotto  l'azione  di  una  forza  p, 

pt 

la  prima  equazione  dà  v = — . Se  d’altra  parte  si  vuole  il 


«/ 


tempo  t,  durante  il  (piale  una  massa  m colla  velocità  v si  può 
muovere  in  senso  contrario  alla  forza  costante  p.  che  la  solle- 

rnv 

cita,  la  stessa  equazione  ci  dà:  t — — . Inoltre  se  vogliamo  poi 
lo  spazio  percorso  dalla  massa  m in  senso  contrario  a p,  allora 


m v * 


esso  è dato  dalla  terza  equazione:  s = 


. Osserveremo  inei- 


2 P 


dentalmente  che  queste  due  ultime  questioni  fan  ben  vedere  la 
futilità  della  disputa  fra  la  scuola  di  Leibniz  e quella  di  Des- 
cartes sulla  misura  della  forza  di  un  corpo  in  moto.  L’uso  di 
queste  equazioni  contribuisce  grandemente  a conferire  sicurezza 
al  trattamento  dei  concetti  meccanici.  Se  per  esempio  ci  doman- 
diamo qual’è  la  forza  p capace  di  comunicare  la  velocità  v alla 
massa  ni , si  scorge  subito  che  tra  le  sole  m,  p,  v non  esiste. 
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alcuna  relazione,  talché  s o t debbono  essere  in  qualche  modo 
fornite;  e quindi  la  questione  è indeterminata.  Subito  s’impara 
a riconoscere  e ad  evitare  i casi  indeterminati  di  questa  specie. 
Lo  spazi»  descritto  nel  tempo  t da  una  massa  m , la  cui  velo- 
cità iniziale  è zero,  e su  cui  agisce  la  forza  p , è data  dalla  se- 

, • P 1 * 

eonda  equazione  : s — . 

2 m 

3.  Parecchie  formule  contenute  nelle  equazioni  sopra  discusse 
hanno  ricevuto  nomi  speciali.  Galileo  già  parla  della  forza  di  un 
corpo  che  si  muove  e la  chiama  ora  “ momento  „ , ora  “ impulso  „, 
ora  “ energia  Egli  considera  questo  momento  come  proporzio- 
nale al  prodotto  della  massa  del  corpo  per  la  sua  velocità  (o  piut- 
tosto del  peso  per  la  velocità,  poiché  ancora  Galileo  non  ha 
alcun’  idea  di  massa  più  chiara  di  quella  che.  non  l’abbia  Des- 
cartes e Leibniz).  Descartes  accettò  questa  veduta;  e pose  la 
forza  di  un  corpo  in  moto  eguale  a m v , che  chiamò  quantità 
di  moto;  ed  affermò  che  la  somma  totale  delle  quantità  di  moto 
nell’universo  rimane  costante;  sicché  se  un  corpo  perde  la  sua 
quantità  di  moto,  essa  viene  acquistata  da  altri  corpi.  Newton 
dà  anche  alla  espressione  m v il  nome  di  quantità  di  moto,  che 
è stato  conservato.  Belanger  nel  1847  diede  il  nome  di  impulso  (1) 
all'espressione  p t . che  forma  il  secondo  membro  della  prima 
equazione.  Le  espressioni  della  seconda  equazione  non  hanno  ri- 
cevuto alcun  nome  particolare.  Leibniz  (1695)  diede  il  nome 
di  forza  viva  (vis  viva)  all’espressione  mv* , che  entra  nella 
terza;  contrariamente  a Descartes  egli  la  considerò  come  la  vera  mi- 
sura della  forza  di  un  corpo  in  moto  ; e chiamò  forza  morta  (vis  mor- 
tila) la  pressione  esercitata  dalla  forza  di  un  corpo  in  riposo.  ( lorio- 

1 , 

lis  trovò  più  conveniente  di  dare  il  nome  di  forza  viva  a — w o : 


(li  Vedi  pure  .1/  ut  ter  and  Motiva  di  Maxwell:  a p 1 2 Umu 
questa  parola  é ordinariamente  usata  in  un  senso  diverso,  cioè  come 
“ il  limite  di  una  forza  che  è infinitamente  grande  e che  agisce 
solo  durante  un  tempo  infinitamente  breve,,. 

n.  d.  t. 
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per  evitare  ogni  confusione  Belanger  propose  di  chiamare  forza 

viva  il  prodotto  m v*  e potenza  viva  il  prodotto  — mv1.  Per 

l’espressione  ps  Coriolis  adoprò  il  nome  di  lavoro.  Poneelet  ha 
diffuso  l’uso  di  quest’altima  denominazione,  ed  ha . scelto  per 
unità  di  lavoro  il  chilogrammetro , cioè  il  lavoro  prodotto  da 
una  forza  eguale  al  peso  di  1 chilogrammo,  che  sposta  il  suo 
punto  di  applicazione  di  un  metro  nella  sua  direzione. 

4.  Dobbiamo  a Descartes  il  concetto  di  “ quantità  di  moto  „ 
ed  a Leibniz  quello  di  u forza  viva  ...  Ora  per  conoscere  alenili 
particolari  storici  intorno  all'origine  di  questi  concetti,  è utile 
passare  rapidamente  in  esame  le  idee,  che  presero  a guida  Des- 
cartes e Leibniz.  Nei  suoi  Principia  Philosophiae  pubblicati 
nel  1644  Descartes  si  esprime  così  (II,  36): 

u Motus  natura  sic  animadversa  considerare  oportet  eius  cau- 
salo, eamque  duplicem  : primo  scilicet  universalem  et  primariam 
quae  est  causa  generalis  omnium  motuum  qui  sunt  in  mundo; 
ac  deinde  particularem  a qua  tit  ut  singulae  materiae  partes 
motus  quos  prius  non  habuerunt,  acquirant.  Et  generalem  quod 
attinet,  manifestum  milii  videtur  illam  non  aliam  esse,  quarn 
Deum  ipsum  qui  niateriam  simili  cum  moto  et  quiete  in  prin- 
cipio creavit  iamque  per  solum  suum  concursum  ordinarium  tan- 
tundem motus  et  quietis  in  ea  tota  quautuni  tuuc  potuit  con- 
servat.  Nani  quamvis  ille  motus  nihil  aliud  sit  in  materia  mota 
quam  eius  modus;  certam  tameu  et  determinatasi  liabet  quan- 
titatem,  ’ quam  facile  intelligemus  eandem  semper  in  tota  rerum 
universitate  esse  posse,  quamvis  in  singulis  eius  partibus  mu- 
tetur.  Ita  scilicet  ut  putemus,  cum  una  pars  materiae  duplo 
celerius  movetur  quam  altera  et  haec  altera  duplo  maior  est 
quam  prior  tantundem  motus  esse  in  minore  quam  in  ìuaiore  ac 
quanto  motus  unius  partis  lentior  sit,  tanto  motum  alicuius  al- 
terius  ipsi  aequalis  fieri  celeriorem.  Intelligimus  etiam  perfectio- 
nem  esse  in  Deo,  non  solum  quod  in  se  ipso  sit  immutabilis  sed 
etiam  quod  modo  quam  maxime  constanti  et  immutabili  operetur: 
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alleo  ut  iis  mntationibus  exceptis  quos  evidens  experientia  vel 
divina  revelatio  certas  reddit  quasque  sine  ulla  in  creatore  mu- 
tatione  fieri  percipimus  aut  eredimus,  nullas  alias  in  eius  ope- 
riljus  supponere  debeanms,  ne  quae  inde  incostanti»  in  ipso 
arguatur.  Unde  sequitur  quam  maxime  rationi  esse  consentaneum 
ut  putenms  ex  lioc  solo  quod  Deus  diversimode  moverit  partes 
materiae,  eum  prinmni  illas  creavit  iamque  totani  istalli  mate- 
riali! eonservet.  eodem  piane  modo,  eademque  ratinile  qua  prius 
creavit.  eum  etiain  tantundem  motus  in  ipsasemper  conservare 

Eccone  la  traduzione: 

“ Dopo  avere  esaminata  la  natura  ilei  moto,  bisogna  consi- 
derarne la  causa:  e poiché  essa  può  concepirsi  in  due  modi: 
incoili incererao  colla  prima  come  universale,  che  produce  gene- 
ralmente tutti  i moti  che  esistono  al  mondo  ; e la  seconda,  come 
causa  speciale,  da  cui  le  parti  singole  della  materia  ricevono  il 
moto  che  prima  esse  non  avevano.  In  quanto  alla  prima  mi  sembra 
evidente  non  essere  altro  che  Iddio,  che  mediante  la  sua  onni- 
potenza sin  dal  principio  creò  la  materia  con  il  moto  ed  il  ri- 
poso delle  sue  parti,  e che  ora  conserva  nell’universo  per  mezzo 
del  suo  semplice  concorso  ordinario  altrettanto  moto  e riposo, 
quanto  ne  ha  creato  in  origine.  l’oichè,  quantunque  il  moto  non 
sia  che  solo  una  condizione  della  materia  in  moto,  tuttavia  essa 
ne  ha  una  certa  quantità,  che  non  aumenta,  nè  diminuisce  mai, 
benché  ve  ne  sia  nelle  singole  parti  ora  più  ed  ora  meno;  quindi 
allorché  una  parte  della  materia  si  muove  due  volte  più  velo- 
cemente di  un’altra,  e che  quest'altra  è due  volte  maggiore  della 
prima,  dobbiamo  supporre  che  avvi  la  stessa  quantità  di  moto 
tanto  nella  minore  quanto  nella  maggiore,  e tutte  le  volte  ed 
ogni  qual  volta  il  moto  di  una  parte  diminuisce,  quella  di  qua- 
lunque altra  parte  aumenta  in  proporzione.  Inoltre  riconosciamo 
in  ciò  una  perfezione  di  Dio,  non  solo  in  ciò  che  e immutabile 
nella  sua  natura,  ma  ancora  in  ciò  che  opera  in  un  modo  assai 
rigoroso  e costante;  cosicché,  ad  eccezione  dei  cambiamenti  che 
vediamo  nel  mondo  e di  quelli  che  crediamo  quali  rivelazioni 
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di  Dio,  e che  sappiamo  verificarsi  od  essersi  verificati  nella  na- 
tura senza  alcun  cambiamento  da  parte  del  Creatore,  non  dob- 
biamo supporne  nessun  altro  nella  sua  opera,  per  timore  di  attri- 
buirgli l’incostanza.  D’onde  consegue  che,  giacché  nella  crea- 
zione della  materia  egli  ha  impartito  differenti  moti  alle  sue 
parti,  e che  li  preserva  tutti  nello  stesso  modo  e con  le  stesse 
leggi  che  le  ha  fatto  osservare  nella  loro  creazione,  egli  conserva 
incessantemente  in  questa  materia  una  stessa  quantità  di  moto  „. 

Benché  Descartes  abbia  risolto  problemi  assai  importanti,  ad 
esempio  negli  studi  sull’arco-baleno  e sulla  legge  della  rifra- 
zione, tuttavia  la  vera  importanza  della  sua  opera  si  deve  ricer- 
care principalmente  nelle  sue  grandi  idee  generali  e rivoluzio- 
narie sulla  filosofia,  sulle  matematiche  e nelle  scienze  naturali. 
La  massima  di  dubitare  di  tutto  ciò  che  sino  allora  era  stato 
ritenuto  per  stabilito  non  sarà  mai  abbastanza  apprezzata  nel  suo 
giusto  valore;  tuttavia  essa  fu  messa  in  pratica  assai  più  dai  suoi 
successori  che  da  lui  stesso,  e fu  allora  che  essa  apparve  si  feconda. 
La  geometria  analitica  ed  i metodi  moderni  son  dovuti  all’ idea 
di  rendere  inutile,  mediante  l’uso  dell’algebra,  la  considerazione 
particolare  delle  figure  e di  ridurre  tutto  alla  misura  delle  di- 
stanze. Descartes  era  nemico  pronunciato  di  ammettere  nella 
fisica  le  qualità  nascoste,  e si  sforzava  di  basare  questa  scienza 
totalmente  sulla  meccanica,  che  egli  considerava  come  una  pura 
geometria  di  movimento.  Egli  ha  dimostrato,  mediante  le  sue 
ricerche,  con  questo  metodo,  che  non  riteneva  alcun  problema 
di  fisica  per  insolubile.  Descartes  non  ha  sufficientemente  no- 
tato il  fatto,  che  una  meccanica  è solo  possibile,  quando  le 
posizioni  dei  corpi  nella  loro  dipendenza  reciproca  siano  deter- 
minate da  una  relazione  tra  forze,  che  sono  funzioni  del  tempo; 
e Leibniz  spesso  ha  insistito  in  questa  defìcienna  di  prova.  I con- 
cetti meccanici,  che  sviluppa  Descartes  sopra  una  base  incom- 
pleta e poco  determinata,  non  si  possono  considerare  come  rap- 
presentazioni della  natura,  ma  sono  stati  ritenuti  anche  da  Pascal, 
Huygens  e Leibniz  come  semplici  immaginazioni.  Però  abbiamo 
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•osservato  più  sopra  molte  volte  quanto  sia  stata  grande  e come 
sovravviva  anche  al  presente  l'influenza  esercitata  dalle  idee 
cartesiane.  Anche  in  fisiologia  Descartes  ha  eesrcitato  una  po- 
tente influenza  per  mezzo  della  sua  teoria  della  visione,  e con- 
siderando gli  animali  come  semplici  macchine  (opinione  che 
non  ha  avuto  naturalmente  il  coraggio  di  estendere  all’uomo), 
e con  ciò  ha  anticipato  l’idea  dei  moti  riflessi  (cfr.  Duhem, 
L’évolution  des  théories  physiqves , Louvain,  189G). 

Non  si  può  negare  a Descartes  il  merito  di  avere,  per  il 
primo,  cercato  in  meccanica  un  punto  di  vista  più  generale  e 
più  fecondo.  In  ciò  per  tanto  consiste  il  compito  peculiare  del 
filosofo;  ed  in  ciò  bisogna  ricercare  la  ragione  della  loro  in- 
fluenza scientifica  fecondante  e stimolante.  Ma  Descartes  ebbe 
tutti  gli  errori  comuni  del  filosofo.  Aveva  una  confidenza  asso- 
luta nelle  sue  proprie  idee  e non  si  preoccupava  punto  di  veri- 
ficarle sperimentalmente.  A lui  al  contrario  bastava  un  minimo 
•di  esperienza  per  un  massimo  di  conseguenze,  llisogna  aggiungere 
a ciò  l’oscurità  delle  sue  concezioni.  Descartes  non  aveva  un’idea 
chiara  del  concetto  di  massa.  Sarebbe  assai  arrischiato  il  dire 
che  Descartes  definì  mv  come  quantità  di  moto,  quantunque  i 
suoi  successori  scientifici  abbiano  adottato  questa  definizione, 
allorché  sentirono  il  bisogno  di  concetti  meglio  determinati.  Il 
maggiore  errore  di  Descartes,  quello  che  vizia  tutte  le  sue  ri- 
cerche tìsiche,  consiste  nel  considerare  i principii,  per  cui  può 
decidere  solo  l’esperienza,  come  a priori  evidenti  per  se  stessi. 
Così  ad  esempio  nei  paragrafi  (37,  39)  successivi  a quello  che 
abbiamo  sopra  citato,  ammette  che  un  corpo  canserva  evidente- 
mente la  sua  velocità  e la  sua  direzione.  Le  esperienze,  che  cita 
al  § 38,  avrebbero  dovuto  servire  non  come  una  conferma  del 
principio  d’inerzia,  ammesso  a priori  come  evidente,  ma  bensì 
come  base  per  stabilire  quest’ultimo. 

Le  vedute  di  Descartes  furono  combattute  da  Leibniz  in  un 
piccolo  trattato,  comparso  negli  Aria  eruditorum  (168G,  p.  161) 
sotto  il  titolo  seguente:  Brevis  demonstratio  erroris  memora- 
bili Cartesii  et  aliorum  circa  legern  natura,  secundum  guani 
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volitili  a I)eo  rtnii (leni  semper  quuniitutem  motus  conservavi; 
qua  et  in  re  medianica  abiti  untili' , ossia  “ fìreve  dimostrazione 
di  un  memorai iile  errore  di  Descartes  e di  altri  a proposito  di 
una  legge  della  natura,  secondo  la  quale  essi  vogliono  che  la 
(piantità  di  moto  sia  conservata  costante  da  Dio.  del  quale  abu- 
sano anche  in  meccanica  „. 

Leibniz  osserva  che  nelle  macchine  in  equilibrio  i carichi 
sono  in  ragione  inversa  delle  velocità  di  spostamento;  e che  da 
ciò  può  esser  nata  l’idea  che  il  prodotto  di  un  corpo  (corpus, 
moles)  per  la  velocità  sia  la  misura  della  forza.  Descartes  conside- 
rava questo  prodotto  come  una  quantità  costante.  Però  Leibniz 
pensava  che  questa  misura  della  forza  è solo  accidentalmente  la 
misura  esatta  nel  caso  delle  macchine.  Per  lui  la  vera  misura 
della  forza  è diversa,  e deve  essere  determinata  seguendo  la 
via  per  cui  s'eran  posti  Galileo  ed  Huygens.  Ogni  corpo  risale 
in  virtù  della  velocità  acquistata  nella  sua  caduta  precisamente 
alla  stessa  altezza  d onde  è caduto.  Se  perciò  supponiamo  che  la 
u stessa  „ forza  richiedesi  per  innalzare  un  peso  m all’altezza  4 li 
od  un  peso  4 tu  all’altezza  li.  si  deve  prendere  per  misura 
della  forza  il  prodotto  del  “ corpo  ,,  per  il  quadrato  della  sua 
velocità,  poiché  nel  primo  caso  la  velocità  acquistata  è solo  dop- 
pia di  quella  conseguita  nel  secondo. 

In  un  trattato  successivo  1 1095)  Leibniz  ritornò  sullo  stesso 
soggetto.  Fece  in  esso  una  distinzione  fra  la  semplice  pressione 
(vis  mortua  ossia  forza  morta)  e la  forza  di  un  corpo  che  si 
muove  (vis  viva  ossia  forza  viva),  la  quale  ultima  è la  somma 
degli  impulsi  delle  pressioni.  Questi  impulsi  producono  infatti 
un  “ impetus  „ m v ; ma  esso  non  è in  alcun  modo  la  vera  mi- 
sura della  forza,  e poiché  la  causa  deve  corrispondere  aWeffetto, 
questa  vera  misura  è invece  determinata,  in  conformità  delle 
. ecedenti  considerazioni,  dal  prodotto  m v*.  Leibniz  osserva 
inoltre  che  la  possibilità  del  moto  perpetuo  è esclusa  soltanto 
dall’accettazione  della  sua  misura  di  forza. 

Leibniz  non  possedeva  più  di  Descartes  un  concetto  esatto 
di  massa.  Egli  parlava  di  corpo  (corpus),  di  carico  " (moles),  di 
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corpi  di  diversa  grandezza  aventi  lo  stesso  peso  specifico,  ecc. 
Solamente  nel  secondo  trattato,  e qui  una  sola  volta,  s’incontra 
1 espressione  di  “ massa  „ ; ed  assai  probabilmente  è stata  presa 
a prestito  da  Newton.  Per  poter  ricavare  un  concetto  ben  defi- 
nito dalle  espressioni  di  Leibniz,  dobbiamo  associare  alle  sue 
espressioni  la  nozione  di  massa,  come  realmente  fecero  i suoi 
successori.  Del  resto  il  metodo  di  Leibniz  è assai  più  scientifico 
di  quello  di  Descartes.  Tuttavia  vi  ha  confusione  fra  due  cose  : 
il  problema  della  misura  della  forza  e quello  della  invariabi- 
li" - ai  nodi-  m ir.  Queste  due  questioni  non  hanno  in  realtà 
nulla  di  comune.  Rispetto  alla  prima  si  è già  visto  che  le  mi- 
sure cartesiana  e leibniziana,  o della  capacità  d'azione  di  un 
corpo  mobile,  sono  ciascuna,  in  senso  differente,  esatte.  Inoltre 
Leibniz  osservò  espressamente  che  non  bisogna  confondere  queste 
due  misure  con  la  misura  ordinaria  newtoniana  della  forza. 

Rispetto  alla  seconda  questione  le  ulteriori  ricerche  di  Newton 
hanno  dimostrato  che  la  somma  cartesiana  -m  u è realmente  co- 
stante per  i sistemi  materiali  liberi , che  non  subiscono  alcuna 
azione  esterna;  e le  ricerche  di  Huygens  hanno  dimostrato  che 
la  somma  Zmv*  rimane  egualmente  costante,  quando  il  lavoro 
fatto  dalle  torze  non  l’altera.  Quindi  la  disputa  iniziata  da  Leibniz 
si  fondava  soltanto  sopra  molteplici  malintesi  e ciò  non  ostante 
essa  durò  cinquantasette  anni,  fino  alla  pubblicazione  del  Traité 
de  dynamique  di  1)  Alembert  nel  1743.  Più  innanzi  discorre- 
remo delle  idee  teologiche  di  Descartes  e di  Leibniz. 

5.  Le  tre  equazioni  che  abbiamo  più  sopra  discusse,  quan- 
tunque siano  applicabili  solo  al  moto  rettilineo,  prodotto  da  una 
forza  costante,  tuttavia  esse  si  possono  considerare  come  le  equa- 
zioni fondamentali  della  meccanica.  Se  il  moto,  rimanendo  del 
tutto  rettilineo,  è prodotto  da  una  forza  variabile,  insensibili 
modificazioni,  e quasi  per  sè  stesse  evidenti,  trasformano  queste 
equazioni  in  altre,  che  qui  indicheremo  solo  brevemente,  poiché 
gli  sviluppi  matematici  sono  del  tutto  accessorii  per  lo  scopo  pro- 
postoci. 
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Per  una  forza  variabile  la  prima  equazione  dà: 


ove  p è la  forza  variabile,  dt  l'elemento  di  tempo  dell'azione,, 
I pdt  la  somma  dei  prodotti  pdt  durante  la  durata  deli’ azione 
e 0 una  quantità  costante,  la  quale  è eguale  al  valore  di  ni  v 
all’istante,  in  cui  incomincia  ad  agire  la  forza. 

La  seconda  equazione  fornisce  la  seguente,  che  contiene  due 
costanti  d’ integrazione  : 

8 = I d t I — d t C t -}-  1) . 

J I m 

Infine  la  terza  equazione  deve  essere  sostituita  dalla: 

Il  moto  rettilineo  si  può  sempre  considerare  come  una  com- 
binazione di  tre  moti  rettilinei  simultanei,  le  cui  direzioni  comu- 
nemente si  scelgono  per  comodità  fra  loro  ortogonali.  In  questo 
caso,  che  è il  più  generale,  le  equazioni  date  più  sopra  conser- 
vono per  i tre  moti  componenti  il  loro  significato. 

0.  Le  operazioni  matematiche  di  addizione,  sottrazione  e di 
eguaglianza  di  due  grandezze  hanno  un  significato  fuorché  sol 
quando  queste  grandezze  siano  della  stessa  specie.  Non  si  può 
addizionare,  nè  eguagliare  una  massa  con  un  tempo,  una  massa 
con  una  velocità,  ma  solo  masse  con  masse,  ecc.  Perciò  rispetto 
a ciascuna  delle  equazioni  della  meccanica  si  presenta  subito  e 
da  se  stessa  la  questione  di  sapere  se  i suoi  due  membri  vera- 
mente rappresentino  grandezze  della  s tessa  specie,  cioè  grandezze 
misurabili  colla  stessa  unità,  o in  altre  parole,  come  si  dice  co- 
munemente, se  l’equazione  è omogenea.  In  questo  modo  siamo 
condotti  ad  occuparci  delle  unità  delle  grandezze  della  mec- 
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La  scelta  delle  unità,  elle  naturalmente  sono,  come  sappiamo, 
quantità  della  stessa  specie  di  quelle  che  debbonsi  misurare,  è 
in  molti  casi  arbitraria.  Così  si  userà  una  massa  arbitraria 
per  unità  di  massa,  una  lunghezza  e un  tempo  arbitrari  per 
unità  di  lunghezza  e di  tempo.  Si  possono  conservare  come  pro- 
totipi le  grandezze  scelte  per  unità  di  massa  e di  lunghezza; 
1 unità  di  tempo  si  può  sempre  riprodurre  tanto  coll’uso  del  pen- 
dolo, quanto  mediante  le  osservazioni  astronomiche.  Ma  certe 
unità,  come  ad  esempio  quelle  di  velocità  o di  accelerazione,  non 


si  possono  conservare  ed  è sempre  assai  difficile  riprodurle. 
Onde  queste  quantità  sono  così  collegate  colle  unità  fondamen- 
tali arbitrarie  di  massa,  di  lunghezza  e di  tempo,  che  esse  pos- 
sono facilmente  e subito  essere  dedotte  da  queste.  Queste  unità 
sono  chiamate  derivata  od  assolute.  Quest’ultima  denominazione 
è dovuta  a Gauss,  che  per  il  primo  fece  dipendere  le  unità  ma- 
gnetiche dalle  unità  meccaniche,  e così  fu  possibile  un  confronto 
universale  delle  misure  magnetiche.  Essa  ha  dunque  una  ra- 
gione storica. 

( ome  unità  di  velocità  possiamo  scegliere  la  velocità,  che  fa- 
rebbe percorrere  q unità  di  lunghezza  nell’unità  di  tempo.  Ma 
allora  la  relazione  Ira  il  tempo  t , lo  spazio  s e la  velocità  v non 
si  potrebbe  più  scrivere  sotto  la  forma  ordinaria  s = vt , ma 
sarebbe  sostituita  dalla  s = q vt.  Per  potere  conservare  la  forma 
s ~=  vt  bisogna  definire  l’unità  di  velocità  come  la  velocità  che 
la  percorrere  1 unita  di  lunghezza  nell'unità  di  tempo.  Si  scel- 
gono le  unita  derivate  in  modo  che  ne  risultino  le  relazioni  più 
semplici  Ira  le  grandezze  che  esse  servono  a misurare;  così  ad 
esempio  come  unità  di  superficie  e di  volume  si  sceglierà  sempre 
il  quadrato  ed  il  cubo  costruiti  sopra  l’unità  di  misura  presa 
come  lato. 

Quindi,  secondo  questo  principio,  ammettiamo  che  l’unità  di 
velocità  fa  percorrere  1 unità  di  lunghezza  nell’unità  di  tempo, 
che  l’unità  di  accelerazione  aumenta  la  velocità  dell’unità  di  ve- 
locità nell'unità  di  tempo,  che  l’unità  di  forza  imprime  all’unità 
•di  massa  l’unità  di  accelerazione,  ecc. 
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Le  imita  derivate  dipendono  dalle  unità  fondamentali  arbi- 
trarie; esse  sono  funzioni  di  queste;  la  funzione  particolare  che 
corrisponde  ad  un'unità  derivata  data  si  chiama  la  sua  dimen- 
sione. La  teoria  delle  dimensioni  fu  stabilita  da  1 ourier  nella 
sua  teoria  del  calore  (1822).  Rappresentando  la  lunghezza,  il 
tempo  e la  massa  rispettivamente  con  l , t ed  in.  la  dimensione 

dell’unità  di  velocità  ad  esempio  sarà  — ossia  II  Dopo 

questa  spiegazione  si  comprenderà  facilmente  la  tabella  se- 
guente : 


Nomi 

Simboli 

Dimensioni 

Velocità 

V 

it- 1 

Accelerazione  . . 

<p 

It -2 

P 

m 1 1~- 

Quantità  di  moto 

mv 

mlt -1 

Impulso 

pi 

mlt -i 

ps 

ml*t~2 

1 

Forza  viva  . . . . — 
2 

mv* 

min -2 

Momento  d’inerzia 

H 

m l* 

Momento  statico 

D 

m IH~2. 

La  semplice  ispezione  di  questa  tabella  mostra  che  le  equa- 
zioni, di  cui  si  è parlato  più  sopra,  sono  effettivamente  omogenee , 
cioè  che  i due  membri  sono  della  stessa  specie.  Similmente  riu- 
scirà facile  di  trovare  la  dimensione  di  ogni  nuova  espressione, 
che  s’introducesse  in  meccanica. 

7.  La  conoscenza  delle  dimensioni  di  una  quantità  è impor- 
tante anche  per  un'altra  ragione.  Il  valore  numerico  di  una  gran- 
dezza essendo  noto  per  certe  unità  fondamentali  determinate, 
la  conoscenza  della  dimensione  ci  farà  trovare  facilmente  il  suo 
nuovo  valore,  quando  si  cambieranno  le  unità  fondamentali.  La 
dimensione  di  un’accelerazione,  che  ad  esempio  ha  il  valore  nu- 
merico </>,  è lt~ 2.  Se  si  cambiano  le  unità,  e se  prendiamo  per 
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unità  di  lunghezza  e di  tempo  rispettivamente  ver  volte  mag- 
giori delle  precedenti,  nella  dimensione  lt  — ~ si  dovrà  sostituire 
ad  / ed  a t de’  numeri  rispettivamente  A e r volte  minori.  11 
valore  numerico  della  stessa  accelerazione  nelle  nuove  unità  fon- 

m T* 

dementali  sarà  dunque  = — .q>.  Si  sa  che  se  si  prende 

Ar—  2 A 

il  metro  ed  il  minuto  secondo  per  unità  di  lunghezza  e di  tempo, 
l’accelerazione  della  gravità  è rappresentata  dal  numero  9,81, 
o,  come  ordinariamente  la  si  scrive,  indicando  ad  un  tempo  la 

metro 

dimensione  e le  unità  fondamentali  : 9,81  . — . Ora  si  preu- 

seeondo” 

da  il  chilometro  per  unità  di  lunghezza  (A  = 1000),  ed  il  minuto 
primo  per  unità  di  tempo  (r  = 00),  il  valore  numerico  dell’acce- 
lerazione della  gravità  diviene  ' - . 9.81,  o 35,316  . — — 

1000  ' . ’ Minuto  *. 

8.  L'unità  di  lunghezza,  il  cui  uso  presentemente  è più  ge- 
nerale, è il  metro  (lunghezza  a 0°  C.  di  un  regolo  di  platino 

conservato  a Parigi,  circa  — ^ di  un  quadrante  del  meridiano 

terrestre).  Come  unità  di  tempo  si  adopera  il  secondo  (di  tempo 
solare  medio,  qualche  volta  anche  di  tempo  siderale).  Secondo 
le  considerazioni  che  precedono,  si  prenderanno  quindi  per  unità 
di  velocità  e di  accelerazione,  la  velocità  per  cui  1 metro  è per- 
corso in  1 secondo  e l’accelerazione  che  corrisponde  ad  un  in- 
cremento di  velocità  di  una  unità  per  secondo. 

Esistono  delle  divergenze  rispetto  alla  scelta  delle  unità  di 
mnsso  e di  forzo.  Se  si  prende  per  unità  di  masso  il  chilo- 
grammo-massa (massa  di  un  pezzo  di  platino  conservato  negli 
Archivi  della  Commissione  internazionale  dei  pesi  e misure  nel 
padiglione  di  Breteuil  - circa  la  massa  di  un  decimetro  cubo  di 
acqua  a 4°  C.).  la  forza  che  attrae  questo  chilogrammo  verso  il 
centro  della  Terra  non  è 1,  ma  bensì  g.  poiché  è p = m g\ 
dunque  a Parigi  questa  forza  è 9,808;  sotto  altre  latitudini  è 
alquanto  differente.  L’unità  di  forza  è allora  la  forza,  che  co- 
munica alla  massa  di  1 kg.  un  incremento  di  velocità  di  1 m. 
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.per  secondo;  l'unità  di  lavoro  è il  lavoro  fatto  da  questa  forza 
sopra  un  percorso  di  1 in.  di  lunghezza,  ecc.  Questo  sistema  lo- 
gico di  unità,  in  cui  la  massa  del  kg.  si  fa  eguale  ad  1,  si 
chiama  ordinariamento  assoluto. 

Il  sistema  di  unità,  cui  si  dà  il  nome  di  terrestre,  assume 
come  unità  di  forza  la  forza,  con  cui  la  massa  del  pezzo  di  pla- 
tino, chiamato  chilogrammo,  è a Parigi  attratto  verso  la  Terra. 
Se  si  vuole  allora  conservare  il  rapporto  semplice p = ini/,  non 
si  può  più  considerare  la  massa  di  questo  kg.  come  eguale  ad  1: 

essa  è uguale  a — . Quindi  bisogna  prendere  g ossia  9,808  volte 
S 

questo  kg.  per  formare  una  unità  di  massa.  Lo  stesso  kg.,  tra- 
sportato in  un  altro  luogo  A della  Terra,  ove  l’intensità  della 
gravità  è g',  non  è più  attratta  da  una  forza  1,  ma  da  una 

forza  — . In  questo  luogo  quindi  occorre  —■  di  kg.  per  formare 
9 9 ..  . 

l’unità  di  forza.  Se  si  prendono  allora  g'  di  questi  corpi,  che 

in  A pesano  1 kg.,  si  avrà  di  nuovo  g volte  la  massa  del  kg., 
cioè  la  massa  1.  Se  in  A si  ha  un  corpo  che  a Parigi  pesa  1 kg., 
evidentemente  bisogna  prendere  g di  questi  corpi  e non  g'  per 
formare  una  unità  di  massa. 


Se  pesa  p kg.  in  A,  esso  ha  la  massa  —, . La  differenza  Ira  g 

e q'  può  in  molti  casi  passare  inosservata,  ma  bisogna  per  altro 
tenerne  conto,  quando  il  problema  richiede  un  po’  di  preci- 
sione. 

Le  altre  unità  del  sistema  terrestre  sono  naturalmente  deter- 
minate dalla  scelta  delle  unità  di  lor/.a.  L’ unità  di  lavoro  è 
quindi  il  lavoro  di  1 kg.  sopra  un  cammino  di  1 m.,  ed  è stato- 
dato ad  esso  il  nome  di  chilogrammetro.  La  forza  viva  unitaria 
è quella  generata  dall’unità  di  lavoro,  ecc. 

Si  osservi  alla  latitudine  di  45°  ed  al  livello  del  mare  la  ca- 
duta di  un  corpo,  che  a Parigi  pesa  nel  vuoto  p kg.  L accele- 
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razione  dovuta  alla  gravità  è 9,806.  Nel  sistema  assoluto  si  hanno 
p unità  di  massa,  su  cui  agiscono  9,806  p unità  di  forza;  ma 

V 

nel  sistema  terrestre  si  ha  una  massa  , sollecitata  da  una 

9,808 


forza  p . 


9,806 

9,808 


unità  di  forza.  Per  un’altezza  di  caduta  di  1 m. 


il  lavoro  prodotto  e la  forza  viva  acquistata  sono  nel  sistema 

9 806 

assoluto  l,806.o,  e nel  sistema  terrestre  — — . ».  L’unità  di 
^ 9,808 


forza  del  sistema  terrestre  è in  cifre  tonde  10  volte  maggiore 
di  quella  del  sistema  assoluto;  lo  stesso  rapporto  esiste  fra  le 
unità  di  massa.  La  misura  di  un  lavoro  od  una  forza  viva  nota 
è data  nel  sistema  terrestre  da  un  numero  circa  10  volte  minore 
che  nel  sistema  assoluto. 

Inoltre  osserveremo  che  invece  del  kg.  e del  ui.  per  unità 
di  massa  e di  lunghezza  in  Inghilterra  ordinariamente  si  scel- 
gono il  g ed  il  cm.,  ed  in  Germania  il  mg.  ed  il  min.  Ciò  che 
si  è detto  più  sopra  permette  di  passare  facilmente  dall’uno 
all'altro  di  questi  sistemi.  La  circostanza  che  in  meccanica,  come 
negli  altri  rami  della  fisica  intimamente  collegati  ad  essa,  si 
debbono  considerare  solo  tre  grandezze  fondamentali:  lo  spazio, 
il  tempo  e la  massa,  dà  origine  ad  una  semplificazione  e ad  una 
facilità  notevoli  per  lo  scopo  generale. 


III.  Teoremi  suiti  conservazione  della  quantità  di  moto 
sul  moto  del  centro  di  pravità  e sulla  conservazione  delle  aree. 

1.  Quantunque  i principi!  di  Newton  siano  sufficienti  per 
risolvere  tutti  i problemi  della  meccanica,  tuttavia  è assai  co- 
modo di  stabilire  regole  particolari,  applicabili  a frequenti  casi, 
che  esse  permettono  di  trattare  secondo  un  metodo  uniforme,  ma 
senza  approfondirne  i particolari.  Molte  di  queote  regole  furono 
sviluppate  da  Newton  stesso  e dai  suoi  successori.  Innanzi  tutto 
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ci  occuperemo  dei  teoremi  di  Newton  sui  sistemi  materiali  in- 
tieramente liberi. 

2.  Supponiamo  che  due  masse  libere  m ed  m'  siano  sotto- 
poste a lonze  derivanti  da  altre  masse  e agenti  secondo  la  retta 
congiungente  in  ni’.  Siano  v e v'  le  velocità  conseguite  alla  line 
del  tempo  t.  Sommando  membro  a membri)  le  due  equazioni: 

pt  = mv  e p t'  = m'v' 


si  ha: 


( P + ]>')  t — Tri  V -f-  m'v'. 


In  questa  equazione  le  forze  o velocita  dirette  in  direzioni 
opposte  sono  affette  da  sei/ ni  contrari.  Il  secondo  membro 
m v -f-  m'v'  ha  ricevuto  il  nome  di  quantità  di  moto  del  sistema. 
Se  ora  supponiamo  che,  oltre  le  forze  esterne  p e p\  le  forze 
interne  sollecitino  le  masse  m ed  m'.  cioè  le  forze  provenienti 
dalle  reazioni  reciproche  delle  masse  l’una  sull’altra,  queste  forze 
sono  eguali  e direttamente  opposte,  e si  possono  rappresentare 
con  q e — q.  La  somma  degli  impulsi  è: 


(P  +P'  + 2 — 2)  • t = (p  +p' i /; 

si  vede  che  essa  è sempre  la  stessa,  e quindi  la  quantità  di 
moto  del  sistema  rimane  pure  uguale.  Onde  consegue  che  la 
quantità  di  moto  di  un  sistema  è determinata  unicamente  dalle 
forze  esterne,  cioè  dalle  forze  con  cui  le  masse  poste  fuori  del 
sistema  sollecitano  le  masse  del  sistema. 

Consideriamo  parecchie  masse  libere  in  , m' , m"  . . .,  distri- 
buite in  un  modo  qualunque  nello  spazio,  sottoposte  alle  forze 
esterne  p , p'  . p"  . . . di  direzioni  arbitrarie,  e siano  v , v' , v". . . 
le  velocità  rispettive  conseguite  alla  line  del  tempo  t.  Si  imma- 
ginino le  forze  e le  velocità  scomposte  secondo  tre  direzioni  ret- 
tangolari .r,  //,  z.  La  somma  degli  impulsi  secondo  l’asse  delle  x 
sarà  eguale  alla  somma  delle  quantità  di  moto  conseguite  in 
questa  direzione,  e cosi  per  gli  altri  assi.  Ora  supponiamo  che 
fra  le  masse  m . in’  , ni" . . . ngiscauo  inoltre  delle  coppie  di  forze 
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2m 
D A 


m 


s 

Fig.  149. 


interne  eguali  ed  opposte:  q,  — q;  r,  — r;  queste 

ultime  dànno  secondo  qualunque  direzione  coppie  di  componenti 
eguali  ed  opposte,  e quindi  non  influiscono  in  nulla  sulla 
somma  degli  impulsi.  Dunque  le  forze  esterne  determinano  esclu- 
sivamente la  quantità  di  moto.  Questa  legge  ha  ricevuto  il  nome 
di  teorema  della  conservazione  della  quantità  di  moto. 

3.  Un  altra  forma  dello  stesso  teorema  è stata  chiamata  teo- 
rema del  moto  del  centro  di  gravità.  Immaginiamo  (fig.  149) 
in  A e 11  due  masse  2 m ed  >n , che  agiscono  l’una  sull’altra; 
ad  esempio  per  repulsione  elettrica  ; 
sia  S il  loro  baricentro,  dato  da 
BS  = 2 A 8.  Le  accelerazioni  che  si 
comunicano  queste  masse  fra  loro 
sono  opposte  e nel  rapporto  inverso  di  queste  stesse  masse  ; 
dunque  se  questa  repulsione  fa  descrivere  a 2 m lo  spazio  AD, 
essa  farà  descrivere  ad  ni  lo  spazio  TIC;  ma  il  punto  S rimane 
sempre  centro  di  gravità,  poiché  é CS  2DS.  Dunque  due 
masse  non  possono  spostare  il  loro  centro  di  gravità  comune  me- 
diante un'azione  reciproca  qualunque.  Ora  consideriamo  parecchie 
masse  distribuite  in  modo  qualunque  nello  spazio;  due  qua- 
lunque di  esse  non  possono  spostare  il  loro  centro  di  gravità; 
onde  il  centro  di  gravità  dell’intiero  sistema  non  può  essere  spo- 
stato dalle  azioni  reciproche. 

Abbiasi  un  sistema  di  masse  libere  m , ni'.,  m"  . . .,  sotto- 
poste a forze  esterne  qualunque.  Riferiamo  questo  sistema  e le 
forze,  che  agiscono  su  di  esso,  a tre  assi  coordinati  rettangonali; 
ed  indichiamo  con  x,  y.  zi  .r',  //',  z'\  x",  y",  z" ; . . . le  coordi- 
nate dei  punti.  Quelle  del  baricentro  sono  allora: 


V = 


Imz 


in  cui  x,  y.  z possono  cambiare  uniformemente,  od  in  un  modo 
uniformemente  accelerato  o con  qualunque  altra  legge,’  secondo 
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die  la  massa  corrispondente  è sottoposta  o ad  una  forza  esterna 
nulla,  o costante  o variabile.  In  questi  diversi  casi  il  centro  di 
gravità  sarà  animato  da  moti  diversi,  e nel  primo  può  essere 
anche  immobile.  Se  ora  s' introducono  forze  interne,  che  ad 
esempio  agiscono  fra  ogni  coppia  di  masse  in'  ed  in",  queste 
forze  generano  gli  spostamenti  opposti  to'  e t>",  diretti  secondo 
la  retta  congiungente  m'm",  e tali  che  si  ha,  tenendo  conto 
de’  segni: 

ni' . cj'  -)-  ni"  . tu"  = o . 

Questa  equazione  ha  luogo  anche  per  le  componenti  r,  ed  .rE 
di  questi  spostamenti  secondo  una  direzione  qualunque,  cioè: 

tris,  -f-  in" x j = o . 

Le  forze  interne  quindi  aggiungono  alle  espressioni  di  £,  j;.  £ 
solo  termini  di  questa  specie,  che  si  distruggono  fra  loro.  Le 
forze  esterne  perciò  determinano  unicamente  il  moto  de!  centro 
di  (/rarità  del  sistema. 

La  condizione  delle  accelerazioni  dei  punti  del  sistema  ci 
offrono  il  mezzo  per  determinare  l'accelerazione  del  baricentro. 
Siano  q>  , (p'  ,(/>".. . le  accelerazioni  delle  masse  in  , in'  , in" . . .,. 
misurate  secondo  una  direzione  qualunque,  e </<  l'accelerazione 
del  loro  baricentro,  calcolata  secondo  la  stessa  direzione.  Allora 
si  ha: 

lni(p  Ini(p 


indicando  con  M la  massa  totale  Sin  del  sistema.  Onde  per  otte- 
nere l'accelerazione  del  baricentro,  secondo  una  direzione  qua- 
lunque, basta  dividere  la  somma  delle  componenti  delle  forze 
secondo  questa  direzione  per  l'intiera  massa  del  sistema.  Quindi 
il  baricentro  si  muove  come  se  tutte  le  forze  e tutte  le  masse 
fossero  concentrate  in  esso.  Precisamente  come  una  massa  non 
può  acquistare  alcuna  accelerazione  senza  l’intervento  di  una 
forza  esterna,  cosi  se  non  avvi  una  forza  esterna,  il  centro  di 
gravità  del  sistema  non  può  acquistare  alcuna  accelerazione. 
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4.  Ora  alcuni  esempi  ci  permetteranno  di  comprendere  chia- 
ramente il  significato  del  teorema  del  moto  del  baricentro.  Im- 
maginiamo un  animale  libero  nello  spazio.  Quando  esso  mette 
una  parte  m della  sua  massa  in  moto  in  una  certa  direzione,  il 
resto  M di  esso  si  muoverà  subito  in  direzione  contraria,  talché 
il  baricentro  resta  nella  sua  posizione  primitiva.  Se  l’animale  ri- 
tira la  massa  m,  anche  la  massa  M invertirà  il  suo  movimento. 
Senza  l'intervento  di  un  appoggio  o di  una  forza  esterna,  l'ani- 
male  non  può  da  sé  stesso  cambiare  di  posto,  nè  cambiare  i 
movimenti,  che  gli  fossero  impressi  dal  di  fuori. 

Un  leggero  veicolo  A,  carico  di  sassi,  si  muove  sopra  delle 
rotaie.  Un  operaio,  che  sta  sopra  di  esso,  getta  via  una  dopo 
l'altra  le  pietre  nella  stessa  direzione.  Il  baricentro  del  sistema 
(del  veicolo  + i sassi)  rimane  fisso  nello  stesso  punto,  finché  il 
moto  non  venga  arrestato  da  ostacoli  esterni.  Se  l'operaio  pren- 
desse sassi  dal  di  Inori  e li  mettesse  nel  veicolo,  il  veicolo  allora 
si  porrebbe  in  moto,  ma  più  lentamente,  come  lo  vedremo  nel- 
l'esempio seguente. 

Un  proietto  di  massa  m esce  con  la  velocità  v da  un  can- 
none di  massa  M,  che  perciò  consegue  una  velocità  V tale,  che 
si  avrà,  tenendo  conto  de’  segni: 

M.V  -f-  mv  = o; 

ciò  spiega  il  fenomeno  del  rinculo;  dall' equazione  precedente 
si  ricava: 


V = 


ni 


quindi  il  rinculo  è tanto  minore,  (pianto  è maggiore  la  massa 
del  cannone  rispetto  a quella  del  proietto.  Sia  A il  lavoro  fatto 
dalla  polvere:  il  teorema  delle  forze  vive  dà: 


— M V»  -4-  — vi  c*  = A ; 
2 2 


a i 
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•da  cui,  tenendo  conto  dell'equazione  precedente,  la  quale  ci  dice 
che  la  somma  delle  quantità  di  moto  è nulla,  si  ha: 

V | 2 . A . «t 

I M . (M  + m)  • 

Quindi  trascurando  la  massa  della  polvere  il  rinculo  scom- 
pare quando  si  annulla  la  massa  del  proietto.  Se  la  massa  in 
non  fosse  emessa  dal  cannone,  ma  invece  vi  fosse  introdotta, 
per  esempio  vi  fosse  aspirata,  il  rineulamento  avverrebbe  in  di- 
rezione opposta;  ma  allora  non  avrebbe  il  tempo  necessario  per 
divenire  percettibile,  poiché  prima  che  il  cannone  abbia  percorso 
un  cammino  sensibile,  la  massa  m sarebbe  giunta  in  fondo.  Ora, 
giacché  M ed  m sono  invariabilmente  connesse  fra  loro,  cioè 
sono  in  riposo  relativo  1 una  rispetto  all'altra,  esse  debbono  es- 
sere per  lo  stesso  fatto  in  riposo  assoluto , poiché  il  centro  di 
gravità  del  sistema  dei  due  corpi  non  è animato  da  alcun  moto. 
Per  la  stessa  ragione  non  si  può  verificare  nessun  moto  note- 
vole, introducendo  de  sassi  nel  veicolo  dell’esempio  precedente. 
Infatti,  poiché  i sassi  ed  il  veicolo  sono  invariabilmente  connessi 
fra  loro,  le  quautita  di  moto  di  segni  opposti,  che  erano  state 
prodotte,  si  distruggono.  Un  cannone  potrebbe  ricevere  un  rin- 
culo sensibile,  aspirando  un  proiettile,  solo  quando  quest’ul- 
timo lo  potesse  attraversare  da  parte  a parte,  e potesse  con- 
tinuare il  suo  moto.  L’operaio,  di  cui  ora  parliamo,  potrebbe  pure 
fare  procedere  notevolmente  il  suo  carro,  prendendo  dalla  parte 
davanti  i sassi  dal  di  fuori,  e gettandoli  lontano  dalla  parte  po- 
steriore. 

fS  immagini  una  locomotiva,  che  sia  liberamente  sospesa  o si 
trovi  sopra  delle  rotaie,  che  presentino  un  piccolissimo  attrito. 
Mediante  il  teorema  del  moto  del  centro  di  gravità,  appena  le 
masse  pesanti  di  ferro  connesse  con  lo  stantuffo  incominciano  ad 
oscillare,  l' intiera  massa  della  locomotiva  si  mette  ad  oscillare 
in  direzione  contraria.  Ad  evitare  queste  oscillazioni,  che  turbe- 
rebbero di  molto  1 uniformità  del  moto  in  avanti  della  macchina. 
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si  è pensato  di  compensare  il  moto  delle  masse  connesse  collo 
stantuffo  per  mezzo  del  moto  in  direzione  contraria  delle  altre 
masse;  talché  il  baricentro  del  corpo  della  locomotiva  rimane 
allo  stesso  punto,  quando  non  avvi  il  moto  in  avanti.  Nella 
pratica  queste  masse  compeusatrici  consistono  di  pezzi  di  ferro 
fissati  nei  raggi  delle  ruote  motrici. 

L'elettromotore  di  Page  (fig.  150)  ci  offre  un  fenomeno  assai 
elegante  di  questo  genere.  Quando  l'asse  del  rocchetto  AB  è 


Fia.  m. 


attratto  verso  destra  dalle  forze  sviluppate  fra  il  rocchetto  e 
l’asse,  l’ intiero  motore,  che  si  trova  sopra  piccole  ruote  rr,  si 
sposta  dalla  parte  sinistra.  Ma  si  può  impedire  questo  movi- 
mento totale  dell’apparato,  disponendo  convenientemente  sopra 
uno  dei  raggi  R della  ruota  un  contrappeso  mobile  «,  che  si 
muove  sempre  in  direzione  contraria  all’asse  di  ferro. 

Non  si  conosce  nessun  particolare  sul  moto  delle  scheggie 
di  una  bomba,  ma  il  teorema  del  moto  del  baricentro  fa  vedere 
che.  fatta  astrazione  della  resistenza  dell’aria  e di  tutte  le  altre 
perturbazioni,  il  centro  di  gravità  delle  schegge  continua  a per- 
correre la  traiettoria  parabolica  primitiva. 

5-  Il  teorema  della  conservazione  delle  aree  è intimamente 
connesso  con  quello  del  mota  del  baricentro,  e si  applica,  come 
esso,  ai  sistemi  liberi.  Quantunque  Newton  abbia,  per  cosi  dire, 
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avuto  tra  uiaui  questo  teorema,  tuttavia  assai  dopo  fu  enunciato 
da  Eulero,  D’Arcy  e Daniele  Bernoulli.  Eulero  e D.  BernouDi 
lo  scoprirono  quasi  contemporaneamente  (1746)  in  occasione  di 
un  problema  proposto  da  Eulero  sul  moto  delle  sfere  in  tubi  che 
avevano  un  moto  di  rotazione.  Essi  vi  furon  condotti  per  mezzo 
della  considerazione  delle  azioni  e delle  reazioni  fra  le  sfere  ed 
i tubi.  D’Arcy  (1747)  prese  le  mosse  dalle  ricerche  di  Newton 
e generalizzò  In  legge  dei  settori,  di  cui  si  era  servito  Newton 
per  ispiegare  le  leggi  di  Keplero. 

Immaginiamo  due  masse  m ed  in'  (lig.  151)  che  agiscono 
l’una  sull'altra.  Questa  reciproca  azione,  che  sollecita  da  sola  le 
masse  in  ed  m',  le  fa  percorrere  secondo  la  loro  retta  congiun- 
gente i segmenti  AB  e ( ’D,  che,  tenendo  conto  dei  segni,  sod- 
disfano l’equazione  : 

in  . AB  -f-  ni' . CD  = o . 

Da  un  punto  esterno  qualunque  0 conduciamo  i raggi  vettori  OA 
ed  OB;  dando  segni  contrari  alle  aree  descritte  in  sensi  opposti 
dai  raggi  vettori,  avremo: 

m . OAB  -f  in' . OC D = o . 

Quindi  si  vede  che,  quando  due 
masse  agiscono  l’una  sull'  altra, 
e si  conducono  i raggi  vettori, 
che  le  uniscono  con  un  punto  ester- 
no qualunque,  la  somma  dei  pro- 
dotti delle  aree  dei  settori  descritti 
da  questi  raggi,  moltiplicate  per  le 
masse  corrispondenti,  è uguale  a 
zero.  Ora  supponiamo  che  delle 
forze  esterne,  che  agiscono  sui 
punti  in  ed  to',  facciano  descri- 
vere nello  stesso  lasso  di  tempo 
i settori  OAE  ed  OCF.  Le  forze 
•esterne  ed  interne,  che  agiscono  contemporaneamente  durante 
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un  tempo  piccolissimo,  faranno  descrivere  i settori  OAG  ed  OCH; 
c si  avrà  pel  teorema  di  Yariguou: 

m . OAtì  m' . OCH  = m . OAE  -f-  in . OCF  + m • OAB  4- 
+ vi  . OCD  = m . OAE  -f  m' . OCF , 

cioè:  In  somma  dei  prodotti  delle  aree  dei  settori  descritti,  molti- 
plicate per  le  masse  corrispondenti ',  non  sono  alterate  dalle  forze 
interne. 

Quando  abbiamo  parecchie  masse,  si  può  enunciare  lo  stesso 
teorema  per  le  proiezioni  dell'iutiero  movimento  sopra  un  dato 
piano  e rispetto  a due  qualunque  delle  masse  del  sistema  con- 
siderate complessivamente.  In  questo  caso  se,  a partire  da  un 
punto  qualunque,  si  conducano  i raggi  vettori  di  tutte  le  masse 
del  sistema,  e se  si  proiettano  sopra  Un  piano  qualunque  le  aree 
che  essi  descrivono,  si  vedrà  che  la  somma  dei  prodotti  di  queste 
aree  proiettate,  moltiplicate  per  le  masse  corrispondenti,  è indi- 
pendente  dalle  forze  interne.  Questo  è il  teorema  della  conser- 
vazione delle  aree. 

Se  una  massa  isolata,  su  cui  non  agisce  alcuna  forza,  si  muove 
uniformemente  in  linea  retta,  l’area  descritta  dal  raggio  vettore, 
congiungente  questo  punto  materiale  ad  un  punto  0 qualunque, 
cresce  proporzionalmente  al  tempo.  Quando  si  muovono  più  masse, 
senza  essere  sottoposte  a forze,  questa  stessa  legge  si  veri- 
fica per  2>n/,  ove  il  segno  2'  si  estende  a tutti  i prodotti  delle 
aree  per  le  masse  corrispondenti:  a questa  somma  2/n/  per  bre- 
vità si  darà  il  nome  di  somma  delle  aree.  L’ introduzioue  delle 
forze  interne,  che  agiscono  fra  le  diverse  masse  del  sistema, 
non  cambia  nulla  in  questa  proposizione.  Le  ricerche  di  Newton 
fanno  vedere  che  questa  relazione  esiste,  ancora,  quando  i punti 
materiali  sono  sottoposti  a forze  esterne,  la  cui  direzione  passa 
costantemente  per  il  punto  fìsso  0. 

Se  una  forza  esterna  agisce  sopra  un  punto  materiale,  l'area  f, 
descritta  dal  raggio  vettore,  cresce  col  tempo  secondo  la  legge; 

/ = J- af'  + òf-f-c, 
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ove  a dipende  dall’accelerazione,  b dalla  velocità  iniziale  e c dalla 
posizione  iniziale.  La  stessa  legge  si  verifica  per  parecchie  masse 
sottoposte  a forze  esterne,  purché  queste  possono  essere  riguar- 
date come  costanti,  come  sempre  avviene  per  tempi  abbastanza 
piccoli.  In  tal  caso  la  legge  delle  aree  consiste  in  questo:  che 
le  forze  interne  del  sistema  non  hanno  nessuna  influenza  sul- 
l’aumento  della  somma  delle  aree. 

Si  può  considerare  un  corpo  solido  come  un  sistema  di  masse, 
i cui  elementi  sono  mantenuti  nelle  posizioni  relative  fisse  me- 
diante forze  interne.  Quindi  si  può  ad  esso  applicare  il  principio 
delle  aree.  La  rotazione  uniforme  di  un  solido  attorno  ad  un  asse, 
che  passa  per  il  baricentro,  ce  nr,  porge  un  esempio  assai  sem- 
plice. Sia  m un  elemento  di  massa  di  questo  corpo,  r la  sua 
distanza  dall'asse,  a la  velocità  angolare:  la  somma  delle  aree 
descritte  nell’unità  di  tempo  è: 


prodotto  dal  momento  d’ inerzia  per  la  metà  della  velocità  ango- 
lare. Quindi  questo  prodotto  può  solo  cambiare  mediante  forze 
esterne. 

(i.  Alcuni  esempi  faranno  meglio  comprendere  ancora  il  teo- 
rema di  cui  ci  occupiamo. 

Abbiansi  due  corpi  solidi  K e K’  connessi  fra  loro;  se  delle 
forze  interne,  che  agiscono  su  K e K',  dànno  al  primo  una  ro- 
tazione relativa  rispetto  al  secondo,  K*  immediatamente  prenderà 
un  moto  di  rotazione  in  direzione  opposta.  Infatti  una  rotazione 
di  K genera  una  somma  di  aree  che,  secondo  il  teorema,  deve 
essere  composta  da  una  somma  di  aree  di  segno  contrario  de- 
scritte da  K'.  L’apparecchio  seguente  ci  offre  questo  esperimento 
in  modo  assai  ingegnoso.  Un  elettromotore  (fig.  152)  qualun- 
que, munito  di  un  volante  orizzontale,  può  ruotare  intorno  ad  un 
asse  verticale.  I fili  conduttori  della  corrente  pescano  in  due  cas- 
sette coassiali  di  mercurio  fissate  sull’asse  per  non  disturbare  la 


— 321  — 


rotazione.  11  corpo  K'  del  motore  è attaccato  con  un  filo  al  so- 
stegno che  sorregge  l’asse;  il  circuito  allora  è chiuso  e la  cor- 
rente passa.  Appena  che  il  volante,  visto  dall’alto,  incomincia  a 
ruotare  nella  direzione  delle  lancette  di  un  orologio,  si  tende  il 
filo,  il  corpo  del  motore  presenta  la  tendenza  a ruotare  nella 
direzione  opposta,  e si  verifica  questo  rotazione  appena  si  taglia 
il  filo. 

Il  motore  rispetto  all’asse' di  rotazione  è un  sistema  libero; 


e siccome  esso  è in  riposo,  la  somma  delle  aree  è nulla.  Met- 
tendosi il  volante  a ruotare,  sotto  l’influenza  delle  forze  elet- 
tro-magnetiche interne,  che  si  producono  fra  l’armatura  ed  il  ferro, 


21 
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si  genera  una  somma  di  aree,  la  quale  deve  essere  com- 
pensata dalla  rotazione  del  corpo  del  motore , poiché  la  somma 
totale  delle  aree  deve  rimanere  nulla.  S’ impedisca  al  corpo  del 
motore  di  ruotare,  attaccandovi  un  indice,  che  viene  mantenuto 
in  una  posizione  determinata  da  una  molla  elastica.  Ogni  acce- 
lerazione del  volante  nella  direzione  delle  lancette  di  un  orologio 
(prodotta  mediante  un'immersione  maggiore  delle  lamine  della 
batteria)  dà  origine  ad  uno  spostamento  dell'indice  in  direzione 
contraria,  ed  ogni  rallentamento  produce  uno  spostamento  nella 
stessa  direzione. 

Se  si  apre  il  circuito  del  motore,  si  osserva  un  feno- 
meno curioso.  Da  prima  il  volante  ed  il  motore  contipuano  i loro 
moti  in  direzioni  opposte;  poi  subito,  mediante  l’attrito,  entrambi 
assumono  gradualmente  il  riposo  relativo  1 uno.  rispetto  all  altro. 
Si  vede  rallentare  il  moto  del  corpo  del  motore,  arrestarsi  un 
istante,  ed  infine,  conseguito  il  riposo  relativo,  mettersi  in  moto 
nella  direzione  della  rotazione  primitiva  del  volante.  Quindi  il 
corpo  del  motore  ha  invertito  il  suo  moto  e l’ intiero  motore  ora 
ruota  nella  direzione  del  volante.  Questo  fenomeno  si  spiega  fa- 
cilmente. Il  motore  non  è un  sistema  perfettamente  libero:  esso 
è impedito  dall'attrito  dell’asse.  In  un.  sistema  perfettamente 
libero  la  somma  delle  aree  dovrebbe  ritrovarsi  eguale  a zero, 
quando  le  parti  saranno  ritornate  al  loro  stato  di  riposo  relativo; 
ma  qui  avvi  una  forza  esterna,  che  è l’attrito  dell'as.se.  L’at- 
trito sull’asse  del  volante  diminuisce  egualmente  la  somma  delle 
aree  per  il  volante  e per  il  corpo  del  motore;  ma  l’attrito  sul- 
l’asse di  quest’ultimo  diminuisce  solo  la  somma  delle  aree 
relativa  a quest’ultimo.  Dunque  il  volante  conserva  un  eccesso 
di  aree  che  si  manifesta  per  mezzo  del  moto  dell-  intiero  motore, 
quando  le  sue  parti  abbiano  conseguito  lo  stato  di  riposo  rela- 
tivo. L'insieme  di  questo-fenomeno,  dovuto  all' interruzione  della 
corrente,  è un  esempio  analogo  a quello  che  gli  astronomi  hanno 
supposto  che  si  verifichi  uel  caso  della  Luna.  La  Terra  produr- 
rebbe sulla  Luna  un’onda  di  marea,  che,  a causa  dell  attrito, 
rallenterebbe  la  velocità  di  rotazione  di  quest’ultima,  sebbene  la 
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durata  del  giorno  lunare  sia  divenuta  di  un  mese.  Il  volante 
rappresenta  la  massa  liquida  mossa  dalla  marea. 

Un  altro  esempio  del  teorema  delle  aree  è fornito  dalle 
ruote  a reazione.  Quando  dai  raggi  incurvati  dell’apparecchio 
della  figura  153  a esce,  nella  direzione  indicata  dalla  freccia, 
l’aria  od  un  gas  qualunque,  l’ intiero  apparecchio  incomincia  a 
ruotare  nella  direzione  della  freccia  maggiore.  La  figura  153  h 
rappresenta  un’altra  ruota  a reazione  semplicissima.  Un  pezzo  di 
tubo  di  rame  rr,  chiuso  alle  due  estremità  ed  avente  dei  fori 
convenientemente  distribuiti,  è fissato  sopra  un  braccio  di  un 
secondo  tubo  di  rame  R,  mediante  un  pernio,  intorno  al  quale 
può  girare  rr.  L’area,  che  passa  per  il  pernio,  esce  dalle  aper- 
ture o ed  o’. 

Si  potrebbe  supporre  che,  empi  rondo  del  gaz,  mediante  una 
ruota  a reazione,  la  si  facesse  ruotare  in  direzione  contraria  alla 
rotazione  prodotta  dall’uscita  del  gaz.  Però  in  generale  questo  non 
si  verifica;  come  si  scorge  facilmente  l’aria  aspirata  dai  raggi 
della  ruota  deve  subito  prender  parte  al  moto  dell’apparato  e 
si  mette  così  in  riposo  relativo  rispetto  alla  ruota;  la  somma 
delle  aree  dell’  insieme  non  può  quindi  rimanere  nulla.  In  gene- 
rale l’aspirazione  del  gaz  non  produce  alcuna  rotazione  percet- 
tibile. Questo  fenomeno  è analogo  a quello  del  non  rinculo 
di  un  cannone,  in  cui  s'introduce  un  proietto.  Se  si  fa  comu- 
nicare la  ruota  a reazione  con  una  palla  elastica,  munita  di  un 
sol  tubo  di  comunicazione  (fig.  153  «),  la  quale  si  comprime  pe- 
riodicamente in  modo,  che  la  stessa  quantità  di  aria  sia  alter- 
nativamente aspirata,  poi  emessa,  si  vede  che  la  ruota  si  muove 
rapidamente  nella  stessa  direzione,  come  se  l’aria  fosse  unica- 
mente emessa.  Questo  fenomeno  è dovuto  in  parte  al  fatto  che 
l’aria  aspirata,  che  partecipa  subito  al  moto  della  ruota,  non  può 
produrre  alcuna  rotazione  di  reazione,  ed  in  parte  alla  differenza 
dei  moti  dell’aria  esterna,  secondo  che  l’aria  esce  o entra  per  le 
ruote.  Quando  l’aria  è emessa,  essa  esce  per  i raggi  con  un 
moto  di  rotazione;  quando  è aspirata,  essa  si  precipita  da  tutte 
le  parti  senza  rotazione  verso  l’apertura. 
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Fig.  153  b. 
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È facile  dimostrare  l’esattezza  di  questa  spiegazione.  Si  prenda 
un  cilindro  di  legno,  o,  ad  esempio,  una  scatola  cilindrica  di 
cartone,  il  cui  fondo  sia  munito  di  fori.  Si  ponga  questo  cilindro 
sul  pernio  del  tubo  II,  dopo  averlo  tagliato  secondo  una  gene- 
ratrice e dopo  aver  ripiegato  le 
sue  pareti,  come  si  vede  nella 
figura  154.  Se  si  soffia  nel  cilin- 
dro, esso  incomincerà  a muoversi 
nella  direzione  della  freccia  mag- 
giore ; se  invece  si  aspira  si  muo- 
verli nella  direzione  indicata  dalla 
freccia  minore.  In  quest’  ultimo  pig 

caso  infatti  l’aria,  entrando  libe- 
ramente, continuerà  la  sua  rota- 
zione, e questo  moto  è quindi 
compensato  da  una  rotazione  in 
direzione  contraria  del  cilindro. 

7.  I fenomeni  seguenti  sono 
analoghi.  Si  prenda  un  tubo  ret- 
tilineo (fig.  155  a)  da  a a b,  ri- 
piegato ad  angolo  retto  da  b a c, 
poi  incurvato  secondo  una  cir- 
conferenza c d e f di  centro  b,  il 
cui  piano  è perpendicolare  ad  ab, 


Fig.  155  a. 


Fig.  155  b. 


ripiegato  allora  ad  angolo  retto  secondo  fg,  ed  infine  continuante 
la  retta  ab  secondo  gli.  L’intiero  tubo  può  ruotare  intorno 
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all’asse  ah.  Si  versi  un  liquido  in  questo  tubo  (fig.  1556);  esso’ 
percorre  il  cammino  cde /,  e subito  vedesi  il  tubo  ruotare  nella 
direzione  fede.  Questo  impulso  però  cessa  all’istante,  in  cui  il 
liquido  arriva  nel  punto  f,  e deve  partecipare  al  moto  del  raggio  gii, 
da  cui  esce.  Se  il  getto  di  acqua  è continuo,  allora  la  rotazione 
del  tubo  cessa  subito;  se  esso  è interrotto,  allora  l’acqua,  ces- 
sando di  uscire  dal  raggio  fg,  dà  al  tubo  un  impulso  nella  di- 
rezione del  suo  proprio  moto  secondo  edef.  Col  principio  delle 
aree  si  spiega  subito  questo  fenomeno. 

I venti  alisei,  le  deviazioni  delle  correnti  marine  e dei  fiumi, 
resperimento  del  pendolo  di  Foucault,  ecc.,  si  possono  conside- 
rare come  esempi  del  principio  delle  aree.  I corpi,  che  hanno 
un  momento  d’ inerzia  variabile,  ne  offrono  ancora  una  curiosa 
applicazione.  Abbiasi  un  corpo  di  momento  d’inerzia  W,  animato 
di  una  velocità  angolare  a.  Ad  un  certo  istante  delle  forze  in- 
terne, ad  esempio  delle  molle,  dànno  al  momento  di  inerzia  un 
nuovo  valore  tt';  allora  la  velocità  angolare  cambia  e diviene 
eguale  ad  a',  talché  si  ha: 

a . 0 — a' . S'  ; 

da  cui  si  ricava: 


Mediante  una  considerevole  diminuzione  del  momento  d’inerzia 
si  può  aumentare  notevolmente  la  velocità  angolare.  Questo  prin- 
cipio potrebbe  probabilmente  servire  a dimostrare  la  rotazione 
della  Terra  invece  di  adoperare  il  pendolo  di  Foucault. 

L’osservazione  ora  fatta  fornisce  la  spiegazione  del  fenomeno 
seguente:  un  imbuto  di  vetro  col  suo  asse  posto  verticalmente 
è riempito  istantaneamente  di  un  liquido  in  modo  però  che  la 
corrente  non  entri  per  l’asse,  ma  lateralmente.  Questo  moto  pro- 
duce nel  liquido  ima  lenta  rotazione,  che  non  si  vede  prima  che 
sia  riempito  l’imbuto;  ma  quando  il  liquido  esce  dal  collo,  il  suo 
momento  d’ inerzia  diminuisce  notevolmente,  e ne  consegue  un 
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incremento  di  velocità  angolare  cosi  grande,  che  si  forma  con 
una  depressione  assiale  un  violento  vortice.  Frequentemente 
si  verilica  pure  che  la  corrente  liquida,  uscendo  dall’imbuto, 
venga  intieramente  attraversata  da  una  colonna  d'aria. 

8.  Un  accurato  esame  del  teorema  del  moto  del  centro  di 
gravità  e di  quello  delle  aree  fa  vedere  che  entrambi  sono  espres- 
sioni di  una  proprietà  meccanica  ben  nota,  espressioni  assai  co- 
mode per  le  applicazioni  che  uno  si  prefigge.  All’accelerazione  <p 
di  una  massa  m corrisponde  sempre  l’accelerazione  <p'  di  una 
massa  m\  talché  si  ha,  tenendo  conto  dei  segni  : 

nup  -f-  rn’tp'  = o. 

La  forza  nup  corrisponde  alla  reazione  ni<p' . Quando  le  masse 
m e 2 m.  animate  dalle  accelerazioni  2<p  e y,  percorrono  gli  spazi 
(fig.  156)  2r.)  e <o,  il  loro  baricentro  S rimane  invariabile,  e la 
somma  delle  aree  rispetto  ad  un  punto  qualunque  è: 

2 m . f~\-  m . 2/  = o . 

Allorché  si  presenta  il  teorema 
delle  aree  sotto  questa  semplice 
forma,  si  riconosce  che  il  teorema 
del  moto  de I centro  di  gravità 
esprime  in  coordinate  cartesiane 
ciò  che  esprime  il  teorema  delle 
aree  in  coordinate  polari,  e che 
entrambi  contengono  semplicemente  il  fatto  della  reazione. 

Inoltre  si  può  dare  ad  essi  un  altro  semplice  significato.  Come 
un  corpo  non  può  senza  l’intervento  di  una  forza  esterna,  cioè 
senza  l’aiuto  di  altri  corpi,  cambiare  il  suo  moto  uniforme  di 
traslazione  o di  rotazione,  cosi  un  sistema  di  corpi  non  può  senza 
l'aiuto  di  un  altro  sistema,  che  in  qualche  modo  gli  serva  per 
così  dire  di  presa  e ad  un  tempo  di  sostegno,  cambiare  ciò 
che  chiameremo  il  suo  moto  medio  di  traslazione  e di  rotazione, 
servendoci  per  brevità  di  una  espressione  che  sarà  stata  com- 
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presa  compiutamente  dietro  in  seguito  alle  spiegazioni  parti- 
colareggiate che  abbiamo  date.  Dunque  questi  due  teoremi 
contengono  una  generalizzazione  del  principio  d’inerzia , dei 
quali  sotto  questa  forma  si  comprende  ed  anzi  di  più  si  sente 
l’esattezza. 

Questo  sentimento  non  è in  alcun  modo  antiscientifico  e non 
può  arrecare  alcun  danno.  Esso  non  si  sostituisce  alla  con- 
cezione astratta,  ma  esiste  accanto  ad  essa,  ed  il  completo  pos- 
sesso dei  latti  meccanici  si  fonda  in  primo  luogo  su  essa.  Come 
1 ho  detto  altrove  (1),  noi  non  siamo  altro  col  nostro  intiero  orga- 
nismo che  un  sistema  meccanico,  e questo  fatto  ha  una  profonda 
influenza  sulla  nostra  vita  fisica.  Nessuno  ci  potrà  convincere  che 
la  considerazione  dei  fenomeni  meccanico-fisiologici,  che  riguar- 
dano i sentimenti  e gl’  istinti,  sia  estranea  alla  meccanica  scien- 
tifica. Se  si  conoscessero  i teoremi  come  quelli  del  moto 
del  baricentro  e delle  aree  solo  sotto  la  loro  forma  matematica 
astratta,  senza  averli  confrontati  coi  fatti  semplici  e sensibili,  che 
sono  la  loro  applicazione  immediata  e la  sorgente  ove  l’uomo 
li  ha  attinti,  si  comprenderebbero  solo  a metà,  ed  appena  si 
riconoscerebbero  i fenomeni  reali  come  esempi  della  teoria.  Allora 
ci  troviamo  nella  posizione  di  un  uomo,  che  bruscamente  tra- 
sportato sulla  cima  di  un’alta  torre,  non  può,  per  così  dire,  ri- 
conoscere gli  oggetti  che  egli  vede,  perchè  egli  non  ha  mai  viag- 
giato nel  paese  circostante. 


IV.  Le  leggi  dell’urto. 

1.  Le  leggi  dell'urto  porsero  occasione  alla  scoperta  dei 
principii  più  importanti  della  meccanica,  e fornirono  anche  i 
primi  esempi  delle  applicazioni  dei  principii  di  questa  specie. 
Già  un  contemporaneo  di  Galileo,  Marco  Marci  (nato  nel  1595), 

(1)  E.  Mach,  Grundlinien  dvr  Lehre  con  dea  Bewegungsemp- 
findungen.  (Lipsia,  Engelmann,  1875,  pag.  20). 
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che  insegnò  a Praga,  aveva  pubblicato  nel  suo  trattato:  u De  pro- 
portione  motus  „ (Praga.  1639),  alcuni  risultati  delle  sue  ricerche 
sul  fenomeno  dell’urto.  Egli  sapeva  che  un  corpo  elastico,  urtando 
un  corpo  identico  in  quiete,  perde  il  suo  moto  e lo  comunica  al 


secondo.  Egli  enuncia  altre  proposizioni,  conservate  anche  pre- 
sentemente, benché  spesso  con  poca  precisione  e mescolate  ad 
errori.  Marco  Marci  era  un  uomo  di  valore;  le  sue  idee  sulla 
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composizione  dei  moti  e degli  “ impulsi  erano  assai  notevoli 
per  quel  tempo.  Il  metodo  che  ha  seguito  per  ottenerle  è simile 
a quello  tenuto  più  tardi  da  Roberval.  Egli  parla  di  moti  par- 
zialmente eguali  ed  opposti  e di  moti  totalmente  opposti:  egli 
dà  la  costruzione  del  parallelogramma,  ecc.  ; ma  benché  parli 
di  un  moto  di  caduta  accelerato,  non  giunge  ad  esporre  con 
chiarezza  la  nozione  di  forza  e conseguentemente  anche  quella 
della  composizione  delle  forze.  Ad  onta  di  ciò  conosceva  tuttavia 
il  teorema  di  Galileo  sulle  cadute  lungo  le  corde  di  un 
cerchio,  alcuni  teoremi  sul  moto  del  pendolo,  la  forza  cen- 
trifuga, ecc.  I Discorsi  di  Galileo  erano  stati  pubblicati  un  anno 
prima;  ma  non  è presumibile  che  Marci  li  abbia  conosciuti,  poiché 
in  que’  tempi  la  guerra  dei  trent’anni  desolava  l'Europa  centrale. 
Se  si  ammettesse  che  Marci  li  avesse  conosciuti,  non  solo  i 
numerosi  errori,  che  contiene  il  suo  libro,  diverrebbero  allora  iu- 
comprensibili.  ma  bisognerebbe  prima  spiegare  come  nel  1648, 
nella  introduzione  del  suo  libro,  sentisse  ancora  il  bisogno  di 
difendere,  contro  il  gesuita  Baldassarre  Conradus,  il  teorema  delle 
corde  della  circonferenza.  Tutte  queste  circostanze  al  contrario 
si  spiegano  facilmente,  se  si  suppone  che  Marci,  uomo  di  una 
coltura  generale,  conoscesse  i lavori  di  Benedetti,  e se  si  sup- 
pone con  Wohlwill  (Zeitschr.  f.  Volkerpsych.,  1884,  XV,  p.  387  r 
che  si  fondasse  sui  lavori  anteriori  di  Galileo,  nei  quali  questi 
non  aveva  ancora  conseguito  una  compiuta  chiarezza.  Inoltre 
aggiungiamo  che  Marci  fu  assai  vicino  a scoprire  la  scomposi- 
zione della  luce,  che  fu  fatta  da  Newton.  I suoi  scritti  formano 
un  capitolo  interessante  ed  ancora  poco  studiato  della  storia  della 
fìsica. 

2.  Galileo  stesso  più  volte  aveva  tentato  di  verilicare  le  leggi 
dell’urto;  ma  non  vi  è riuscito  intieramente.  Egli  principalmente 
si  occupa  della  forza  di  un  corpo  in  moto  o,  secondo  la  sua 
espressione,  della  “ forza  di  percussione  „,  che  egli  tenta  di  pa- 
ragonare alla  pressione  di  un  peso  in  quiete  ed  a misurarla  con 
questa.  A tal  uopo  fece  un’esperimento  assai  ingegnoso,  del  quale 
ora  parleremo. 
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Un  vaso  I pieno  di  acqua  (fig.  157)  ha  nel  fondo  un  orifizio- 
chiuso.  Un  vaso  II  è sospeso  con  fili  sotto  il  primo,  e l’ insieme 
è tenuto  in  equilibrio  ad  una  delle  due  estremità  del  giogo  di 
una  biliincia.  Se  si  apre  l'orifizio  del  fondo  del  vaso  I,  l’acqua 
esce  e cade  in  IT.  Una  parte  del  peso  in  quiete  perciò  scom- 


& 


Fig.  157. 

pare  ed  è sostituita  dall’azione  dell’urto  sul  vaso  II.  Galileo  si 
riprometteva  una  deviazione,  del  giogo  della  bilancia,  che  gli 
avrebbe  permesso  di  determinare  l’effetto  dell’urto,. ristabilendo 
l’equilibrio  mediante  pesi  addizionali.  Egli  rimase  molto  sorpreso 
di  non  vedere  alcuna  deviazione,  e sembra  che  non  sia  riuscito 
a spiegarsi  chiaramente  questo  fenomeno. 

3.  Oggi  naturalmente  questa  spiegazione  non  presenta  alcuna 
difficoltà.  Da  una  parte  l’apertura  dell’orefizio  provoca  una  di- 
minuzione di  pressione,  dovutaa  questi  fattori  f°  al  fatto  che  il 
peso  della  colonna  d’acqua  sospesa  nell’aria  è perduto  ; e 2°  ad 
una  pressione  verso  l’alto  prodotta  dalla  reazione  del  liquido  che 
esce  (precisamente  come  avviene  in  una  ruota  di  Segner);  ma 
dall’altra  si  produce:  3°  un  aumento  di  pressione,  dovuto  all’azione 
del  getto  sul  fondo  del  vaso  II.  Perciò  innanzi  che  la  prima 
goccia  di  acqua  raggiunga  il  vaso  II,  avvi  solo  una  dimi- 
nuzione di  pressione  ; ma  questa  pressione  viene  subito  compen- 
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sata,  quando  l’apparecchio  è in  completa  azione.  Galileo  seppe 
solo  osservare  la  diminuzione  iniziale. 

Supponiamo  l’apparecchio  in  azione.  Indichiamo  con  h l’al- 
tezza del  liquido  nel  vaso  I,  con  v la  velocità  di  efflusso,  con  k 
la  distanza  del  fondo  del  vaso  I dal  livello  del  liquido  nel  vaso  II, 
con  iv  la  velocità  del  getto  nel  punto  in  cui  giunge  a questo 
livello,  con  a la  superficie  dell’orifizio,  con  s il  peso  specifico 
del  liquido  e con  g l’accelerazione  della  gravità.  Per  calcolare 
Il  1°  l'attore  si  osserva  che  v corrisponde  alla  velocità  conseguita 
da  una  caduta  di  altezza  h\  è facile  di  rappresentarsi  questa 
caduta  come  continuata  fino  in  k.  La  durata  della  caduti 
dal  vaso  I al  vaso  II  è quindi  la  differenza  fra  le  durate  delle 
cadute  di  un  corpo  da  un’  altezza  h le,  e da  un’  altezza  h. 
Durante  questo  tempo  un  cilindro  liquido  di  base  a esce  con  ima 
velocità  v.  Il  1°,  cioè  il  peso  della  colonna  di  acqua  sospesa 
nell’aria,  è quindi: 


Ugh 

Per  calcolare  il  2°  partiremo  dall’equazione  ben  nota  mv  = pt. 
Supponiamo:  < = 1:  essa  dà  mv  — p , cioè  che  la  pressione  di 
reazione  esercitata  sopra  I verso  l'alto  è eguale  alla  quantità  di 
moto  impartita  nell’unità  di  tempo  alla  vena  liquida. 

Ci  serviremo  dell’unità  di  peso  come  unità  di  forza,  scegliendo 
così  il  sistema  di  unità  terrestri.  Il  2°  prende  allora  la  forma 

(av.—  ).  v — p,  espressione  nella  quale  la  parentesi  rappresenta 

la  massa,  che  esce  durante  l’unità  di  tempo.  Si  ha  d’altronde: 

|oi> . — j v = a J/S  . — . J / 2 gh  = 2 ahs . 

Troveremo  in  un  modo  analogo  il  3°,  cioè  la  pressione  esercitata 
sul  vaso  II: 

7 = ( . — ) tv  = a . — | 2gh  . j 2 g(h  + k)  = 2as  J h{h  + k) . 


'2  (h  + k) 
g 


2h 

g 


« s = 2a  » [ | A (h  -(-  k)  — à ] 
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Il  cambiamento  della  pressione  totale  è dunque: 

2as  [ [ li  ( h k)  — /»]  — 2 ahs  2 as  fhth  -{-  /,•), 

esso  è identicamente  nullo,  poiché  le  tre  parti,  di  cui  esso  si 
compone,  si  distruggono  reciprocamente  fra  loro.  Dunque  si  vede 
che  Galileo  poteva  ottenere  solo  un  risultato  negativo. 

Rispetto  al  secondo  termine  di  questa  somma  è necessaria 
ancora  una  piccola  osservazione.  Si  potrebbe  pensare  che  la  pres- 
sione perduta  mediante  l'apertura  dell’orifizio  è ahs  e non  2 ahs, 
ma  questa  concezione  statica  è totalmente  inapplicabile  al  pro- 
blema dinamico,  di  cui  ci  occupiamo.  La  gravità  non  imprime 
istantaneamente  la  velocità  v alle  molecole  liquide,  che  escono, 
ma  questa  velocità  è generata  dalie  pressioni  reciproche  di  queste 
ultime  "molecole  e quelle  che  rimangono,  e si  può  determinare 
la  pressione  solo  mediante  la  quantità  di  moto.  L’erronea  intro- 
duzione del  valore  di  ahs  si  rileverebbe  subito  dalle  contraddi- 
zioni. 

Se  il  modo  di  esperimentare  di  Galileo  fosse  stato  meno  ele- 
gante, egli  avrebbe  potuto  senza  difficoltà  determinare  la  pres- 
sione di  un  getto  liquido  continuo  ; ma  egli,  come  subito  se  ne 
persuase,  non  avrebbe  mai  potuto  neutralizzare  con  una  pres- 
sione l’effetto  dell’urto  istantaneo.  Ora  consideriamo  con  Galileo  un 
corpo,  che  cade  liberamente  : esso  acquista  una  velocità  propor- 
zionale alla  durata  della  caduta.  Inoltre  benché  minima  la  velocità 
ha  bisogno  di  un  certo  tempo  per  essere  prodotta  (proposizione  che 
era  ancora  contestata  da  Mariotte).  Un  corpo  animato  da  una 
velocità  verticale  verso  l’alto  salirà  per  un  tempo  determinato 
dalla  grandezza  della  sua  velocità,  e quindi  percorrerà  un  certo 
spazio  in  alto.  Il  corpo  più  pesante,  animato  dalla  minore  velocità 
verticale  verso  l’alto  sale,  per  quanto  sia  poca,  in  senso  contrario 
alla  forza  di  gravità.  Se  dunque  un  corpo,  per  quanto  immaginar  si 
possa  pesante,  riceve  un  impulso  istantaneo  verso  l’alto  per  mezzo 
della  caduta  di  un  corpo,  piccolo  quanto  si  voglia,  in  moto  ed  ani- 
mato da  una  velocità,  piccola  a piacere,  questo  corpo  pesante  si  ab- 
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baudonerà  al(|uanto  verso  l’alto.  Quindi  il  più  piccolo  urto  può  su- 
perare la  più  /rande  pressione,  e si  può  dire,  secondo  l’espres- 
sione di  Galileo,  che  la  forza  dell’urto  è infinitamente  grande 
rispetto  a quella  della  pressione.  Talvolta,  basandoci  su  rpiesto 
risultato,  si  è rimproverato  a Galileo  il  difetto  di  oscurità:  al 
contrario  esso  è la  prova  evidente  del  suo  grande  acume  intel- 
lettuale. Presentemente  diremo  che  la  forza  dell’urto,  l’impulso, 
la  quantità  di  moto  niv  sono  grandezze  di  differenti  dimensioni 
dalla  pressione  p.  La  dimensione  della  prima  è mìt  1 ; quella 
della  seconda  mlt  '-.  In  realtà  il  rapporto  della  pressione  all'im- 
pulso dovuto  all’urto  si  può  paragonare  al  rapporto  di  una  linea 
ad  una  superfìcie.  La  pressione  è p.  l’impulso  dovuto  all’urto  è pt. 
Senza  usare  il  linguaggio  matematico,  sarebbe  assai  difficile  di 
esprimersi  in  modo  migliore  eli  quello  di  Galileo.  Ora  si  vede 
anche  perchè  si  possa  in  realtà  misurare  mediante  una  pressione 
l’urto  di  un  getto  continuo  di  liquido.  Infatti  si  confronta  una 
quantità  di  moto  distrutta  per  secondo  di  tempo  con  la  pressione 
agente  per  secondo  di  tempo,  le  quali  sono  due  grandezze  omo- 
genee della  forma  pt. 

4.  Il  primo  sistematico  studio  delle  leggi  dell'urto  è dovuto 
alla  iniziativa  della  Società  Reale  di  Londra  (1668).  Tre  eminenti 
fisici  Wallis  (26  nov.  1668),  Wren  (17  dee.  1668)  ed  Huvgens 
(4  genn.  1669)  risposero  all'invito  della  Società,  presentando  delle 
Memorie  in  cui  esponevano  le  leggi  dell'urto,  indipendentemente 
l'uno  dall’altro.  Wallis  studia  solo  l’urto  dei  corpi  anelastici, 
Wren  ed  lluvgens  si  occupano  solo  dei  corpi  elastici.  Prima 
della  pubblicazione  Wren  aveva  verificato  sperimentalmente  i 
suoi  teoremi  che,  in  sostanza,  si  accordavano  con  quelli  di  Huvgens. 
Queste  sono  le  esperienze,  cui  Newton  si  riferisce  nei  suoi  Prin- 
cipia. Subito  dopo  Mnriotte  le  descrive  sotto  una  forma  più  ampia 
nel  suo  trattato:  Sur  le  choc  des  corps. 

Wallis  parte  dal  principio  fondamentale  che  il  momento 
prodotto  della  massa  (pondus)  per  la  velocità  (celeri tasi,  co- 
stituisce la  condizione  determinante  nel  fenomeno  dell’  urto. 
Questo  momento  determina  la  forza  dell’urto.  Se  due  corpi  ane- 


- 335 


(astici  e di  momenti  eguali  si  incontrano,  si  ha  equlibrio  dopo 
l'urto;  se  i due  corpi  hanno  i momenti  diseguali,  la  differenza 
di  questi  ultimi  dà  il  momento  dopo  l'urto  ed  il  quoziente 
di  questo  momento  per  la  somma  delle  masse  dà  la  velocità  finale. 
Wallis  pubblicò  in  seguito  la  sua  teoria  in  un  altro  trattato 
{Medianica  aire  ile  mola.  Londra,  1(371).  Oggi  tutti  questi  teo- 
remi sono  espressi  mediante  la  formula: 

me  -j-  mV 

u — , 

tn  + in' 

ove  m ed  ni'  sono  le  masse  che  si  urtano,  v e v le  loro  velocità 
prima  dell’urto,  ed  u la  velocità  comune  dopo  l'urto. 

5.  Le  idee  che  condussero  Huvgens  ai  suoi  risultati  si  pos- 
sono trovare  chiaramente  in  un  suo  trattato  postumo:  De  mota 
corporata  ex  percussione  (1703).  Le  esamineremo  ora  partita- 
mente.  Huvgens  procede  dalle  ipotesi  seguenti: 

1°  11  principio  d’inerzia. 

2“  Se  due  corpi  elastici,  animati  da  velocità  eguali  ed  op- 
poste, si  incontrano,  essi  si  separano  con  velocità  eguali  alle  pre- 
cedenti. 

3°  Tutte  le  velocità  devono  essere  ihisurate  solo  relativa- 
mente. 

4°  Un  corpo  maggiore  che  urta  un  corpo  minore  in  quiete 
gli  comunica  una  certa  velocità,  perdendo  una  parte  della  sua 
propria  velocità. 

5°  Se  uno  dei  due  corpi,  che  partecipa  all’urto,  conserva 
la  sua  velocità,  la  conserva  pure  l'altro. 

Ora  immaginiamo  con  Huvgens  due  masse  elastiche  eguali, 
che  si  urtano  con  velocità  e eguali  ed  opposte.  Dopo  l’urto  esse 
rimbalzano,  conservando  le  loro  stesse  velocità  cambiate  di  di- 
rezione. Huvgens  ha  ragione  di  ammettere  questa  ipotesi  senza 
volerla  di  mostra  re.  La  sola  esperienza  può  dirci  che  esistono  i 
corpi  elastici,  che  riprendono  la  loro  forma  dopo  l'urto  e che  in 
questo  fenomeno  non  perdono  alcuna  quantità  apprezzabile  di 
forza  viva.  Ora  Huvgens  immagina  che  questa  esperienza  si  faccia 
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sopra  una  barca,  che  si  muove  con  la  velocità  o.  Per  l'osservatore 
posto  nella  barca  si  verifica  intieramente  ciò  che  si  è già  de- 
scritto; ma  per  l’osservatore,  che  si  trova  fuori  di  essa,  le  velo- 


Incisione  ricavata  dall’opera  di  Huygent:  “ De  perciueione.  „ 


cità  delle  due  sfere  elastiche  prima  dell'urto  sono  2v  e o,  e dopo 
o e 2 v.  Dunque  un  corpo  elastico,  urtando  un  altro  corpo  ela- 
stico di  massa  eguale  ed  immobile,  gli  comunica  tutta  la  sua 
velocità  e si  trova  in  quiete  dopo  l’urto.  Se  ora  si  suppone  che 
la  barca  si  muova  con  una  velocità  n qualunque,  le  velocità  delle 
sfere  elastiche  saranno,  per  l'osservatore  rimasto  sulla  riva,  prima 
dell’urto:  u v e u — v , e dopo:  n—v  ed  >i  -+- v.  Ora  a -f-  v 
ed  u — v sono  velocità  assolutamente  qualunque ; quindi  se  ne 
inferisce  che  nell’urto  due  masse  elastiche  eguali  cambiano  le 
loro  velocità. 

Galileo  aveva  già  mostrato  che  un  corpo  per  quanto  grande 
in  quiete  è posto  in  moto  da  un  corpo,  per  quanto  piccolo,  che  lo 
venga  ad  urtare.  Huvgens  fa  vedere  inoltre  che  Y avvicinamento 
prima  dell’urto,  e l’ allontanamento  dopo  l'urto  si  compiono 
con  la  stessa  velocità  relativa.  Supponiamo  che  un  corpo  di 
massa  m,  animato  da  una  velocità  v,  urti  un  corpo  di  massa 
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ignota,  che  gli  comunica.  M in  quiete;  sia  w la  velocità 
ancora  Per  dimostrare  il  suo  teorema  Huvgens  immagina 
che  l’esperimento  sia  fatto  sopra  una  barca,  che  si  muova 

con  la  velocità  — nella  direzione  di  M verso  tri.  Allora 


le  velocità  iniziali  sono:  v — e — , le  velocità  linali  io  e 

2 2 

w 

4~  — . Quindi  .M  non  ha  cambiato  il  valore  della  sua  velocità. 


ma  solo  il  suo  segno:  onde,  giacché  non  è perduta  alcuna  forza 
viva  nell’urto,  m deve  avere  cambiato  solo  il  segno  della  sua 

velocità.  Le  velocità  linali  quindi  sono:  — (v — —le  4- — . 

v ' 2 ' 2 


Dunque  in  realtà  la  velocità  relativa  dell’avvicinamento  prima 
dell’urto  è uguale  alla  velocità  relativa  della  separazione  dopo 
che  esso  è avvenuto.  In  tutti  i casi,  qualunque  sia  il  cambiamento 
di  velocità  che  subisce  l’uno  dei  corpi,  si  potrà, 
mercè  questa  Unzione  di  un  battello  in  moto, 
considerare  come  eguali,  astrazion  fatta  del  segno, 
le  velocità  prima  e dopo  l’urto.  Dunque  il  teo-  ~ y 0 

rema  è generale.  fig.  ino. 

Se  due  masse  M ed  m si  scontrano  con  le  velocità  V e v 


m 

O 


O 


inversamente  proporzionali  alle  masse,  M rimbalzerà  con  la 
velocità  V ed  ni  con  la  velocità  v.  Infatti  siano  V,  e u,  le 
velocità  dopo  l’urto;  si  ha  per  il  teorema  precedente: 


V + v = V,  -f  *>, , 

e per  il  teorema  delle  forze  vive  : 

yM.V* -)-£■»».  i>*=  “ M . V,-  + -*  m . v‘ . 

Si  faccia  v,  = v-\ -w,  quindi  V,  = V — to;  allora  l’ultima  egua- 
glianza diviene: 

— MVJ  + — mv*  = MV,*  -(-  ~ mv,‘  =-^~  MV*  -f-  — - nw‘  4- 
« 2 2 2 2 2 

4"  \ <M  4- m) t0" . 


22 


- 338  - 


questuiti  ma  eguaglianza  può  verificarsi  solo  quando  è ir  = o , 
ciò  che  dimostra  il  teorema.  La  dimostrazione  di  Huygens  si 
basa  sul  confronto  delle  altezze,  cui  possono  salire  i corpi  prima  e 
dopo  l'urto.  Se  le  velocità  dei  corpi  che  si  urtano  non  sono  iu  ragione 
inversa  delle  masse,  esse  si  possono  ridurre  a questo  rapporto 
mediante  la  finzione  del  battello  in  moto.  Quindi  il  teorema  con- 
tiene tutti  i casi. 

La  conservazione  della  forza  viva  nell  urto  fu  enunciata  da 
Huygens  in  uno  dei  suoi  ultimi  teoremi  (TI),  che  egli  poi  co- 
municò alla  Società  Reale  di  Londra.  Tuttavia  è incontestabile 
che  il  teorema  delle  forze  vive  già  costituiva  la  base  dei  teo- 
remi precedenti. 

Nello  studio  di  un  fenomeno  A avviene  che  gli  elementi 
di  esso  ci  sembrano  come  già  dati  da  un  altro  fenomeno  15.  Lo 
studio  di  A allora  sembra  come  un’applicazione  dei  principii  già 
noti.  Ma  possiamo  incominciare  la  nostra  ricerca  con  A stesso, 
e siccome  la  natura  è in  tutto  uniforme,  possiamo  giungere  a 
questi  stessi  principii  mediante  il  fenomeno  A.  L urto  essendo 
stato  studiato  contemporaneamente  agli  altri  fenomeni  meccanici, 
fornisce  esempio  di  ambedue  i modi  di  scoperta. 

È facile  anzitutto  convincersi  che  i fenomeni  dell’urto 
possono  essere  compiutamente  trattati  — solo  con  un  minimum 
di  nuove  esperienze  — col  sussidio  dei  principii  di  Newton, 
alla  scoperta  dei  quali  lo  studio  dell  urto  ha  contribuito  non 
ostante  che  essi  si  fondino  su  altra  base.  Queste  nuove  espe- 
rienze, che  sono  contenute  nei  principii  di  Newton,  ci  inse- 
gnano semplicemente  che  vi  sono  corpi  elastici  e corpi 
anelastici.  Una  pressione  qualunque  fa  variare  la  forma  dei 
corpi  anelastici  senza  che  essa  si  ripristini;  nei  corpi  ela- 
stici ad  ogni  forma  del  corpo  corrisponde  un  sistema  de- 
terminato di  pressioni,  cosicché  un  cambiamento  di  pres- 
sione sia  connesso  ad  un  cambiamento  di  forma  e recipro 
camente.  1 corpi  elastici  riprendono  la  loro  primiera  forma  ; e le 
forze  capaci  di  cambiare  la  forma  dei  corpi  agiscono  solo  quando 
questi  sono  a contatto. 
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Si  considerino  due  masse  anelastiche  M ed  ni,  che  si  muo- 
vono con  le  velocità  rispettive  V e v.  Se  queste  masse  vengono 
a.  contatto,  animate  da  velocità  disuguali,  allora  si  stabiliranno 
nel  sistema  (M,  m)  delle  forze  de  formatrici.  Queste  forze  non 
alterano  la  quantità  di  moto  e non  cambiano  nulla  nel  moto  del 
baricentro.  Le  deformazioni  cessano  quando  si  stabilisca  di  una 
velocità  comune  e,  nei  corpi  anelastici,  le  forze,  che  hanno  pro- 
dotto queste  deformazioni,  allora  si  annullano.  So  ne  inferisce 
che  la  velocità  u dopo  l’urto  è data  dall’equazione: 


da  cui  si  ha: 


M . u -)-  ih  . u = M . V -j-  ni . v , 


MV  4-  me 
M -f  n%~  ’ 


che  è la  regola  di  Wallis. 

Ora  supponiamo  che  si  osservi  il  fenomeno  dell'urto  senza 
conoscere  i principi]’  di  Newton.  Noi  scopriremo  subito  che  nel- 
1 urto  avvi  solo  le  velocità,  che  ne  sono  i fattori  determinanti, 
ma  ancora  un’altra  caratteristica  dei  corpi  (il  peso,  la  gravità, 
la  massa  ossia  pomi  un.  nwìes,  massa).  Questa  osservazione  ci  per- 
mette di  spiegare  facilmente  i casi  semplici.  Supponiamo  che  si 
scontrino  due  corpi  di  egual  peso  o di  stessa  massa, 

animati  di  eguali  ed  opposte  velocità.  Se  dopo  l’urto  - < 

questi  corpi  non  si  separano  più,  ma  hanno  una  ( ) y) 

velocità  comune,  la  sola  velocità  comune  determi-  ln  m 

nata  in  un  modo  unico  dopo  l’urto  è la  velocità  r>a'  101' 
zero.  Se  ora  osserviamo  che  il  fenomeno  dipende  solo  dalle  dif- 
ferenze di  velocità,  cioè  dalle  velocità  relative,  allora  potremo 
lacibnente  spiegare  molti  altri  casi,  immaginando  un  moto  fit- 
tizio delle  cose  circostanti,  moto,  che  secondo  la  nostra  espe- 


rienza. non  ha  alcun  effetto.  Cosi  due  masse  anelastiche,  eguali 
di  velocità  v e o,  o v e v',  hanno  dopo  l’urto  una  velocità  co- 
v v -f-  v'  ’ > 

mime  — o — E superfluo  l’osservare  che  queste  deduzioni 
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non  si  possono  lare  che  dopo  avere  prima  ili  ogni  ultra  cosa 
riconosciuto  i tratti  essenziali  e caratteristici  del  fenomeno. 

Per  giungere  all’urto  di  masse  ineguali  non  basterà  solo  di 
aver  osservato  che  la  massa  ha  un'azione  in  generale , ma  biso- 
gnerà ancora  che  l’esperienza  conosca  il  modo  di  questa  azione. 
Supponiamo  ad  esempio,  che  due  corpi  di  masse  1 e .3  si  scon- 
trino con  le  velocità  v e V ; si  potrà  fare  il  ragionamento  se- 
guente: nella  massa  3 isoliamo  una  massa  1 (fig.  162),  e facciamo 
prima  avvenir  l’urto  della  massa  1 contro  la  massa  1;  la  velocità 


debbono  ancora  conseguire  velocità  eguali,  che  sono  ' ^ e V; 

lo  stesso  principio  dà  pure: 


v -)-  3V  v -f-  3V 
4 = 1+3 


Ora  consideriamo  più  generalmente  due  masse  m ed  m',  che 
nella  figura  163  rappresentiamo  mediante  lunghezze  orizzontali 
proporzionali.  Siano  v e v'  le  loro  velocità,  che  rappresentiamo 


m ìfi7 

Fig.  163. 


Fig.  162. 


colle  ordinate,  innalzate  rispettivamente suU’estremità  dei  segmenti 
rettilinei,  che  rappresentano  le  masse  corrispondenti.  Se  è m < mi, 
isoliamo  in  m'  una  parte  eguale  ad  in.  Lo  scontro  di  m con  m 


dicato  dalla  liuea  punteggiata.  Procediamo  analogamente  col  ri- 
manente m’  — m : isoliamo  in  2 m una  parte  eguale  a m!  — mi 
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otterremo  una  massa  2 m — ( m ' — iti)  animata  da  una  velocità 


v -|-  v' 


f)  1 V* 

— - — , ed  una  massa  2(w  — in'),  la  cui  velocità  è • 


Possiamo  continuare  a questo  modo,  finché  non  siamo  giunti 
ad  una  velocità  comune  u per  l’ intiera  massa  in  -f-  ni.  La  fi- 
gura mostra  molto  chiaramente  che  si  giunge  all’equazione 
(in  ni)  u = mv  m'v',  che  rappresenta  l’eguaglianza  della  su- 
perficie. Ma  è evidente  che  questo  metodo  di  dimostrazione  non 
si  può  seguire  intieramente  che  se,  prima  di  ogni  altra  cosa, 
\u\  esperienza  qualunque  non  ci  abbia  quasi  condotto  a ricono- 
scere che  il  fattore  determinante  sia  la  somma  mv  -f-  fflV,  cioè 
non  ci  abbia  quasi  data  la  forimi  dell’azione  di  m o di  v.  Inoltre 
se  si  fa  astrazione  dei  principii  di  Newton,  è impossibile  di  evitare 
altre  esperienze  specifiche  sul  significato  del  prodotto  mv,  che 
sono  equivalenti  a questi  principii  e possono  sostituirli. 

7.  L'urto  delle  masse  elastiche  si  può  anche  studiare  mediante 
i principii  newtoniani.  Basta  osservare  che  nei  corpi  elastici  ogni 
variazione  di  forma  dà  origine  n forze  di  resti! azione , intima- 
mente connesse  alla  deformazione  e tendenti  a ristabilire  la  forma 
primitiva.  Il  contatto  dei  corpi  animati  di  velocità  differenti  dà 
pure  origine  a forze,  che  tendono  a rendere  eguali  queste  velo- 
cità, ed  è precisamente  su  questo  fenomeno  che  si  fonda  la  così 
detta  impenetrabilità  della  materia.  Se  due  masse  elastiche  M 
ed  m si  scontrano  colle  velocità  rispettive  C e c,  si  produce  una 
deformazione,  che  cessa  solo  all’istante,  in  cui  le  due  velocità 
divengono  eguali.  Queste  forze,  nate  dal  contatto  de’  corpi,  sono 
forze  interne,  che  non  cambiano  nè  la  quantità  di  moto,  nè  il 
moto  del  baricentro;  così  abbiamo  per  la  velocità  comune  dei 
corpi  all’istante,  in  cui  cessa  la  deformazione: 


M . C + m . c 
M -{-  ni 


Ma  i corpi  elastici  riprendono  la  loro  forma  primitiva.  Nei 
corpi  perfettamente,  elastici  queste  stesse  forze  ritorneranno  su- 
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bito  ad  agire,  durante  lo  stesso  tempo  e lungo  lo  stesso  spazio 
elementari,  ma  in  un  ordine  precisamente  inverso.  Supponendo 
che  il  corpo  M abbia  la  maggior  velocità  e raggiunga  m , esso 
riceverà  di  nuovo  la  diminuzione  di  velocità  C — u nello  stesso 
tempo  che  ni  riceverà  nuovamente  F incremento  u — c.  Quindi 
si  ha  per  le  velocità  V e v dopo  l'urto: 

V = u ■ — (C—  u)  = 2m  — C , «=«  + (»/  — c)  = 2u  — c, 


ossia  : 


M . 0 + m i2c  — C) 
il  -)-  m 


ni . c -f-  M (2C  — c) 
M -f-  m 


v 


Se  in  queste  formule  facciamo  M ni.  si  ha: 


onde  due  masse  eguali  cambiano  le  loro  velocità  nel  feuomeno 


• jvi  c 

dell’urto.  Nel  caso  particolare  in  cui  — = — — « , ossia  M . (J  -f- 

»»  r* 


m C 

-f-  ni  ■ c = o , si  sa  che  è « = o,  allora  si  ha  quindi: 

V = 2u  — C = — C , n = 2 c — c = — c . 


Onde  le  masse  rimbalzano  con  le  velocità  che  avevano  prima 
dell'incontro,  ma  dirette  in  direzioni  contrarie.  Lavvicinameuto 
delle  due  masse,  animate  di  velocità  V,  e c , contate  positiva- 
mente nella  stessa  direzione,  si  compie  con  la  velocità  C c , 
ed  il  loro  allontanamento  con  la  velocità  V — v\  ora  i valori 
V — 2m  — C e v =-  2 n — c mostrano  che  è : 


V — « = — (C  — c) . 


Quindi  le  velocità  relative  di  avvicinamento  e di  allontana- 
mento sono  eguali.  Le  stesse  espressioni  di  Yen  danno  anche 
assai  semplicemente  i due  teoremi  : 


M . V -}-  m . v = M . C -j-  m . c . 
M . V*  -)-  tn . v*  = JI . Ca  -j-  ni . e* . 
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Onde  la  quantità  di  muto  contata  nella  stessa  direzione  rimane 
identica  prima  e dopo  Furto,  come  la  forza  vico.  I principii  di 
Newton  perciò  conducono  a tutti  i risultati  di  lluygens. 

8.  Se  vogliono  d'altra  parte  studiare  le  leggi  dell'urto  se- 
condo il  punto  di  vista  di  Huygens.  Insogna  prima  fare  le  con- 
siderazioni seguenti:  L’altezza,  a cui  può  salire  il  centro  di  gra- 
vità di  un  sistema  di  masse,  è data  dalla  forza  viva  — I m v’ . 

& 


Quando  le  forze  eseguiscono  un  lavoro,  cioè  quando  le  masse  del 
sistema  si  muovono  nelle  direzioni  delle  forze,  questa  somma 
aumenta  di  una  quantità  eguale  al  lavoro  fatto;  quando  i moti 
delle  masse  si  fanno  nelle  direzioni  contrarie  delle  forze,  ciò  che 
si  esprimerà  dicendo  che  le  forze  subiscono  un  lavoro,  questa 
somma  diminuisce  di  una  quantità  eguale  al  lavoro  subito.  Perciò, 
finche  la  somma  algebrica  dei  lavori  eseguiti  o subiti  non  cambia, 
qualunque  siano  d’altronde  gli  altri  cambiamenti  che  si  possono 


i criticare,  la  somma  — lmr‘  rimane  pure  invariata.  Giacché 


Huygens  osservando  che  questa  proprietà  dei  sistemi  materiali,  che 
aveva  scoperto  nelle  sue  ricerche  sul  pendolo,  si  verificava  nel 
caso  dell’t/rfo,  dovè  subito  dedurne  che  la  somma  delle  forze 
vive  era  la  stessa  prima  e dopo  l’urto.  Poiché,  nelle  reciproche 
deformazioni  dei  corpi  che  lo  compongono,  il  sistema  materiale 
subisce  lo  stesso  lavoro,  che  quello  che  esso  fa  quando  si  rista- 
biliscono le  primiere  forme,  purché  questi  corpi  sviluppino  solo 
forze  intieramente  determinate  dalle  loro  forme,  e che  ripristi- 
nino le  loro  forme  con  queste  stesse  forze,  che  essi  avevano  im- 
piegate durante  la  deformazione.  Ma  solo  una  esperienza  speciale 
può  far  conoscere  che  le  cose  vadano  appunto  così.  La  legge 
d’altra  parte  è solo  valida  per  i corpi  perfettamente  elastici. 

Queste  considerazioni  forniscono  quasi  subito  gran  parte  delle 
leggi  dell'urto  enunciate  da  Huygens.  Due  masse  eguali,  che 
s’incontrano  con  velocità  eguali  ed  opposte,  rimbalzano  con 
le  stesse  velocità.  Le  velocità  dopo  l'urto  sono  determinale  in 
modo  unico  solo  quando  esse  sono  eguali  fra  loro,  e soddi- 
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sfano  al  principio  delle  forze  vive  solo  quando  sono  le  stesse 
prima  e dopo  l’urto.  Inoltre  è evidente  che  se  per  l’urto  una 
delle  due  masse  disuguali  cambia  solo  il  segno  della  sua  velo- 
cità e non  la  sua  grandezza,  l’altra  massa  allora  deve  presentare 
lo  stesso  fenomeno;  quindi  ne  consegue  che  la  velocità  di  avvi- 
cinamento dei  due  corpi  è uguale  a quella  di  separazione.  Tutti 
i casi  possibili  possono  essere  ricondotti  a quest’ultimo;  infatti, 
siano  c e c le  velocità  della  massa  m (prese  coi  loro  segni) 
prima  e dopo  l’urto;  basterà  supporre  che  il  sistema  dei  due 
corpi  riceva  una  velocità  u tale  che  sia  u + c = — (u  -f-  c'), 
c c 

cioè:  u — ■ , — ' Quindi  si  può  sempre  animare  il  sistema  dei 

due  corpi  di  una  velocità  di  traslazione,  per  cui  la  velocità  di 
una  delle  due  masse  cambierà  solo  di  segno.  Cosi  il  teorema  del- 
l’eguaglianza delle  velocità  relative  di  avvicinamento  e di  allon- 
tanamento è generale. 

Siccome  il  sistema  delle  concezioni  di  Huygens  non  era  in- 
tieramente compiuto,  egli  fu  obbligato,  come  già  si  è detto,  di  ricor- 
rere in  certo  qual  modo  al  sistema  di  nozioni  di  Caldeo  e Newton, 
come,  ad  esempio,  nel  caso  in  cui  il  rapporto  delle,  velocità  delle 
due  masse,  che  si  scontrano,  non  è dato  a priori.  Così  troviamo 
una  tacita  applicazione  dei  concetti  di  massa  e di  quantità  di 
moto  nel  teorema,  secondo  il  quale  le  velocità  cambiano  solo  i 

Me 

loro  segni,  quando  si  ha:  — = — Se  Huvgens  si  fosse  intie- 
ra C 

rumente  ristretto  al  suo  proprio  punto  di  vista,  egli  a stento 
avrebbe  saputo  scoprire  questo  semplice  teorema,  benché  gli 
fosse  stato  possibile,  avendolo  scoperto,  di  dimostrarlo  senza  ri- 
correre ad  altri  concetti.  Infatti  si  può  osservare  che  in  questo 
caso,  poiché  sono  eguali  le  quantità  di  moto  e di  segni  contrari, 
la  velocità  dell' insieme  dopo  la  deformazione  totale  sarà  nulla, 
cioè  u = o.  Ma  questa  deformazione  producendosi  subito  in  senso 
contrario,  ed  il  lavoro  eseguito  essendo  uguale  a quello,  che  il 
sistema  subisce,  sono  restituite  le  stesse  velocità  con  segui  con- 
trari. 
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Questo  caso  particolare  fornirà  il  caso  generale,  se  s’ imma- 
gina che  il  sistema  delle  due  masse  sia  animato  di  una  velocità 
di  traslazione.  Si  rappresentino  le  masse  che  si  urtano  con  BO  - SI 
ed  AC  = m (fig.  164),  le  loro  velocità  rispettive  con  AD  = C, 
e BE  - c.  S’ innalzi  la  perpendicolare  CF 
su  AB.  e per  F conduciamo  ad  AB  la  pa- 
rallela ad  IK.  Si  ha: 


IB 


m . (C  — c) 
M -f-  m 


K E 


M . (C  — c) 
M -|-  m 


Fig.  164. 


Se  ora  supponiamo  che  le  masse  M ed  m 
si  urtino  con  le  velocità  ID  e KE,  mentre 
contemporaneamente  impartiamo  al  sistema  delle  due  masse  la 
velocità: 


,/  = Al  = KB  = C - 


m (C  — c) 

M -)-  m 


M (('  — c)  M.C  + m.c 
M -f-  in  M -f-  m 


si  vede  che,  qualunque  siano  le  velocità,  questo  caso  è il  caso 
speciale  per  l'osservatore,  che  si  muove  con  la  velocità  a,  ed  il 
caso  generale  per  l’osservatore  immobile.  Le  formule  generali 
dell  urto,  che  abbiamo  dato  più  sopra,  risultano  immediatamente 
da  queste  considerazioni;  si  ottiene: 


V-AO-O- 

M -f-  m M ni 


v = BH  = 0 + 2 


M (C  - c) 

M -)-  m 


me  AI  (2C  — c.) 
M m 


Il  metodo  così  fecondo  di  Huygens,  che  consiste  nell’uso  di 
una  velocità  fittizia,  proviene  dall’osservazione  che,  senza  diffe- 
renza di  velocità,  i corpi  non  agiscono  l’uno  sull’altro  coll’urto. 
Tutte  le  forze  dell’urto  sono  determinate  dalle  differenze  di  ve- 
locità (come  tutte  le  azioni  di  trasmissione  del  calore  mediante 
le  differenze  di  temperatura).  Siccome  le  forze  non  determinano 
delle  velocità,  ma  solo  cambiamenti  di  esse,  si  vede  che  nell’urto 
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si  tratterà  sempre  solo  di  differenze  di  velocità.  È indifferente 
di  calcolare  le  velocità  relativamente  all’uno  o all'altro  dei  due 
corpi.  Infatti  una  esatta  ricerca  fa  vedere  spesso  l' identità  dei 
casi  dell’urto,  che  si  erano  dapprima  creduti  differenti  a causa 
della  mancanza  di  pratica. 

Similmente,  la  capacità  d'azione  di  un  corpo  in  moto,  la  quale 
sia  che  si  misuri  mediante  la  quantità  di  moto,  se  si  considera 
la  durata  dell'azione,  sia  che  si  misuri  mediante  la  forza  viva, 
se  si  considera  il  suo  cammino,  non  ha  alcun  senso,  finché  si 
tratta  di  uti  sol  corpo.  Questo  concetto  acquista  significato  sol 
quando  s’ introduce  un  secondo  corpo,  e d’allora  in  poi  il  fattore 
determinante  è per  il  primo  caso  la  differenza  delle  velocità,  e 
per  il  secondo  il  quadrato  di  questa  differenza.  La  velocità  rap- 
presenta un  livello  fisico , come  la  temperatura,  la  funzione  po- 
tenziale, ecc. 

Inoltre  bisogna  osservare  che  Huvgens  avrebbe  fin  da  prin- 
cipio potuto  fare,  per  mezzo  dei  fenomeni  dell’urto,  le  stesse 
esperienze,  cui  fu  condotto  dalle  sue  ricerche  sul  pendolo.  In 
ogni  caso  avvi  una  cosa  ed  una  cosa  sola  da  fare  ed  è questa: 
riconoscere  in  tutti  i fenomeni  gli  stessi  elementi,  o,  se  si  vuole, 
ritrovare  in  un  fenomeno  gli  elementi  di  un  fenomeno  già  noto. 
Sono  precisamente  le  circostanze  storiche  accidentali,  che  deter- 
minano il  fenomeno  preso  per  punto  di  partenza. 

{).  Porremo  termine  a questo  esame  delle  leggi  dell  urto  con 
alcune  osservazioni  più  generali.  La  somma  delle  quantità  di 
moto  si  conserva  nell’urto  tanto  nel  caso  dei  corpi  anelastici,, 
quanto  nel  caso  di  quelli  elastici.  Ma.  come  lo  fece  osservare 
1 1 ut-gens  pel  primo,  (pii  non  si  deve  intendere  la  conservazione 
della  quantità  di  moto  nel  senso  attribuitole  da  Descartes.  La 
quantità  di  moto  di  un  corpo  è aumentata  precisamente  di  quanto 
ne  perde  un  altro  corpo.  Quando,  ad  esempio,  due  masse  ane- 
lastiche si  scontrano  con  velocità  eguali  ed  opposte,  esse  per- 
dono entrambe  la  loro  quantità  di  moto  nel  senso  di  Descartes. 
Ma  per  lo  contrario  la  somma  di  queste  quantità  si  conserva,  se 
si  contano  le  velocità  positivamente  in  un  senso  e negativamente 
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nell’ altro.  La  quantità  di  moto  cosi  concepita  si  conserva  in  tutti 
i casi. 

La  somma  delle  forze  vive  cambia  nell’urto  delle  masse  ane- 
lastiche, ma  si  conserva  nell’urto  delle  masse  perfettamente  ela- 
stiche. Si  può  facilmente  determinare  la  perdita  di  forza  viva 
nell'urto  delle  masse  anelastiche,  ed,  in  generale,  quando  i due 
corpi,  che  si  sono  urtati,  si  muovono  dopo  l’urto  con  una  velo- 
cità comune.  Siano  M ed  ni  le  masse,  C e c le  loro  rispettive 
velocità  prima  dell  urto  ed  n la  loro  velocità  comune  dopo  que- 
st’urto. La  perdita  di  forza  viva  è: 


1 1 1 
— M . O -f  — m . c”  — — (M  + m)u* 


e poiché  è: 


M . C rf-  tn . c 
M -j-  m ’ 


si  potrà  scrivere  : 


M . m 


M ni 

Carnot  l'ha  posta  sotto  la  forma 


(C  — cj“ . 


J M • (C  - «)'  +Ym-  («  ~ '-')5  ; 


sotto  la  (piale  si  riconoscono  nei  termini: 

1 1 

— M . (C  — «)"  e — m (u—  c)* 
— 2 


le  forze  vive  generate  dal  lavoro  (Ielle  forze  interne  (che  si  chia- 
mano ordinariamente  molecolari).  La  formula  di  Carnet  è impor- 
tante per  calcolare  le  perdite  di  lavoro,  dovute  all’urto  delle 
parti  nelle  macchine. 

In  tutte  le  esposizioni  precedenti  abbiamo  trattato  le  masse 
come  punti  e si  è supposto  che  esse  si  muovano  solo  secondo 
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la  loro  retta  congiungente.  Questa  semplificazione  si  può  ammet- 
tere nel  caso  in  cui  i baricentri  delle  masse  che  si  urtano,  ed 
il  loro  punto  di  contatto,  siano  in  linea  retta,  cioè  nel  caso  del- 
1 urto  centrale.  Lo  studio  dell’urto  eccentrico  od  obliquo  è al- 
quanto più  difficile,  ma  non  offre  alcun  interesse  speciale  rispetto 
ai  principii. 


Wallis  già  si  era  proposto  un  problema  di  diverso  genere. 
Si  immagini,  che  nn  corpo  che  ruota  intorno  ad  un  asse,  sia  brusca- 
mente reso  immobile  col  fissare  uno  dei  suoi  punti.  La  violenza 
dell’urto  prodotto  dipende  dalla  posizione  del  punto  tenuto  fisso, 
o,  più  esattamente,  dalla  sua  distanza  dall’asse.  Wallis  chiama 
centro  d’urto  o di  percussione  questo  punto,  in  cui  l’urto  è mi- 
nimo. Se  si  fissa  questo  punto  bruscamente,  l’asse  non  subisce 
alcuna  pressione.  E impossibile  poter  qui  entrare  nei  particolari 
di  queste  ricerche,  che  furono  svolte  da  molti  contemporanei  e 
successori  di  Wallis. 


10.  Prima  di  terminare  questa  parte  esamineremo  brevemente 
una  interessante  applicazione  delle  leggi  dell’urto,  cioè  la  deter- 
minazione delle  velocità  dei  proietti  mediante  il  pendolo  balli - 
stiro.  Sin  M una  massa  pesante  attaccata  ad  un  pendolo  (fìg.  lfió), 
il  cui  filo  è sospeso  senza  massa.  Nella  sua  posizione  di  equi- 
librio essa  riceve  istantaneamente  la  velocità  orizzontale  V.  che 

la  fa  salire  ad  una  altezza  : h = 1(1  — cos  a)  = -'  , ove  l è la 

2 g 

lunghezza  del  pendolo,  a l’angolo  della  semi-am- 
piezza dell’oscillazione,  e q l’accelerazione  dovuta 
alla  gravità.  Indicando  con  T la  durata  dell’oscil- 


lazione si  ha  : T = n \ L. . 

I (J  ’ 

dente  diviene: 


e la  forinola  prece- 


I-'ig.  ir, 5. 


</T  - / 


V = — 1/  2(1  — cos  a)  = — g . T sen  — a . 

n 1 n 2 


Se  ora  la  velocità  V è dovuta  all’urto  di  un  proietto  di 
massa  m,  che  va  a percuotere  M con  una  velocità  v e poi 
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forma  con  M un  sol  corpo,  allora  si  ha,  sia  o no  l’urto  elastico: 
ino  = (M-|-wj).A,  poiché  le  due  masse  si  muovono  dopo  l’urto 
con  la  velocita  comune  V.  Se  in  è abbastanza  piccolo  rispetto 

ad  M si  può  fare  v = — . V , e quindi: 

m 

2 M 1 

o—  — e/ T • seu  — « . 

ir  in  2 

Quando  non  si  può  considerare  il  pendolo  ballistico  come  un 
pendolo  semplice,  i principii  che  abbinino  più  volte  già  usati 
permettono  di  mettere  questo  studio  sotto  la  forma  seguente  : 
la  quantità  di  moto  del  proietto  di  massa  in  e di  velocità  v 
è mv,  la  pressione  p dovuta  all’urto  la  riduce  in  un  tempo  bre- 
vissimo r ni  valore  mV.  Si  ha  dunque: 

m (t>  — V)  =jn; 


e,  se  V è piccolissima  rispetto  a v , questa  equazione  si  riduce 
alla  seguente: 

mv  = px. 

( 'on  Poncelet  facciamo  astrazione  dall'ipotesi  delle  forze  istantanee. 
che  comunicano  bruscamente  ai  corpi  velocità  finite.  Non  esistono  le 
forze  istantanee;  e ciò  che  si  è chiamato  con  questo  nome  sono 
forze  assai  grandi  che,  in  un  tempo  brevissimo,  generano  velo- 
cità percettibili,  ma  che  non  si  riconoscono  altrimenti  dalle  forze 
continue.  Se  la  forza  che  agisce  nell’urto  non  si  può  supporre 
costante  durante  la  sua  iutiera  durata,  si  dovrà  sostituire  all’espres- 
sione px  la  somma  j pdt;  e ciò  non  cambia  nulla  al  ragiona- 
mento. 

Una  forza  eguale  a quella,  che  distrugge  la  quantità  di  moto 
del  proietto,  agisce  come  reazione  sul  pendolo.  Suppongasi  che 
la  linea  di  proiezione  del  tiro,  e quindi  la  forza,  sia  perpendi- 
colare all’asse  del  pendolo,  ed  alla  distanza  b da  esso.  Il  ino- 
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mento  della  forza  p è !>.]>.  l’accelerazione  angolare  — prò- 

Vm  r2  1 


l> . pr  b . in  . r 


Emr*  Emi* 


La  forza  viva  conseguita  dal  pendolo  alla  fine  del  tempo  r 5 
quindi  : 


Questa  forza  viva  dà  al  pendolo  una  semi-oscillazione  a,  e 
cosi  fa  innalzare  il  baricentro  del  peso  M g sino  all’altezza: 
a .(l  — cosa),  chiamando  //  la  distanza  di  questo  centro  dall’asse. 
Il  lavoro  fatto  in  questa  ascensione  è lhy.a.(l  — cosa);  esso 
è eguale  alla  forza  viva,  e l'eguaglianza  di  queste  due  espres- 
sioni dà  : 


questa  formula  si  può  semplificare  introducendovi  la  durata  di 


1 y...  ..a 

/ ~ ; allora  essa  diviene: 

r ga 


oscillazione  T = jt 


2 M a 


1 


n in 


valore  intieramente  simile  a ([nello  del  caso  semplice  precedente. 

Le  osservazioni,  richieste  per  determinare  v quindi  sono: 

la  massa  del  pendolo  e quella  del  proietto , le  distanze 

dall’asse  del  centro  di  gravità  e del  punto  che  va  a colpire  il 

proietto,  la  durata  di  oscillazione  e l'ampiezza  (li  oscillazione. 

Perciò  si  vede  subito  che  la  formula  data  ha  la  dimensione  di 

.21  M 

una  velocità.  I fattori  — e sen  — a sono  numeri,  cosi  pure  — 


ni 


ed  — , il  cui  numeratore  ed  il  denominatore  sono  grandezze 
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.della,  stessa  specie.  Il  fattore  17T  ha  la  dimensione  lt~l,  ohe  è 
quella  di  una  velocità.  Il  pendolo  balistico  fu  scoperto  da  Robins, 
che  lo  descrisse  nel  suo  trattato:  New  Principles  of  (ì  anneri), 
pubblicato  nel  1742. 


V.  lì  principio  di  D' Alembert. 


1.  Uno  dei  teoremi  più  importanti  per  la  rapida  e facile  so- 
luzione dei  problemi  della  meccanica  è costituito  dal  principio 
ili,  I)' Alembert.  I.e  ricerche  sul  centro  di  oscillazione,  di  cui  si 
occuparono  quasi  tutti  i contemporanei  ed  i successori  di  Huygens, 
condussero  direttamente  ad  una  serie  di  semplici  osservazioni, 
che  D'Alembert  ialine  raccolse  generalizzandole  nel  teorema  che 
porta  il  suo  nome.  Innanzi  tutto  ci  occuperemo  di  questi  lavori 
preliminari.  Essi  son  quasi  tutti  dovuti  a!  desiderio  di  sostituire 
con  un  principio  più  evidente  il  principio  di  Huygens,  la 
cui  evidenza  non  appariva  sufficientemente  immediata.  Si  è già 
veduto  che  questo  desiderio  si  fondava  sopra  un  malinteso 
dovuto  a circostanze  storiche,  ma  che  fortunatamente  ebbe  per 
conseguenza  il  conseguimento  di  nuovi  punti  di  vista. 

2.  Il  più  celebre  fra  i successori  di  Huygens,  che  fondarono 
la  teoria  del  centro  di  oscillazione,  è Giacomo  Bernoulli.  Fin 
dal  IG86  egli  cercò  di  ricondurre  alla  leva  la  spiegazione  del 
pendolo  composto;  ma  la  sua  dimostrazione  è assai  oscura  ed 
in  contraddizione  coi  concetti  di  Huygens,  come  lo  fece  espres- 
samente osservare  I, 'Hospital  (Journal  ile  Rotterdam,  1G90).  he 
difficoltà  cessarono,  allorché,  invece  delle  velocità  conseguite  in 
tempi  finiti,  s’incominciarono  a considerare  le  velocità  acquistate 
durante  elementi  di  tempo  in  finitamente  piccoli.  Nel  1691  negli 
Acta  ernditorum  e nel  1703  nei  Comptes-rendns  de  l’Académie 
de  Paris,  Giacomo  Bernoulli  corresse  l'errore  che  egli  aveva 
commesso;  qui  daremo  i punti  essenziali  del  suo  studio  tinaie. 
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Si  consideri  come  fece  Bernoulli  un’asta  (fig.  166)  orizzon- 
tale senza  massa  AB,  la  <|iiale  possa  ruotare  liberamente  intorno 
ad  A.  e siano  attaccate  ad  essa  alle  distanze  r ed  r'  dal  punto  A 
le  masse  m ed  tri.  A causa  di  questo 
n legame  le  masse  saranno  animate  nei 
loro  moti  da  accelerazioni  differenti 
Fiff.  /no.  da  quelle,  che  esse  avrebbero  nel  caso- 

delia  caduta  libera,  e che  esse  immediatamente  assumerebbero, 
se  si  sopprimesse  il  legame.  Solamente  questo  punto,  che  chia- 
miamo centro  di  oscillazione,  che  si  trova  ad  una  distanza  ancora 
incognita  x dal  punto  A.  si  muove  nel  legame  con  la  stessa  ac- 
celerazione, come  fosse  iso-lato,  con  l’accelerazione  g. 

So  la  legge  delle  accelerazioni  fosse  tale,  che  le  accelera- 
zioni dei  punti  m ed  tri  fossero  rispettivamente  <p  = — e <p'  — 

x x * 

cioè  se  le  accelerazioni,  a cui  i punti  sono  naturalmente  sotto- 
posti, fossero  proporzionali  alle  loro  distanze  dal  [muto  A.  le 
masse,  benché  connesse  mediante  il  legame  AB.  non  si  distur- 
berebbero fra  loro.  Ma  in  realtà  il  legame  fa  subire  al  punto  m 
una  diminuzione  d’accelerazione  eguale  a g — <p , ed  al  pimto  tri 
un  incremento  eguale  a <p  — </;  dunque  il  punto  m subisce  una 


perdita  di  forza  m{g  9>)=//- 


■.ni)  ed  il  punto  tu'  ri- 


ceve un  aumento  tri  (q>'  — (j)=y.~ — . m' . 

x 

Ma  le  masse  possono  esercitare  la  loro  mutua  azione  l’una 
sull’altra  solo  per  mezzo  della  leva  che  forma  il  loro  legame; 
dunque  queste  perdite  e guadagni  di  forza  devono  soddisfare 
la  legge  della  leva.  Se,  a causa  del  sito  legame  con  la  leva,  il 
punto  ni  è trattenuto  con  una  forza  f in  senso  contrario  al  moto, 
che  prenderebbe  se  fosse  libero,  inversamente  il  punto  ni  eser- 
cita sulla  leva  una  reazione  eguale  ad  f.  JJ  precisamente  questa 
reazione  f,  che  può  essere  comunicata  al  punto  tri,  ed  essere, 

in  quel  punto,  equilibrata  da  una  pressione  /"=■  — ./;  quindi 

r 

essa  è equivalente  a quest’ultima  pressione.  Quindi  si  ha,  avuto 
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riguardo  a ciò  che  si  è precedentemente  detto,  la  relazione: 


ossia  : 


(x  — r)  mr  = (r'  — x) . m'r'  ; 


da  cui  si  ricava  : 


mr * -f-  m'r'1 
mr  -)-  m'r'  ’ 


come  già  l’aveva  trovata  Huygens. 

Si  può  immediatamente  generalizzare  questo  ragionamento 
per  un  numero  qualunque  di  masse,  che  siano  o no  in  linea 
retta. 

3.  Nel  1712  Giovanni  Bernoulli  intraprese  con  un  altro  me- 
todo In  soluzione  del  problema  del  centro  di  oscillazione.  Si  può 
in  proposito  consultare  i suoi  lavori  nella  collezione  delle  sue 
opere  complete  (Opera.  Lausannae  et  Genevae,  17(12,  voi.  II  e IV). 
Ora  esamineremo  le  sue  idee  principali.  Bernoulli  raggiunge  lo 
scopo  separando  nel  suo  pensiero  le  forze  e le  masse. 

Primiera  niente  consideriamo  due  pendoli  semplici  di  lun- 
ghezze l ed  /',  cui  son  sospesi  dei  corpi,  che  ricevono  le  acce- 
lerazioni a e q'  tali,  che  sia:  — = — . La  durata  dell’oscilla- 
' J V a' 


zione  essendo  T = I — , sarà  la  stessa  per  i due  pendoli.  Essa 

' a 


rimarrà  ancora  la  stessa,  se  si  raddoppia  la  lunghezza  del  pen- 
dolo, raddoppiando  nello  stesso  tempo  l’intensità  della  gravità. 

In  secondo  luogo  se  è impossibile  di  far  variare  direttamente 
l’accelerazione  g in  un  luogo  dato,  possiamo  però  fare  in  modo,  con 
una  disposizione  conveniente  dell’apparecchio,  che  corrisponda  ad 
essa  un  cambiamento  dell'accelerazione.  Ad  esempio  s’ immagini 
(ligura  167)  un’asta  rettilinea  senza  massa  di  lunghezza  2 a,  la 


23 
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quale  possa  ruotare  intorno  al  suo  punto  di  mezzo,  ed  attac- 
chiamo alle  sue  estremità  le  masse  m ed  to'.  Il  pendolo  cosi 
ottenuto  equivale  ad  un  pendolo  di  lunghezza  a , di 
massa  m -(-  to',  ma  tale  che  la  forza  che  agisce  su  di 
“ esso  è (w — to').  <7,  e quindi  per  essa  l’accelerazione  è 


a . Ora  se  si  cerca  la  lunghezza  del  pendolo  che, 

m -j-  ni' 

sottoposto  all’accelerazione  ordinaria  g , oscillerebbe 
nello  stesso  tempo  che  il  pendolo  di  lunghezza  a,  per 
la  forinola  precedente  si  avrà: 


l <J  »i  -f-  to' 

« m — to'  ni  — to' 

• 9 

m -)-  to' 


In  terzo  luogo  consideriamo  un  pendolo  semplice  di  lun- 
ghezza 1 con  la  massa  ni  alla  sua  estremità.  Il  peso  di  ni  cor- 
risponde ad  una  forza  metà  minore  nel  pendolo  di  lunghezza 
doppia.  Quindi  la  metà  della  massa  m , posta  alla  distanza  2, 
sarebbe  sottoposta  alla  stessa  accelerazione  a causa  della  forza 
applicata  in  1,  ed  il  quarto  della  massa  m proverebbe  un’acce- 
lerazione doppia.  Così  il  pendolo  semplice  di  lunghezza  2,  con 

alla  sua  estremità  la  massa  — e sottoposto  alla  forza  primitiva 

4 

applicata  in  1,  sarebbe  isocrono  con  il  pendolo  originario.  Gene- 
ralizzando queste  considerazioni  si  vede  che  si  può  sostituire 
ad  una  forza  qualunque  f applicata  in  un  punto  di  un  pendolo 
composto,  messo  ad  una  distanza  r dall’asse,  una  forza  /•./‘ap- 
plicata alla  distanza  1,  e sostituire  ad  una  massa  qualunque, 
posta  alla  distanza  r.  la  massa  /"///  alla  distanza  I.  senza  cambiar 
nulla  alla  durata  dell  oscillazione.  Una  forza  /.  che  agisce  all’e- 
stremità  ilei  braccio  della  leva  u (fig.  1 68 ),  mentre  la  massa  ni 
si  trova  alla  distanza  r dall’asse  di  rotazione,  equivale  ad  una 

forza  . applicata  direttamente  alla  massa  m,  a cui  essa  co- 
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inimicherebbe  l’accelerazione  — — ; da  cui  risulterebbe  l’accele- 

m r 


razione  angolare 


af 


0« 


p?  — ;■> 

a 

f 

m 


Fig.  m. 


Quindi  da  ciò  che  si  è detto  per  ottenere  l’accelerazione  di 
un  pendolo  composto  bisogna  dividere  la  somma  dei  momenti 
statici  per  la  somma  dei  momenti  i f inerzia . r 

Del  tutto  indipendentemente  da  Bernoulli 
Brook  Taylor  sviluppò  le  stesse  idee,  ma 
pubblicò  le  sue  ricerche  solo  alquanto  più 
tardi  nella  sua  opera  intitolata:  Methodus 
incrementorum.  Questi  sopra  esposti  sono  i più  importanti  ten- 
tativi, che  furono  fatti  per  risolvere  il  problema  del  centro  di 
oscillazione.  Ora  vedremo  che  essi  contengono  già  tutti  questa 
stessa  idea,  che  D’Alembert  ha  espresso  sotto  una  forma  più 
generale. 

4.  Consideriamo  un  sistema  di  punti  M,  M',  M".  . . connessi  fra 
loro  in  modo  qualunque  e sollecitati  dalle  forze  P,  P',  P" . . . 
•che  comunicherebbero  ai  punti  M,  M',  Al" , nell’ipotesi  che 
fossero  liberi,  determinati  moti.  I punti  connessi  fra  loro  in 
generale  prendono  moti  diversi  da  quelli  che  potrebbero  essere 
prodotti  dalle  forze  (lig.  Iti!))  W,  W',  W"  ...;  precisamente  noi 
studieremo  questi  moti.  A tal  Uopo  scomponiamo  le  forze  P,  P', 
P" . . . rispettivamente  nelle  forze  W,  Y;  W',  V';  \V",  V";... 
Poiché  a causa  dei  legami  le  componenti  W,  W,  W" . . . sono 
quelle  che  solamente  in  realtà  agiscono,  le  forze  V,  V". . . 
si  fanno  equilibrio  per  mezzo  dei  legami.  Le  forze  P,  P',  P". . . 
si  diranno  forze  applicate  ; W,  W\  W"  . . . forze  effettive,  che 
produrrebbero  in  realtà  il  moto,  e forze  guadagnate  e perdute, 
o forze  di  connessione  le  forze  V.  V,  V" . . . Quindi  si  vede 
che  se  si  scompongono  le  forze  applicate  in  forze  effettive  e 
forze  di  connessione,  quest’ultime  si  fanno  equilibrio  per  mezzo 
ilei  legami.  In  ciò  consiste  il  principio  di  D’Alembert.  Alla  sua 
esposizione  abbiamo  apportato  una  modificazione  molto  secoli- 
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daria,  parlando  delle  forze  inveee  di  parlare  di  quantità  di  moto. 

che  esse  producono,  come  fa  I )'A- 
lembert  nel  suo  Tritile  de  dyna- 
inique , pubblicato  nel  1743. 
Siccome  il  sistema  delle  forze 

V,  V',  V" è in  equilibrio , si 

può  applicare  ad  esso  il  principio 
degli  spostamenti  virtuali.  Così  si 
Fig.  m otterrà  una  seconda  forma  del  teo- 

rema di  D’Alembert.  Inoltre  si  può  mettere  anche  sotto  una 
terza  forma  in  questo  modo  : le  forze  P,  P',  P" . . . sono  le  ri- 
sultanti delle  componenti  W,  W',  W" ...  e V,  V',  V" ...  ; quindi 

se  si  fanno  agire  le  forze  — P,  — P',  — P"  . . . con  W,  W',  W" 

e V,  V',  V" ...  vi  sarà  equilibrio.  Il  sistema  di  forze  — P, 
W,  V è in  equilibrio;  ma  il  sistema  V è esso  pure  in  equili- 
brio; onde  il  sistema  — P,  W è pure  in  equilibrio,  e così  il 
sistema  P,  — W.  Perciò  se  si  aggiungono  alle  forze  applicate 
le  forze  effettive,  prese  col  segno  contrario,  allora  mediante  i 
legami  si  ha  l’equilibrio.  Così  fece  Lagrange  nella  sua  Méca- 
nique  analytique;  sicché  si  può  applicare  il  principio  degli  spo- 
stamenti virtuali  al  sistema  P,  — W. 

Possiamo  esprimerci  ancora  in  un  altro  modo,  cioè  che  avvi 
equilibrio  fra  i sistemi  (figura  170)  P e — W,  e dire  che  il 
sistema  P è equivalente  al  sistema  W. 

~P  Hermann  (, Phoronomia , 1716)  ed  Eulero 

(Commeni,  der  Petersburyer  Akad.,  ant. 

Fig.  no.  serie,  voi.  VII,  1740)  hanno  adoperato  il 

teorema  sotto  questa  forma,  che  non  differisce  essenzialmente 
da  quella  di  D’Alembert. 

5.  Alcuni  esempi  ci  faranno  comprendere  meglio  questo  teo- 
rema. Abbiansi  i pesi  P e Q,  sospesi  ad  un  verricello  senza 
massa  (fig.  171)  e non  in  equilibrio;  siano  R ed.  r i raggi.  Si 
scomponga  la  forza  P in  una  forza  W,  che  animerebbe  dello 
stesso  moto  la  massa  supposta  libera,  e in  una  forza  V ; si  avrà  : 
P = W -)-  V.  Si  scomponga  pure  Q in  W’  e V,  ciò  che  dà: 
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Q — W'  + \ poiché  è evidente  die  qui  si  può  trascurare  ogni 
moto,  che  non  si  produrrebbe  secondo  la  verticale.  Quindi  si  ha  : 

V = P_W  , V'  = Q - W', 

e le  forze  di  connessione  V,  V'  essendo  i 
librio,  si  ha  : 

V.R  = VV, 

■o: 

<1)  (P  — W) . R = (Q  — W') . r, 

equazione  cui  si  giunge  direttamente  prendendo  il  teorema 
di  1)  Alembert  sotto  la  sua  seconda  forma.  La  natura  del  pro- 
blema ci  permette  di  riconoscere  facilmente  che  si  tratta  di  un 
moto  uniformemente  accelerato  e che  quindi  la  sola  incognita  è 
1 accelerazione.  Adottando  il  sistema  di  Unità  meccaniche  terre- 
stri ed  indicando  con  V e Y'  le  accelerazioni  che  le  forze  W 

, ■ PO 

e W comunicano  alle  masse  — e — , si  ha: 

a 0 


PQ  OQ 

Fig.  171. 


W' 


d’altra  parte  si  sa  che  è y'  — — y — ; quindi  l’equazione  (1)  si 
può  scrivere: 


(2) 

d’onde: 


e quindi: 


(p_|y).R  = (Q+R.ly).r. 


y 


Pii  - Q /• 
PRS  + Rr«  ‘ 


PR  - Qr 
pr*+q^'y/- 


Cosi  il  moto  è detenninato. 
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Si  vede  facilmente  che  si  giunge  allo  stesso  risultato  impie- 
gando i momenti  statici  ed  i momenti  d'inerzia.  Questo  metodo 
dà  l’accelerazione  angolare  <p  : 

PR^Qr  PR  - Qr 

+ & '9'' 

y y 

e si  ritrovano  le  formule  suesposte,  sostituendo  a <p  il  suo  va- 
lore in  : 

y = R ip  e y'  = — r(P  ■ 

Quando  le  masse  e le  forze  sono  date,  il  problema  della  ri- 
cerca del  moto  è un  problema  determinato.  Ora  supponiamo  che 
l’accelerazione  y del  peso  P sia  data  e che  si  domandino  le 
forze  P e Q,  che  possono  produrre  questo  moto.  L'equazione  (2) 
dà  allora: 

r R<7  -f-  ry 

Q (g  — y) R* 

Onde  il  rapporto  P : Q è determinato,  ma  uno  dei  due  pesi 
si  può  prendere  ad  arbitrio.  Il  problema,  come  è posto,  è inde- 
terminato ed  ammette  un’infinità  di  soluzioni. 

Facciamo  un  secondo  esempio:  Un  peso  P (fig.  172)  mobile 
su  una  retta  verticale  All  è connesso  al  peso  Q con  un  (ilo  che 
passa  sopra  una  puleggia  C e fa  con  AB  l’angolo 
variabile  a.  Qui  il  moto  può  non  essere  unifor- 
memente accelerato;  ma  siccome  si  considerano 
solo  i moti  verticali,  si  può  assai  facilmente  tro- 
vare le  accelerazioni  y e / di  P e di  Q per  un 
angolo  a qualunque.  Procedendo  identicamente 
come  nel  caso  suesposto  si  ha  : 

P = W + V , Q = W'  + V'; 

indi  : 

V'  cos  a = V ; 
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ovvero,  poiché  è y = — y cos  a : 

I Q \ „ Z 

Iq+  (J  cosa  .;'jcosa  = p_  y -y; 

da  cui  : 


r = 


P -- Q cos  a 


Q cos’  a + P 


P — Q cos  a 
Q cos’  « + P 


. (cos  a),  g . 


Si  giunge  assai  facilmente  allo  stesso  risultato  impiegando 
le  nozioni  di  momento  statico  e di  momento  d inerzia  sotto  una 
forma  alquanto  più  generale.  La  forza,  o il  momento  statico,  che 
agisce  su  P è P — Q cos  a . Ma  il  peso  Q si  muove  (cos  n)  volte 
più  velocemente  di  P,  quindi  si  deve  prendere  la  sua  massa 
(cos*  a)  volte  ; perciò  l’accelerazione  che  prende  il  peso  P è : 


P — Q cos  a P — Q cos  a 

j'='q  “ ' P~ = Qcos’a  -j- P ’9' 

— cos’  a 4-  — 

0 0 


Nello  stesso  modo  si  ottiene  l'accelerazione  y . 

Questo  processo  si  fonda  sulla  semplice  osservazione  che  nel 
moto  delle  masse  lo  spazio  percorso  è accessorio  e che  l’essen- 
ziale è il  rapporto  delle  velocità  o degli  spostamenti.  Si  può 
spesso  servirsi  con  utilità  di  questa-  generalizzazione  dei  mo- 
menti d’  inerzia. 

(>.  Ora  che  possiamo  renderci  sufficientemente  conto  dell'ap- 
plicazione del  principio  di  I)  Alembert,  non  sarà  più  difficile 
comprendere  chiaramente  il  suo  significato.  I problemi  sul  moto 
dei  pesi  connessi  fra  loro  sono  ricondotti  alle  esperienze  fatte, 
rispetto  ai  problemi  di  equilibrio , sulle  reciproche  azioni  dei 
corpi  connessi  fra  loro.  Nel  caso  in  cui  queste  esperienze  siano 
insufficienti,  il  teorema  di  D’ Alembert  non  serve  a nulla,  come 
lo  dimostrano  chiaramente  gli  esempi  suesposti.  Onde  non  bi- 
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sogna  credere  che  il  teorema  di  D’ Alembert  sia  un  teorema  più 
generale . che  renda  superflue  le  esperienze  particolari.  La  sua 
brevità  e la  sua  semplicità  apparenti  sono  dovute  solo  al  fatto 
che  esse  si  riferiscono  ad  esperienze  anteriormente  conseguite. 
Non  può  in  alcun  modo  risparmiarci  la  conoscenza  esatta  e spe- 
rimentale della  cosa  studiata;  al  contrario  si  deve  conseguire 
questa  conoscenza  mediante  lo  studio  diretto  del  caso  proposto 
ovvero  averla  conseguita  in  un  altro  problema  e trasportarla  al 
caso  presente.  Come  lo  dimostrano  gli  esempi,  il  principio  di 
D Alembert  infatti  non  c'  insegna  nulla  che  non  avremmo  po- 
tuto apprendere  con  un  altro  metodo.  Per  la  soluzione  dei  pro- 
blemi esso  compie  l’ufficio  di  modello  di  riferimento  che  ci  ri- 
sparmia, sino  ad  un  certo  punto,  la  fatica  di  riflettere  rispetto 
a ciascun  nuovo  caso  particolare,  fornendoci  il  mezzo  pratico  di 
utilizzare  le  esperienze  in  generale  conosciute  e già  a noi  fa- 
migliari.  Non  ci  oftre  ne  la  penetrazione  del  fenomeno,  nè  la 
maestria  pratica  di  esso.  Il  valore  del  principio  di  D'Alembert 
è di  ordine  economico. 

Dopo  aver  risoluto  un  problema  per  mezzo  del  principio  di 
D'Alembert,  si  può  essere,  con  tutta  sicurezza,  convinti  del  va- 
lore di  questa  soluzione  mediante  le  esperienze  di  equilibrio  che 
questo  teorema  utilizza.  Ma  se  vuoisi  avere  un’idea  perfetta- 
mente chiara  del  fenomeno,  cioè  di  riscontrarvi  gli  elementi  mec- 
canici più  semplici  conosciuti,  si  è costretti  di  continuarne  lo 
studio  e di  sostituire,  a ciascuna  delle  esperienze  di  equilibrio, 
tanto  le  concezioni  di  Newton,  quanto  quelle  di  Huygens  (cfr. 
cap.  II,  n.  TU,  § 4 e seg.).  Nel  primo  caso  si  vedono  mental- 
mente prodursi  i moti  accelerati,  dovuti  alle  reazioni  reciproche 
dei  corpi.  Nel  secondo,  stando  alla  concezione  di  Huygens,  si 
considerano  direttamente  i lavori,  da  cui  dipendono  le  forze  vive. 
Quest  ultimo  procedimento  è particolarmente  conveniente,  se  ci 
serviamo  del  principio  degli  spostamenti  virtuali  per  esprimere 
le  condizioni  di  equilibrio  dei  sistemi  V o P — W.  Allora  il 
principio  di  D Alembert  dice  che  la  somma  dei  lavori  virtuali 
deH'uuo  o dell’altro  di  questi  sistemi  è nulla.  Dunque,  fatta 
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astrazione  delle  deformazioni  dei  legami,  il  lavoro  delle  forze 
di  connessione  è nullo.  Quindi  tutti  i lavori  sono  fatti  solo  dal 
sistema  P,  e quelli  del  sistema  W devono  essere  eguali  a P. 
Se  trascuriamo  le  deformazioni  dei  legami,  tutti  i lavori  possi- 
bili sono  dovuti  alle  forze  applicate.  Sotto  questa  forma  si  vede 
che  il  principio  di  D’Alembert  non  è sostanzialmente  diverso  da 
quello  delle  forze  vive. 

7.  Per  l’applicazione  del  principio  di  D’Alembert  è comodo 
servirsi  di  un  sistema  di  assi  ortogonali.  Si  scompone  ogni 
forza  I’  applicata  al  punto  M nelle  componenti  X,  Y,  Z,  paral- 
lele agli  assi,  ciascuna  forza  W nelle  sue  componenti  mg,  mg, 
mg,  essendo  £,  g,  g le  componenti  della  accelerazione  del  punto  ni, 
e ciascuno  spostamento  nelle  sue  componenti  òr,  &y,  bz.  Osser- 
vando che  il  lavoro  di  una  qualunque  delle  componenti  delle 
forze  è determinato  dalla  componente  parallela  allo  spostamento 
del  suo  punto  di  applicazione,  si  ottiene,  per  la  condizione  di 
equilibrio  del  sistema  I’ — W,  l’equazione: 

(1)  Z f (X  — mg)  òr  -f-  ( Y — mtj)  6y  -f-  (Z  — mg)  òrj  = o 
ossia  : 

(2)  1 (Xòr  -|-  Y ì);/  Zòrj  = Zm  (gb.r  -)-  yby  -+-  gbz) . 

(Queste  due  equazioni  sono  l'espressione  diretta  del  teorema 
che  abbiamo  or  ora  enunciato  sul  lavoro  possibile  delle  forze 
applicate.  Se  questo  lavoro  è nullo,  ci  troviamo  nel  caso  speciale 
dell’equilibrio.  Onde  il  principio  degli  spostamenti  virtuali  ri- 
sulta come  caso  particolare  da  questa  espressione  del  teorema 
di  D’Alembert;  ciò  che  d’altronde  è naturalissimo,  poiché  tanto 
nel  caso  generale,  quanto  nel  caso  particolare,  l’elemento  essen- 
ziale è la  conoscenza  sperimentale  del  significato  del  lavoro. 

L’equazione  (1)  dà  le  equazioni  necessarie  per  determinare 
il  moto,  se  si  esprimono,  per  quanto  è possibile,  gli  spostamenti 
b-r,  by , bz  in  funzione  degli  altri  mediante  le  loro  relazioni  con 
questi  ultimi,  lasciando  nell’equazione  solo  gli  spostamenti  arbi- 
trari, di  cui  allora  basta  eguagliare  a zero  i coefficienti,  come 
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si  è fatto  vedere  quando  si  è parlato  del  principio  degli  sposta- 
menti virtuali. 

La  risoluzione  di  alcuni  problemi  mediante  il  principio  di 
D’ Alembert  da  un  canto  ci  permette  di  apprezzare  quanto  esso 
sia  conveniente,  e dall'altro  di  convincersi  che  si  può  in  questo 
caso,  se  lo  si  creda  necessario,  risolvere  lo  stesso  problema  di- 
rettamente, con  una  chiarezza  perfetta,  mediante  la  considera- 
zione dei  fenomeni  meccanici  elementari.  Questa  convinzione 
della  possibilità  di  quest'ultima  operazione  la  rende  inutile  ogni 
(piai  volta  che  si  abbia  di  vista  uno  scopo  pratico. 


VI.  I!  principio  delle  forze  Dive. 

I.  Il  principio  delle  forze  vive,  come  si  sa,  fu  per  la  prima 
volta  adoprato  da  Huvgens.  Per  viemaggiormente  generalizzare 
l’espressione  che  gli  aveva  dato.  Giovanni  e Daniele  Iiernoulli 
ebbero  ad  aggiungervi  ben  poco.  Se  p,  //,  /)"...  sono  i pesi 
delle  masse  m,  tu' , ni"  . . .,  connesse  o no  fra  loro,  h,  li , h" . . . 
le  loro  altezze  di  caduta,  e v.  v'.  o" . . . le  velocità  acquistate, 
si  ha  l'equazione: 

1 

Iph  — - Sntv‘. 

Se  le  velocità  iniziali  non  sono  nulle,  ma  sono  i>0,  v0',  d0".... 
allora  il  teorema  esprime  l’incremento  della  forza  viva  mediante 
il  lavoro  fatto  sotto  la  forma: 

Sph  = ~ Ini  (e*  — Co"). 

Il  teorema  sussiste  quando  p.  p’.  //'...  non  rappresentano 
più  de' pesi,  ma  delle  forze  costanti  qualunque,  e /j,  li',  li"... 
rappresentano  non  più  le  altezze  verticali  di  caduta,  ma  invece 
cammini  qualunque,  percorsi  nelle  direzioni  delle  forze.  Se  trat- 
tasi di  forze  variabili  si  deve  sostituire  ai  prodotti  p .li , p'.  li — 
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le  espressioni  fpds,  jp'ds'...,  in  cui  la  lettera  p rappresenta 
la  forza  variabile  e ds  lo  spazio  elementare  percorso  nella  sua 
direzione;  allora  si  ha; 


I pds  ■+■  I p'ds'  -f-  . . . = — Sm  (»’  — vo‘)  ) 


o: 


2.  Per  rendersi  esattamente  conto  del  teorema  delle  forze 
vive  riprendiamo  l’esempio  semplice,  che  si  è già  trattato  me- 
diante il  principio  di  D’Alembert.  Due  pesi  (fìg.  173)  P e Q 
siano  sospesi  ad  un  verricello  di  raggi  R ed  r;  quando  in  esso 
si  produce  un  moto,  si  fa  un  lavoro,  per  cui  è determinata  la 
forza  viva  conseguita;  sia  a l’angolo  di  cui  gira  la  puleggia; 
il  lavoro  fatto  è; 


P . Ra  — Q . ra  = u (P  . R - Q) . 


Indicando  con  <p  la  velocità  angolare  conseguita  alla  (ine  della 
rotazione  di  un  angolo  a,  la  forza  viva  acqui- 


stata è : 


Quindi  si  ha  l’equazione: 


U) 


Fìg.  173. 


Il  moto  essendo  uniformemente  accertato,  1 angolo  a,  la  ve- 
locità angolare  <p  e l’accelerazione  angolare  yi  devono  esseie 
legate  mediante  le  stesse  equazioni,  che  legano  s,  v e ij. 


tuendo  nella  equazione  (1)  ad  a questo  valore,  si  ottiene  per 


l’accelerazione  angolare: 
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V 


PR  -Rr 


PRS  + Qr*  ' 
•quindi  l’accelerazione  assoluta  del  peso  P è : 

PR  - Qr 


y= 


PR’  -f  Qr 


come  si  era  trovato. 


Come  secondo  esempio  si  consideri  un  cilindro  di  raggio  r 
senza  massa,  ed  alla  sua  superficie  siano  attaccate  due  piccole 
masse  eguali  m,  diametralmente  opposte,  sotto  l’azioue  delle 
quali  il  cilindro  rotola  senza  sdrucciolare  sopra  un  piano  (fig,  7q , 
la  cui  inclinazione  è n . 

Primieramente  osserviamo  che,  per  ottenere  la  forza  viva  to- 
tale, basta  aggiungere  alla  forza  viva  del  moto  di  rotazione 


quella  del  moto  di  traslazione.  Infatti  siano  u la  velocità  del- 
l’asse del  cilindro,  parallela  al  piano  inclinato,  e v la  velocità 
assoluta  di  rotazione  della  superficie  del  cilindro.  La  velocità 
di  rotazione  v delle  due  masse  eguali  m fa  con  la  velocità  di 
traslazione  u gli  angoli  0 e 0'  (fig.  175)  tali  che  si  ha  0 + 0'  = 180». 
Le  velocità  risultanti  co  e •?  perciò  son  date  dalle  equazioni: 

jc*  = m*  c*  — 2uv  cos  0 , 
z*  = iì"  -(-  v * — 2 uv  cos  d'  ; 
ma  cos  i)  4- cos  d'  = o;  quindi: 

M!>  4-  g*  = 2 II'1  4-  2v‘ 

1 1 

® ~ mio*  4-  — mz‘  = ni  u"  4-  me*. 
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ge  il  cilindro  ruota  dell’angolo  <p,  m descrive  nel  moto  di  rota- 
zione uno  spazio  r<p,  mentre  l'asse  subisce  lo  stesso  spostamento 


r . (p.  Le  velocità  v ed  n stanno  fra  loro  come  gli  spazi  percorsi, 


e quindi  sono  eguali.  La  forza  viva  totale  ha  perciò  per  espres- 
sione 2wm*.  Indichiamo  con  / lo  spazio  percorso  dal  cilindro 
lungo  il  piano  inclinato;  il  lavoro  fatto  è: 


mg  . I sen  a = 2mu*  ; 


da  cui  si  ha: 


u 


sen  a . 


La  velocità  acquistata  mediante  un  semplice  sdrucciolamento 


lungo  il  piano  inclinato  sarà  (/  2gl sen  a • Quindi  si  vede  che, 


fatta  astrazione  dell’attrito,  il  cilindro  che  rotola,  si  muove  con 
un’accelerazione  ugnale  .alla  metà  di  quella  d’un  corpo  che 
sdrucciola  lungo  il  piano  inclinato.  Nulla  si  cambia  se  si  sup- 
pone che  la  massa  sia  uniformemente  distribuita  sulla  superfìcie 
del  cilindro.  Analoghe  considerazioni  si  applicano  ad  una  sfera. 
Quindi  ne  consegue  che  dal  punto  di  vista  quantitativo  si  deve 
fare  una  correzione  sui  risultati  delle  esperienze  di  Galileo  sulla 
caduta  dei  corpi. 

Se  la  massa  m è uniformemente  distribuita  sulla  superficie 
di  raggio  R,  invariabilmente  connessa  ad  un  cilindro  coassiale 
senza  massa  di  raggio  r,  che  scende  rotolando  lungo  un  piano 
v R 

inclinato,  si  avrà  — = — , ed  il  teorema  delle  forze  vive  darà: 


u 


r 


R» 

r* 


1 


mal  sen  a = — mu * (1  -1-  — ), 
r r* 


da  cui 


M -- 


Per  — = 1 l’accelerazione  della  caduta  riprende  il  valore  pre- 


r 
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cedente  — . Per  grandissimi  valori  di  -5-  l' accelerazione  sarà 
2 r 

piccolissima  e per  = oc  il  cilindro  non  rotola  più. 

r 

Come  terzo  esempio  consideriamo  una  catena  (fig.  176)  di 
lunghezza  totale  /,  che  giace  in  parte  su  un  piano  orizzontale 
ed  in  parte  sopra  un  piano  inclinato  di  un  angolo  a.  Se  i piani 
■ sono  esattamente  levigati,  il  minore  anello,  che  sorpasserà  lo 

spigolo  dell’  angolo  dietro, 
trascinerà  l'intiera  catena 
lungo  il  piano  inclinato.  Sia 
p la  massa  dell’unità  di  lun- 

ghezza della  catena,  x la  lun- 
ghezza della  parte  posta  sul 
piano  inclinato,  v la  velocità  conseguita  ; il  teorema  delle  forze 
vive  dà: 


Fig.  176. 


fi  . I X x*  * 

• e*  = fix</  — sen  a — pg  — sen  a ; 

donde  : 

«.--ri/  ffseaa 

In  questo  caso  la  velocità  conseguita  è perciò  proporzionale 
al  cammino  percorso.  Si  ritrova  la  legge  che  Galileo  aveva  otte- 
nuto come  prima  ipotesi  nel  suo  studio  della  caduta  dei  corpi. 
Questa  condizione  può  essere  d'altronde  continuata  come  si  è fatto 
più  sopra  (cap.  II.  n.  Vili,  § 2). 

3.  L’equazione  (1)  delle  forze  vive  si  può  sempre  utilizzare, 
quando  si  conosca  intieramente  la  traiettoria  del  mobile  e la 
forza  che  la  sollecita  in  ciascuno  degli  elementi  del  cammino. 
I lavori  di  Eulero,  di  Daniele  Bernoulli  e di  Lagrange  hanno 
mostrato  che  si  può.  in  certi  casi,  far  uso  delle  forze  vive  senza 
conoscere  la  effettiva  traiettoria  del  moto.  Più  tardi  vedremo 
come  Clairaut  abbia  resi  in  questo  modo  segnalati  servigi  alla 
meccanica. 


— 367  - 


Già  Galileo  sapeva  che  la  velocità  acquistata  da  uu  corpo 
■che  cade,  dipendeva  solo  dall  'altezza  verticale  della  sua  caduta 
e punto  dalla  lunghezza  e dalla  forma  della  traiettoria  percorsa. 
Huvgens  trovò  che  la  forza  viva  di  un  sistema  di  masse  pesanti 
dipendeva  solo  dalle  altezze  verticalmente  percorse.  Eulero  andò 
più  oltre.  Se  un  corpo  K (tig.  177o)  è attratto  verso  un  centro 
fisso  C secondo  una  legge  qualunque,  l’incremento  di  forza  viva, 
per  un  moto  rettilineo  del  corpo  attratto  secondo  una  retta  pas- 
sante pel  centro,  si  può  calcolare  in  funzione  dei  raggi  ra  e 1 , 
corrispondenti  alle  posizioni  iniziale  e liliale  del  punto  mobile. 
L’incremento  della  forza  viva  è lo  stesso,  quando  il  corpo  K 
passa  dalla  posizione  di  distanza  r0  a quella  rt,  qualunque  sia 
la  forma  del  cammino  percorso  KB.  Il  lavoro  elementare  dipende 
infatti  solo  dalla  proiezione  dello  spostamento  sul  raggio  e quindi 
rimane  lo  stesso. 

Se  il  corpo  K è attratto  verso  parecchi  centri  C , C',  0"  . . . 1 in- 
cremento di  forza  viva  dipende  dalle  distanze  iniziali  r0,  r0  ■ r0  . . . 
e dalle  distanze  finali  r, , rt' , r,"  . . . cioè 
dalle  posizioni  iniziale  e finale.  Daniele 
Bernoulli  si  spinse  ancora  più  innanzi,  e 
dimostrò  che  nell’  attrazione  reciproca  di 
due  corpi  mobili  il  cambiamento  di  forza 
viva  è anche  determinato  dalle  loro  posi- 
zioni iniziali  e finali.  Fu  Lagrange  che 
contribuì  maggiormente  alla  soluzione  ana- 
litica di  questi  problemi.  Si  uniscano  con 
una  retta  due  punti  di  coordinate  a,  t>,  c, 
e j-,  i/,  z;  sia  /•  la  loro  distanza,  ed  a, 
j i . y gli  angoli  che  fa  questa  retta  con  gli  assi.  Si  ha.  come 
•osserva  Lagrange  : 

x — a dr  ij  — b dr 

cos  « = — — , cos  fi  = ’ = , i 

r dr  r dy 

z — <•  dr 
dz  ’ 


cos  y — 


r 
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poiché  si  ha: 

'•*=(*-  a)*  + {y  — by  + {z  — c)‘. 

La  forza  ohe  i due  punti  esercitano  l’uno  sull’altro  essendo  rap- 
presentata da  f[r)  = — — , le  sue  componenti  saranno: 


X = /(r) . cos  a 


Z = fyr) . cos  y 


dF(r) 

dr 

dF(r) 

dr 

dx 

dx 

dFir) 

dr 

dF(r) 

dr 

’ dij  ~ 

dy 

di\r) 

dr 

dF(r) 

dr 

dz 

dz 

Le  componenti  della  forza  sono  quindi  le  derivate  parziali 
di  una  sola  e stessa  funzione  di  r o delle  coordinate  del  punto 
attratto.  Si  ha  ancora,  quando  parecchi  punti  agiscono  gli  uni 
sugli  altri: 


X = £ . Y = -j— 

dx  ay 


in  cui  U rappresenta  una  funzione  di  coordinate  dei  punti,  cui 
Hamilton  diede  più  tardi  il  nome  di  funzione  di  forze. 

In  quest’ordine  di  idee,  e facendo  le  stesse  ipotesi,  si  può- 
mettere  l’equazione  (1)  delle  forze  vive  sotto  una  forma,  cui  si 
possono  applicare  le  coordinate  rettangolari.  Si  ha: 


- I iXdx  -(-  Yd//  -f-  Zdz)  = 2—  ni  (v*  — i>0*) , 

J “ 

ovvero,  poiché  la  quantità  sotto  il  segno  i è un  differenziale 
esatto,  si  avrà  : 

r/d\J  d\J  dU  \ /’  1 

-I  (~£T  * + ^ dU  +~^dZ)  = 2 J dU  = £ I m (vi  ~ «’o*)- 


- (U,  — Uo)—  1'—  in  (»«  — Va'), 
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indicando  con  U,  ii  valore  tinaie  e con  U0  il  valore  iniziale  della 
stessa  funzione  delle  coordinate  dei  punti.  Questa  equazione  si 
usa  assai  di  frequente.  Essa  esprime  semplicemente  il  fatto  che, 
nelle  supposte  circostanze,  il  Innova  e quindi  la  forza  viva  di- 
pendono solo  dalle  posizioni  ossia  dalle  coordinate  dei  punti  del 
corpo. 

Se  noi  immaginiamo  tutte  le  masse  fisse,  e soltanto  una  in 
moto,  il  lavoro  cambia  solo  in  ragione  con  cui  cambia  U.  L’e- 
quazione U — costante  rappresenta  una  superficie,  che  si  chiama 
superficie  di  livello  o di  egual  lavoro.  Un  moto  sopra  una  di 
queste  superficie  non  produce  alcun  lavoro. 


VII.  Il  principio  del  minimo  sforzo. 


1.  Gauss  enunciò  (nel  Journal  fiir  Mathematik  di  Creile,  voi.  IV, 
1829,  p.  233)  la  nuova  legge  della  meccanica  detta  il  principio 
del  minimo  sforzo.  Egli  osserva  che,  nella  forma  che  ha  assunto 
storicamente  la  meccanica,  la  dinamica  si  fonda  sulla  statica 
(per  esempio  il  teorema  di  D’Atembert  sul  principio  degli  spo- 
stamenti virtuali),  laddove  sarebbe  naturale  ripromettersi  che  nel 
più  elevato  stato  della  scienza  la  statica  apparisse  come  un 
caso  particolare  della  dinamica.  Il  teorema  di  Gauss,  che  ora 
discuteremo,  contiene  ad  un  tempo  i due  casi,  statico  e dina- 
mico; quindi  esso  soddisfa  alle  esigenze  dell’estetica  logica  e 
scientifica.  Si  è già  osservato  che  si  può  dire  egualmente  del 
principio  di  U’Alembert.  sotto  la  forma  che  ha  dato  ad  esso  Lagran  - 
ge,  e nel  modo  di  esposizione  sopra  .adottato.  Gauss  osserva  che 
non  si  può  ora  più  stabilire  in  meccanica  alcun  principio  sostanzial- 
mente nuovo;  ma  ciò  non  esclude  la  possibilità  di  scoprire  nuovi 
punti  di  vista  nella  considerazione  dei  fenomeni  meccanici.  Uno 
di  questi  nuovi  punti  di  vista  è dato  dal  teorema,  di  cui  ora 
ci  occupiamo. 

24 
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2.  Siano  m , //»,  , ni» . . . masse  connesse  fra  loro  in  un  modo 
qualunque.  Se  esse  fossero  libere,  le  forze  che  le  sono  applicate, 
le  farebbero  descrivere  in  un  tempo  piccolissimo  gli  spazi  a b , 
a,  b,  , o,  ,h s . . . (tìg.  177  b),  mentre  mediante  i legami  esse  per- 
corrono in  questo  stesso  elemento  di  tempo  gli  spazi  a c , at  ct , 

a c Il  teorema  di  Gauss  esprime  che  il  moto  reale  dei 

punti  connessi  fra  loro  è tale  che  la  somma  : 

m (bc)'  + w,  + . . . = Zm(bc)' 

è minima,  cioè  minore  che  per  ogni  altro  moto  concepibile  del 
sistema,  i legami  rimanendo  gli  stessi.  Quando  butti  i moti  danno 

a questa  somma  un  valore  maggiore 
di  quello  che  essa  prende  nella  quiete, 
allora  esiste  {'equilìbrio.  Il  teorema 
comprende  quindi  egualmente  il  caso 
statico  ed  il  caso  dinamico. 

La  somma  Im  . be'  si  può  chiamare 
somma  delle  divergenze  o semplice- 
mente  di  divergenza  dal  moto  non  impedito.  Si  scorge  subito 
che  nella  sua  valutazione  le  velocità  attuali  dei  punti  del  si- 
stema non  intervengono  in  nulla,  poiché  esse  non  cambiano 
nulla  alle  posizioni  relative  dei  punti  a,  b,  c. 

3.  Il  nuovo  principio  può  sostituire  il  teorema  di  L)  Alembert; 
Gauss  ha  dimostrato  che  può  pure  essere  dedotto  da  esso;  questi 
due  teoremi  sono  quindi  equivalenti.  In  un  elemento  di  tempo 
le  forze  applicate,  fanno  percorrere  alla  massa  m uno  spazio  ab  ; 
ma  a causa  dei  legami  le  forze  effettive  fanno  percorrere  nello 
stesso  tempo  alla  stessa  massa  lo  spazio  ac.  Scompongasi  ab  in  ac 

e eh  (lig.  178)  e si  faccia  egualmente  per  cia- 
scuna delle  masse.  Le  forze  che  corrispondono 
y agli  spazi  percorsi  cb , clbl  . . . e che  sono  ad 
essi  proporzionali,  sono  ridotte  inoperose  e te- 
nute in  equilibrio  dai  legami.  Dando  alle  po- 
sizioni finali  c , c, , c„ . . . dei  punti  gli  spostamenti  virtuali  cy  , 
c,  y, , i quali  formano  con  cb,  c,  ò,  . . . gli  angoli  i?  , iJ,  . . . , 
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potremo  applicare  il  principio  degli  spostamenti  virtuali,  poiché, 
secondo  il  teorema  di  D’Alembert,  le  forze  proporzionali  a eh , 
c,  ò, . . . sono  in  equilibrio.  Si  ha  dunque: 

(1)  -m  .ch.cji  cos  t)<o: 
ma  d'altra  parte  si  ha: 

ò;,!  = bc*  -j-  cy*  — 2òc  . cy  cos  0 , 
by*  — be'  = cy*  — 2 bc  . cy  cos  0 , 

(2)  Sm  .by'  — Sm  . be'  = Stri . cy'  — 2 Sm  . bc  . cy  cos  0 . 

L’equazione  (1)  mostra  che  il  secondo  membro  dell’  egua- 
glianza (2)  è nullo  o negativo ; il  termine  Sin  non  può  dunque 
essere  diminuito  dalla  sottrazione,  ma  al  contrario  aumentato ; 
il  primo  membro  della  (2)  è quindi  sempre  positivo  e Sm . by1 
sempre  maggiore  di  Sm  . be' . Ogni  deviazione  concepibile  per  un 
moto  qualunque  compatibile  con  i legami  è perciò  sempre  mag- 
giore di  quello  che  si  produce  realmente. 

4.  Indicando  con  s la  deviazione  bc  nell’elemento  piccolis- 
simo di  tempo  r èd  osservando  con  Scheffler  (Zeitschrift  fiir 

Mathenuitik  unti  Phyxik  di  Schiomiteli,  v.  Ili,  197)  che  è s = 

y essendo  l’accelerazione,  la  somma  degli  sforzi  si  potrà  scrivere 
sotto  una  delle  forme  seguenti: 


Sin  .s.s 


T v,  t’ 

— 7 • Im  v • * = 7 sP 


Smy * . 


In  queste  formule,  p rappresenta  la  forza  che  fa  deviare  la 
massa  in  dal  moto,  che  essa  prenderebbe,  se  fosse  libera.  Il  fat- 
tore costante  non  ha  alcuna  influenza  sulla  condizione  del  mi- 
nimo ; quindi  si  può  dire  che  il  moto  si  produce  in  guisa  che 
una  qualunque  delle  somme  : 


(1) 

(2) 

(3) 


Sms  ’ 
Sps, 
Smy • 


sia  minima. 


o 
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5.  Incominciamo  a far  uso  della  terza  forma  nello  studio  di 
un  primo  esempio  già  trattato  più  sopra,  quello  del  verricèllo 
messo  in  moto  da  un  eccesso  di  peso,  che 
agisce  da  una  parte.  Le  notazioni  rimanendo 
come  prima,  vediamo  che  si  devono  determi- 
nare le  accelerazioni  y e y,  di  P e Q in  modo 

P Q . 

che  la  somma  — (g  — y)’ + ~ (.9  — yù  sia 
<7  9 

y 

minima,  o,  poiché  è yx = — y — , talché 


R 


=:N  assume  il  minor  valore  possibile. 
Si  faccia  perciò  eguale  a zero  la  derivata,  si  ha: 


dy 

che  dà  il  valore: 


?,= 


PR  - Qr 
PR*  + Qr* 


Ba- 


cile si  è trovato  precedentemente. 

Come  secondo  esempio  consideriamo  il  moto  sopra  il  piano 
inclinato,  servendoci  della  prima  forma  Sms*  (lig.  180).  Giacché 
non  si  ha  da  considerare  che  una  massa  m , cerchiamo  qual  è 
l’accelerazione  y del  moto  sopra  il  piano  inclinato  che  rende  mi- 
nimo il  quadrato  della  declinazione  (s  ).  8i  ha. 

/ t*\*  / t*\*  r*  r* 

*“  = (.'/-)  +{y-)  -Zy-.y.-sena; 

facendo  d(s!l  = o , e trascurando  il  fattore  costante  si  trova: 
dy 

2 y — 2g  sen  a = o ; 

da  cui  si  ha  il  risultato  ben  noto  scoperto  da  Galileo: 


y = g sen  a . 
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Il  teorema  ili  Gauss  contiene  anche  il  caso  delVequilibrio. 
come  lo  mostra  l’esempio  seguente.  Alle  estremità  dei  bracci  di 


leva  a ed  a'  siano  sospese  le  masse  pesanti  m ed  in!  (fig.  181); 
il  teorema  richiede  che 


rn  . ( g — yf  ni . (g  — y')' 


sia  minimo;  ora  y'  = — y — ; e,  (piando  le  masse  pesanti  stanno 


a 

fra  loro  in  ragione  inversa  dei  loro  bracci  di  leva, 
ha:  v'==  — v . La  somma: 


m 

rrì 


a'  . 
— , si 
a 


'■  (9  ~ )’Y  + ™ (fl +>'“/)  =N 


quindi  deve  essere  minima.  La  equazione  — — = o dà  allora: 

dy 


cui  J ' = 0. 


Quindi  l’equilibrio  presenta  la  minima  deviazione  rispetto  al 
moto  libero. 

Ogni  nuovo  impedimento  aggiunto  aumenta  la  somma  delle 
deviazioni  ma  sempre  il  meno  possibile.  Se  due  o parecchi  sistemi 
sono  connessi  fra  loro,  il  moto  che  si  produce  è tale  che  la  devia- 
zione rispetto  al  moto  dei  sistemi  non  connessi  è il  minore  possibile. 

Ad  esempio  riuniamo  parecchi  pendoli  semplici  in  un  pendolo 
composto  lineare.  Quest'ultimo  oscillerà  con  una  deviazione  mi- 
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nimo  rispetto  al  moto  (lei  pendoli  semplici.  Per  (fig.  182)  lina 
semi-oscillazione  a l'accelerazione  di  un  pendolo  semplice  è: 
y seu  a.  Chiamiamo  ;>  sen  a l’accelerazione  del  punto  posto  alla 
distanza  I dall'asse  di  rotazione  nel  pendolo  composto, 
la  deviazione  essendo  la  stessa.  La  somma: 

Z»i  (</  sen  a — ry  sen  a)'  o Sm  ( g — ry)’ 

sarà  minima.  Se  ne  trae: 


Fìg.  m. 


Sm  (g  — ry)r=  o 


Smr 


Smr1 


Così  il  problema  è risoluto  nel  modo  più  semplice;  ma  questa 
soluzione  è possibile  solo  perchè  nel  teorema  di  Gauss  sono  con- 
tenute tutte  le  esperienze  raccolte  molto  prima  da  Huygens,  i 
Bernoulli  ed  altri. 

<>.  L"  incremento  della  deviazione  rispetto  al  moto  libero 
a ciascuno  nuovo  vincolo  può  essere  messa  in  evidenza  col- 
T esempio  seguente.  Un  filo  teso  alle  sue  estremità  da  due 
pesi  P passa  sopra  (fig.  183)  due  pulegge  fisse  'A  e B e 
sopra  una  puleggia  mobile  C.  Un  peso  2P  -\- p si  sospende 
alla  puleggia  mobile,  che  perciò  cade  con 

p 

l'accelerazione  . </.  Fissiamo  la  pu- 

leggia  A,  ciò  che  aggiunge  al  sistema  un 
nuovo  impedimento.  La  velocità  del  peso 
sospeso  alla  puleggia  B diviene  allora  dop- 
pia e questo  peso  deve  perciò  essere  con- 
siderato come  avente  una  massa  quadrupla. 
La  puleggia  mobile  cade  coll'accelerazione 

— n . Un  calcolo  facile  fa  vedere  che  la  somma  delle 

6P+P  J 

deviazioni  è maggiore  nel  secondo  caso  che  nel  primo. 

Un  numero  n di  pesi  eguali  p giacciono  sopra  un  piano  oriz- 
zontale levigato,  e siano  attaccati  ad  n pulegge,  su  cui  passa 
un  filo  carico  alla  sua  estremità  libera  di  un  peso  p,  come  si 
vede  nella  figura  184.  Secondo  che  tutte  le  pulegge  siano  mo- 
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bili  o fisse,  di  una  all- infuori,  si  otterranno  per  p rispettiva- 


<,  o -«/, 


a causa  delle  velocità 


mente  le  accelerazioni  ^ 


relative  delle  masse  rispetto  al  peso  p mobile.  Quando  tutte  le 
fa  1)  masse  sono  mobili,  la  somma  delle 


deviazioni  è — - — - — ; essa  aumenta  a 


misura  che  il  numero  n delle  masse  mo- 
bili diminuisce. 


7.  Si  consideri  un  corpo  di  peso  Q,  ^ 


limitato  da  una  faccia  piana  inclinata, 
portato  da  due  ruote  e mobile  sopra  un 
piano  orizzontale  (fig.  185).  Sul  piano 


inclinato  giace  un  peso  P.  Si  riconosce 


P 


istintivamente  che  il  peso  P cade  con 


Fig.  m. 


un’  accelerazione  maggiore  (piando  Q 

sia  mobile,  che  non  (piando  Q sia  fisso  e la  discesa  di  1 venga 


vieppiù  impedita.  Supponiamo  che  il  peso  P 


D 


Fig.  lljS. 


cadendo  da  un’altezza  li  acquisti  la  velocità  orizzontale  v e ver- 
ticale u,  e comunichi  al  peso  di  sostegno  Q una  velocita  oriz- 
zontale w.  Il  teorema  della  conservazione  delle  quantità  di  moto, 
applicabile  al  moto  orizzontale,  in  cui  intervengono  solo  le  forze 
interne,  dà: 


Pu  = Qio. 


È d’altronde  geometricamente  evidente  che  è: 


u = (v  -j-  iv) . tan  a . 
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Le  velocità  sono  dunque: 


u — u , 

Q 


P + Q 
P 

P + Q 


(cot  a) . u 
(cot  n) . u. 


II  lavoro  fatto  essendo  P . h , il  teorema  delle  forze  vive  dà: 

t P u‘  , P ! Q . v m*  , Q / P . v 

i-  . n — . — + ~ — cot  a . — + — [ cot  a]  . — , 

0 2 ' g \ P + Q / 2 ^ \P  + Q ì 2 


-i 


gii  — 11  + 


Q 


cosa  a \ ir 


P + Q sena  a / 2 


Indichiamo  con  y l’accelerazione  nel  moto  verticale,  si  ha: 


basterà  sostituire  ad  li  questo  valore  nella  equazione  precedente 
per  avere: 


(P  + Q)  sen*  a 
P sen"  a + Q ^ 


Per  Q=  x , y = g sen"  a cóme  sopra  un  piano  inclinato  lisso. 
Per  Q = o , y—ij  come  nella  caduta  libera.  Infine  per  valori 
finiti  di  Q,  come  (^  = wP,  si  ha: 


(1  + m ) sen1  a 
m + sena  a 


<J  > <J  sena  a , 


poiché 


1 + rn 
m + sen"  a 


>1 


Facendo  Q stazionario,  ed  introducendo  cosi  un  nuovo  impedi- 
mento, aumenta  dunque  la  deviazione  dal  moto  libero. 

Per  ottenere  y in  qnesto  caso  ci  siamo  serviti  del  teorema 
della  conservazione  delle  quantità  di  moto  e di  quello  delle  forze 
vive.  L’uso  del  teorema  di  Gauss  conduce  alla  soluzione  seguente. 
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Indichiamo  con  y , ò , e le  accelerazioni  corrispondenti  alle  velo- 
cità ii  ,v  , w , ed  osserviamo  che,  nel  moto  libero , la  sola  acce- 
lerazione sarà  l'accelerazione  verticale  di  P.  eguale  a g,  le  altre 
essendo  nulle. 

Perciò  la  somma: 

P PO 

N = — (g  — ;/)’  -f-  — - <V  -I-  ■ e*. 

g g g 

\ 

si  deve  rendere  minima.  Ma  il  problema  lui  solo  senso  se  P e Q 
sono  in  contatto,  ciò  che  esige  y = (ó  + e)  itan  «).  Cosi  si  ha: 

P PO 

N = — \g  — (ò  f)  tali  «]’  -f-  — «V  -j-  — e* . 

a g g 

t 

n , „ dN  dN 

Facendo  allora  — = — - = o,  si  ha: 
dò  de 

— \g  — (ò  e)  tan  o] . P . tati  a -f-  P . ò = o , 

— Ij7  — (<’>  c)  tan  o] . P . tan  n -f-  0 • e = o , 

da  cui  si  ha  subito: 

P.ò  — Q.e  = o; 


ed  infine  per  y lo  stesso  valore  di  lineilo  che  abbiamo  prece- 
dentemente trovato. 


Ora  vogliamo  trattare  questa  stessa  questione  sotto  un  altro 
punto  di  vista.  Il  corpo  P descrive  uno  spazio  ».  inclinato  di 
un  angolo  jì  sull’orizzonte,  le  cui  componenti  orizzontale  e ver- 
ticale indicheremo  con  v e u.  mentre  il  peso  di  sostegno  Q per- 
corre uno  spazio  orizzontale  w.  La  componente  della  forza  nella 
direzione  di  » è Psen/f;  quindi  tenendo  conto  delle  velocità  rela- 
tive di  P e Q,  si  avrà  per  l’accelerazione  di  P nella  direzione 
di  s : 


P sen  /f 
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D'altra  parte  si  hanno  le  equazioni  seguenti  : 

Q«>  = Py , 
v = s cos  p , 
u = u tan  fi . 

L'espressione  dell'accelerazione  secondo  s diviene  allora: 

Q sen/i  , 

Q + Pcos*/?  9' 

e quindi  l’accelerazione  verticale  corrispondente  è: 

Q Ben*  p 

Q P COS* P ’9' 

che  dà  resj)ressione  ottenuta  più  sopra,  giacché  vi  si  sostituisce 
all’angolo  p il  suo  valore  in  l'unzione  di  «,  mediante  l’equazione 
u = (v  -j-  «’)  tan  a . L'impiego  del  momento  di  inerzia  ci  ha 
dunque  condotto  allo  stesso  risultato. 

Finalmente  daremo  di  questo  problema  una  soluzione  diretta. 
Sopra  il  piano  inclinato  mobile  il  corpo  F non  cade  con  l'acce- 
lerazione verticale  <y  della  caduta  libera,  ma  con  un’accelerazione 

P 

verticale  y . Esso  quindi  subisce  una  reazione  verticale  — q — y). 

9 

Ora,  poiché  si  fa  astrazione  dell’attrito,  Pel}  possono  reagire 
l’uno  sull’altro  solo  mediante  una  pressione  S normale  al  piano 
inclinato.  Si  ha  dunque: 

P 

— (9  — y)  — S cos  a 

a 

e 

« Q p . 

b sen  a = — r—  — o ; 

9 9 


da  cui: 


~ Ì9  — y)  = - • e.  cotn; 
9 9 
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ora  è y = (d  — j-  c)  tan  a . ciò  che  dà  infine: 

(1) 


(P  -|-  Qì  sena  a 

7=  — — : — rrr  -a, 


(2) 

(3) 


P seir  a -)-  Q 

Q een  a cos  a 

o — — . (1  , 

P sen*  a -f-  Q 

P sen  a cos  a 

e=  — : — —g- 


P sen*  a + Q 

Per  fissare  le  idee  facciamo  P = Q ed  a — 45°.  si  ottiene 

2 1 P y 

y——g,  ft—e  — — g.  Per — = — = 1,  la  somma  delle  de via- 

3 3 g g 

aioni  diviene  _ . Se  P si  muovesse  sopra  un  piano  inclinato  fisso 

d'inclinazione  /L  tale  che  fosse  tan/f=  — , il  suo  moto  si  fa- 

ò 

rehhe  secondo  lo  stesso  cammino,  che  esso  percorrerei  die  sopra 

il  piano  inclinato  mollile.  La  deviazione  sarebbe  quindi  -pr/1.  Allora 

il  moto  sarebbe  infatti  meno  impedito,  che  quando  questa  acce- 
lerazione potesse  essere  conseguita  solo  per  mezzo  dello  sposta- 
mento di  Q. 

S.  (ìli  esempi  ora  trattati  fanno  vedere  che  il  teorema  di 
Gauss  non  apporta  nuore  concezioni  essenziali.  Se  si  adopera 
la  forma  (3)  del  teorema,  allora  gli  si  può  dare  una  forma  ana- 
litica. scomponendo  le  forze  e le  accelerazioni  secondo  tre  assi 
coordinati  rettangolari.  Impiegando  le  stesse  notazioni  ad  oprate 
nell’equazione  (Ij  di  questo  capitolo  n.°  v.°  i;  7 si  ottiene  per 
Zmy*  l’espressione: 


(4) 


La  condizione  del  minimo  dà: 

* _ u*  [ - i)  *S+ £ - ,)  «>+(£-*)*]—. 

ossia  : 

£[(*  - mg)  d§+( Y - rj)  di)  + (Z  - mg)  d£\  = o. 


/X  \* 

Y 

V l z i3i 

Sin 

\—-s)  + 

— — 

n + — -4 

\m  / 

in 

/ \ m 1 
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Se  non  esistono  legami,  allora  tutte  le  df.  d)j.  ri?  sono  arbitrarie 
e si  ottengono  le  equazioni  del  moto  facendo  eguale  a zero  ciascun 
coefficiente.  Se  esistono  dei  legami,  si  ha  fra  le  ili.  di/,  dg  le 
stesse  relazioni  che  esistono  fra  le  ò.r,  f>g,  òz  della  equazione  (1 1 
di  questo  capitolo  n.°  v.°  § 7.  Quindi  le  equazioni  del  moto  sa- 
ranno le  stesse,  come  si  scorge  d’altra  parte  subito  trattando 
gli  stessi  problemi  mediante  il  teorema  di  D’Alembert,  poi  con 
quello  di  Gauss.  Il  primo  di  questi  teoremi  fornisce  immedia- 
tamente le  equazioni  del  moto;  il  secondo  le  fornisce  mediante 
una  differenziazione.  Cercando  una  espressione,  il  cui  differen- 
ziale dà  il  teorema  di  D' Alembert,  si  giunge  direttamente  a 
quello  di  Gauss.  Questo  teorema  è dunque  nuovo  solo  nella  sua 
forimi  e non  in  sè  stesso.  Anche  per  ciò  che  riguarda  il  van- 
taggio di  comprendere  in  uno  stesso  enunciato  i problemi  sta- 
tici ed  i dinamici,  esso  non  si  trova  in  migliori  condizioni  del 
principio  di  D’Alembert,  espresso  nella  forma  datagli  da  La- 
grange,  come  s’è  visto  indietro  (vedi  cnp.  Ili,  n.°  v.°  $ 7). 

Non  occorre  andare  in  cerca  di  una  base  mistica  o metafisica 
per  il  teorema  di  Gauss.  Benché  l’espressione  minimo  sforzo  sia 
assai  suggestiva,  bisogna  riconoscere  che  un  concetto  nou  è creato 
per  il  solo  fatto  che  é stata  immaginata  una  denominazione.  La 
risposta  alla  questione  di  sapere  in  che  cosa  consiste  questo 
sforzo  non  ci  è fornito  dalla  metafisica,  ma  deve  essere  ricer- 
cato nei  fatti.  Le  espressioni  (2)  o (4j  (vedi  cap.  HI.  n.  VII, 
§ 4 e i;  8)  che  divengono  minime,  rappresentano  il  lavoro  che 
la  deviazione  del  moto  impedito  rispetto  al  moto  libero  produce 
in  un  elemento  di  tempo.  Nel  moto  reale  questo  lavoro  di  de- 
viazione è minore  che  in  ogni  altro  moto  concepibile. 

fi.  Una  volta  che  siasi  riconosciuto  alla  nozione  di  lavoro  la 
proprietà  di  essere  fattore  determinante  del  moto,  e che  siasi 
compreso  che  il  principio  degli  spostamenti  virtuali  significa  che 
nessun  moto  non  si  produce  quando  non  si  può  fare  alcun  la- 
voro, non  si  ha  alcuna  difficoltà  di  riconoscere  che  ogni  lavoro 
effettuabile  in  un  elemento  di  tempo  è in  realtà  eseguito.  La 
diminuzione  di  lavoro  dovuto  ai  legami  in  un  elemento  di  tempo 
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si  restringe  perciò  alla  quantità  distrutta  dal  loro  contro-lavoro. 
Quindi  qui  abbiamo  semplicemente  un  nuovo  aspetto  di  un  fatto 
già  noto. 

Questa  relazione  si  presenta  già  nei  casi  più  semplici.  Ab- 
binasi le  due  masse  m ed  m,  poste  in  un  punto  A (lig.  186), 
la  prima  sottoposta  ad  una  forza  />.  la  seconda  ad  una  forza  q. 
Riunendole,  in  una  sola,  la  massa  totale  2 in  sarà  sottoposta  alla 
forza  risultante  r.  Oli  spazi  percorsi  in  un  elemento  di  tempo 
da  queste  masse  libere  essendo  All  ed  AD,  lo 
spazio  descritto  dalla  massa  doppia,  formata  dalla 

riunione  delle  altre  due,  sarà  AO  = — AD  . La 

2 

somma  degli  sforzi  é m (0BS  + 0('s).  Semplici 
considerazioni  elementari  dimostrano  che  essa  è 
minore  di  quella  che  sarebbe  se  la  massa  doppia 
si  trovasse  alla  line  dell’elemento  di  tempo  in  un 
punto  àf  od  N affatto  qualunque,  posto  o no  su 
BC.  Questa  somma  è proporzionale  alla  espressione: 

•j(i>"  + 2,  + 2j«?cos0), 

che  diviene  2p * per  forze  eguali  ed  opposte,  e si  annulla Jper 
forze  eguali  e della  stessa  direzione. 

Si  considerino  due  forze  p e q,  applicate  alla  stessa  massa; 
scompongasi  la  forza  q in  due  componenti  r ed  s rispettivamente 
parallela  e normale  a p.  I lavori  fatti  in  un  elemento  di  tempo 
sono  proporzionali  ai  quadrati  delle  forze;  e,  se  non  vi  sono  le- 
gami, si  possono  esprimere  con: 

-f-  q2  =p3  -j-  /•“  -f  sa. 

Se  ora  la  forza  r è direttamente  opposta  alla  forza  p , ne  con- 
segue una  diminuzione  di  lavoro  e la  somma  diviene: 


Fig.  m. 


(P  - r)'  + s* . 
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Le  proprietà  utilizzate  nel  teorema  ili  Gauss  si  trovano  perciò 
già  nel  principio  della  composizione  o delia  indipendenza  degli 
effetti  delle  forze:  lo  si  riconosce  immaginando  tutte  le  acce- 
lerazioni simultaneamente  realizzate.  L’impronta  metafisica  del 
teorema  scompare  perciò  con  la  forma  vaga  della  espressione. 
Si  vede  il  fatto  nella  sua  semplicità;  siamo  disili  usi,  ma  la  nostra 
concezione  è divenuta  perfettamente  chiara. 

10.  Queste  spiegazioni  intorno  al  teorema  di  Gauss  sono  in 
gran  parte  tratte  dalla  Memoria  di  Scheffler,  già  citata.  Ma  abbiamo 
modificato,  senza  dirlo  espressamente,  quelle  opinioni  di  lui.  che 
non  accettavamo  compiutamente.  Ad  esempio  non  possiamo  accet- 
tare come  nuovo  il  principio  che  egli  propone,  poiché  egli  è ad 
un  tempo  identico  nella  forma  e nel  significato  a quello  di 
D’Alembert  e di  Lagrange. 

Il  trattato  di  Lipschitz  contiene  profonde  ricerche  sul  prin- 
cipio di  Gauss:  “ Osservazioni  sul  principio  del  minimo  sforzo  „ 
(Borc.hardt,  Journal  f.  reine  u.  ungete.  Mathematik , LXXX11, 
1877,  p.  316).  Molti  esempi  elementari  si  trovano  in  K.  Holle- 
freund  “ Applicazione  del  principio  di  Gauss  a!  minimo  sforzo  „ 
(Berlino.  1897). 

11.  Ciò  che  si  è detto  al  numero  9 ha  bisogno  di  un  com- 
plemento. Se  le  masse  del  sistema  non  hanno  nessuna  velocità, 
i moti  reali  entrano  soltanto  nel  senso  del  possibile  lavoro  in 
rapporto  alle  condizioni  del  sistema  (conl'r.  Neumau,  Berlino. 
Società  delle  scienze , IV  L.  1892.  p.  184).  Ma  se  le  masse  sono 
soggette  alle  velocità,  le  quali  possono  essere  opposte  alle  forze 
sollecitanti,  si  sovrappongono  allora  i movimenti  determinati  dalle 
velocità  e dalle  forze  (Boltzmann,  Wied.  Ann..  I.YII.  1896,  p.  45) 
ed  il  principio  del  massimo  di  Ostwald  (Trattato  elementare 
di  chimica  generale  „ voi.  Ili,  parte  I,  1892.  p.  37)  è.  secondo 
l'eccellente  osservazione  di  Zemplén,  universalmente  nota,  ina- 
datta (Ann.  d.  Physik,  X,  1903,  p.  428)  alla  descrizione  di  pro- 
cedimenti meccanici,  perchè  l'inerzia  delle  masse  non  è osser- 
vata. Nondimeno  resta  esatto,  che  si  realizzi  il  lavoro  in  rapporto 
alle  condizioni.  Il  mio  testo,  composto  prima  del  1882,  non  po- 
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teva  naturalmente  prendere  in  considerazione  i problemi  di  mec- 
canica energetica,  comparsi  dieci  anni  dopo.  Del  resto  io  non 
posso  a queste  ricerche  oppormi  con  .lo  spregio  con  cui  talvolta 
furono  trattate.  Anche  la  vecchia  classica  meccanica  non  avrebbe 
raggiunto  la  sua  odierna  forma  senza  simili  errori  eventuali.  Per 
esempio  contro  In  concezione  di  llelm  (L’energia,  1898,  pp.  205- 
252)  essa  potrà  appena  andar  soggetta  a qualche  obbiezione 
importante.  Vedi  u La  mia  esposizione  sull’equivalenza  „ del  con- 
cetto di  lavoro  e di  forza  (Accademia  di  Vienna,  decembre  1873) 
così  pure  molti  capitoli  della  u Meccanica  „ particolarmente  pa- 
gina 272  e seguenti. 


• Vili.  Il  principio  della  minima  azione. 

1.  Maupertuis  enunciò  nel  1747  un  teorema  che  egli  chiamò: 
“ principio  della  minima  quantità  d'azione  „ ; e lo  presentò  come 
una  manifestazione  che  eminentemente  si  accordava  colla  sag- 
gezza del  Creatore.  Egli  prese  per  misura  dell’azione  il  prodotto 
della  massa,  della  velocità  e dello  spazio  percorso,  ossia  m . v . s, 
senza  che  si  possa  scorgere  bene  il  perchè.  1 termini  massa  e 
velocità  si  riferiscono  precisamente  a grandezze  determinate,  ma 
non  così  il  termine  cammino  (spazio  percorso),  se  non  si  conosce  in 
qual  tempo  esso  è percorso.  Se  il  tempo  del  percorso  è l’unità, 
la  distinzione  fra  velocità  e cammino  nei  casi  trattati  da 
Maupertuis  è specioso.  Sembra  che  Maupertuis  sia  pervenuto  a 
questa  oscura  espressione  a causa  della  confusione  che  egli  fece 
fra  le  sue  idee  sul  principio  delle  forze  vive  e su  quello  degli 
spostamenti  virtuali:  l’oscurità  di  una  tale  espressione  si  ren- 
derà ancora  più  evidente  con  uno  studio  alquanto  particolareg- 
giato. 

2.  Vediamo  come  Maupertuis  applicò  il  suo  principio.  Ab- 
binasi due  masse  M ed  m anelastiche;  siano  C e c le  loro  velocità 
prima  dell’urto  ; u la  loro  velocità  comune  dopo  l’urto.  Maupertuis 
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qui  sostituì  allo  spazio  la  velocità  e domandò  che  “ l'azione  „ 
sia  minima  nel  cambiamento  di  velocità  prodotto  dall'urto. 
Dunque 

M (C  — w)a  -f-  m (c  — «)* 
è un  minimo;  e ciò  richiede: 

M (C  — u)  -(-  m ( c — u)  = o , 

da  cui  si  ha: 

1I.C4-  m . c 

u — 

M -j-  m 

Se  le  masse  sono  elastiche,  indicando  con  V e v le  loro  velocità 
dopo  l’urto,  la  somma 

M (C  — V)*  -f-  hi  (c  — »)* 

deve  essere  minima;  d’onde: 

(1)  M (C  — V)  (TV  m(c  — v)  dv  = o; 

ma  siccome  la  velocità  di  avvicinamento  prima  dell’urto  è uguale 
a quella  di  allontanamento  dopo  l’urto,  si  ha  inoltre: 

C — c=  — (Y  — v) , 

(2)  C + V-(c  + »)  = o, 

(3)  e (TV  — de  rè  o . 

Il  sistema  di  equazioni  (1),  (2)  e (3)  danno  immediatamente 
le  espressioni  conosciute  di  V e v. 

Si  scorge  facilmente  che  questi  due  casi  si  possono  conside- 
rare semplicemente  come  fenomeni,  nei  quali  la  reazione  produce 
un  cambiamento  di  forza  viva  minima,  e quindi  in  essi  è mi- 
nimo il  contro-lavoro.  Perciò  rientra  nel  principio  di  Gauss. 

3.  Seguendo  questa  via  Maupertuis  stabilì  la  legge  della  leva 
in  un  modo  tutto  suo  particolare.  Due  masse  M ed  m (fig.  187) 
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siano  fissate  all’estremità  di  un'asta  a,  che  vien  divisa  da  un 
asse  di  rotazione  nei  due  segmenti  x ed  (a  — x ).  Se  Vasta  si 
mette  a ruotare,  le  velocità  sono  proporzionali  agli  spazi  per- 
corsi e l’espressione 


M>“  -f-  m (a  — x)‘ 


us: 


■> 

7 


m 


x \-x 


deve  essere  minima.  Quindi  ne  con-  m 

segue  : 

Ma;  — in  (a  — x)  — o , 


m . a 

x - . 

M + m 


condizione  ohe  effettivamente  è soddisfatta  nel  caso  di  equili- 
brio. Ma  a questa  soluzione  si  possono  fare  due  obbiezioni. 
Prima  di  tutto  le  masse  senza  peso  e senza  forze,  che  Maupertuis 
ammette  tacitamente,  sono  sempre  in  equilibrio;  in  secondo  luogo 
risulterebbe  da  questa  dimostrazione  che  il  principio  della  mi- 
nima azione  è verificato  solo  nel  caso  ili  equilibrio,  e ciò  certa- 
mente non  è quello  che  l’autore  si  prefigge  di  stabilire. 

Per  mettere  d’accordo,  per  quanto  è possibile,  la  soluzione 
di  questo  problema  con  quella  del  precedente,  si  deve  supporre 
che  il  moto  che  si  comunicano  le  masse  pesanti  M ed  ni  è tale, 
che  il  cambiamento  della  forza  viva  è a ciascun  istante  il  mi- 
nore possibile.  Allora,  rappresentando  con  «eòi  bracci  di  leva, 
ti  e v le  velocità  conseguite  nella  unità  di  tempo,  si  trova  che 
l’espressione: 

Mi  <7  — u)*  -f  m{g  — t>)* 
deve  essere  minima,  cioè: 

M<  </  — u)  ila  -|-  rn(g  — v)  dv  — o . 

Ora  il  legame  che  costituisce  la  leva  dà: 

M V a a j 

— — , e du  — — — dv  ; 

ab  b 


26 
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e da  queste  equazioni  si  ricava  subito: 

M . a — m.b  . 


b. . </  . 

M . as  -)-  in  . li 


M . a — in  . I> 


Se  vi  ha  equilibrio  u ~v  — o , e quindi  : 

M . a — M . b =s  o . 


Perciò  si  vede  che  questa  dimostrazione  conduqe  al  principio 
di  Gauss  per  poco  che  si  cerchi  a renderla  rigorosa. 

4.  Maupertuis  trattò,  seguendo  l’esempio  di  Fermat  e Leibniz, 
il  problema  della  propagazione  della  luce,  ma  qui  impiegò  la 
nozione  di  “ minima  azione  „ in  un  “ senso  i ulto  differente 
Nel  caso  della  rifrazione  l’espressione,  che  deve  essere  minima, 
è m . AB  + n . RB  (tig.  188),  in  cui  AR  ed  Rtì  sono  i cammini 
percorsi  dalla  luce  nel  primo  e nel  secondo  mezzo,  in  ed  n gli 
indici  di  rifrazione  corrispondenti.  Se  si  determina  il  punto  R 
secondo  questa  condizione  di  minimo  si  ottiene  infatti. 


sen  a m 

--  — = costante  ; 

sen  fi  n 


ma  prima  u l’azione  „ consisteva  nel  cambiamento  del  prodotto 
massa  X velocità  X cammino;  ora  consiste  nella  somma  di 
queste  espressioni.  Prima  si  teneva  conto  dello  spazio  percorso 
ne\V unità  di  tempo , mentre  ora  se  ne  considera  il  cammino  to- 
tale. Perchè  non  dovremmo,  ad  esempio,  stabilire  che  m . AR  — 
— n . RB  ovvero  (in  — n)  (AR— RB)  debba  essere  minimo? 
Aggiungiamo  ancora  che,  anche  quando  si  accetta  la  soluzione 
di  Maupertuis,  bisogna,  per  conformarsi  ai  fatti,  sostituirvi  alle 
velocità  della  luce  le  loro  inverse. 

Quindi  si  vede  che  non  si  trattava  di  alcun  principio  parti- 
colare scoperto  da  Maupertuis,  ma  piuttosto  invece  di  una  fot  ma 
simbolica  vaga  che.  con  molta  imprecisione  e con  qualche  sforzo, 
permette  di  riunire  parecchi  casi  particolari  differenti  già  noti. 
Abbiamo  trovato  necessario  di  entrare  in  alcuni  particolari,  poiché 
la  concezione  di  Maupertuis  é circondata  ancora  da  una  certa 
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eureola  storica.  Essa  sembrerebbe  quasi  come  una  bricciola  di  fede 
religiosa  caduta  entro  il  dominio  della  meccanica.  Ciò  non  ostante, 
benché  Maupertuis  non  avesse  la  potenza  necessaria  per  riuscire 
nel  suo  intento,  tuttavia  il  suo  sforzo,  per  penetrare  più  pro- 
fondamente nei  fenomeni,  non  fu  sterile; 
esso  fu  prezioso  stimolo  per  Eulero  e 
forse  anche  per  Gauss. 

5.  Eulero  ritiene  che  si  possono 
comprendere  i fenomeni  naturali  tanto 
mediante  le  loro  cause  finali , quanto  per 
le  loro  cause  efficienti.  Ora  se  si  cerca  di 
concepirli  per  mezzo  dei  loro  fini,  si  può, 
a priori , presumere  che  ogni  fenomeno 
naturale  presenta  un  massimo  o un  minimo.  Sarebbe  tuttavia 
assai  difficile  determinare,  mediante  considerazioni  metafisiche, 
la  natura  di  questo  massimo  o di  questo  minimo.  Ma,  ad  esem- 
pio, nella  risoluzione  dei  problemi  meccanici  con  i metodi  ordi- 
nari una  sufficiente  attenzione  ci  fornisce  il  mezzo  di  scoprire 
I espressione  che  in  tutti  i casi  presenta  questa  proprietà.  Eulero 
non  fu  quindi  tratto  in  errore  da  propensioni  metafisiche,  e pro- 
cede molto  più  scientificamente  di  Maupertuis:  il  suo  intendi- 
mento è di  cercare  l’espressione,  la  cui  variazione  posta  eguale 
a zero,  conduce  alle  note  equazioni  della  meccanica. 

Per  un  sol  corpo,  messo  in  moto  mediante  l’azione  di  forze, 
Eulero  trovò  l’espressioue  cercata  sotto  la  forma  fvds , da  es- 
sendo l’elemento  della  traiettoria  percorsa  e v la  velocità  corri- 
spondente. Per  la  traiettoria  effettivamente  seguita  dal  corpo, 
questa  espressione  è minore  che  per  qualunque  altro  cammino 
infinitamente  prossimo,  fra  lo  stesso  punto  iniziale  e lo  stesso 
punto  finale,  che  il  corpo  potrebbe  essere  costretto  di  prendere. 
Quindi  si  può  inversamente,  quando  si  cerca  la  traiettoria,  de- 
terminarla cercando  la  curva  che  rende  J vds  minimo.  Natural- 
mente questo  problema  ha  un  significato  solo  quando  v dipende 
dalla  posizione  dell’elemento  ds.  cioè  quando  si  può  appli- 
care ad  esso  il  teorema  delle  forze  vive  ed  esiste  ima  fun- 
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zione  delle  forze,  o ciò  che  è lo  stesso  quando  v è una  semplice 
funzione  delle  coordinate.  Eulero  suppone  evidentemente  queste 
condizioni.  Quando  il  moto  è piano,  l’espressione  si  può  scrivere 
sotto  la  forma  seguente: 


Nei  casi  più  semplici  il  teorema  di  Eulero  è ben  facile  a 
dimostrarsi.  Se  non  agisce  alcuna  forza,  v è costante,  la  traiet- 
toria è una  retta,  per  cui  Ivds—  vjds  è evidentemente  minore 
di  ogni  altra  traiettoria,  avente  le  stesse  estremità.  Anche  un 

corpo,  che  non  essendo  sottoposto  ad  alcuna  forza  si  muove 

senza  attrito  sopra  una  superficie,  vi  conserva  la  sua  velocita, 
e descrive  su  di  essa  la  linea  più  breve. 

Ora  si  consideri  il  moto  di  un  corpo  lanciato  secondo  la 
traiettoria  parabolica  (fig.  189)  ABC.  Per  tale  traiettoria  la  somma 
I ods  è minore  che  per  qualunque  curva  vicina,  minore  anche 
che  per  la  retta  ADC,  che  congiunge  le  estremità  dell’arco  della 
parabola.  Qui  la  velocità  dipende  solo  dall’altezza  verticale  per- 
corsa dal  corpo;  essa  è quindi  la  stessa  per  tutte  le  curve  nei 

punti  posti  ad  altezze  eguali  al  di  sopra  di  OC.  Dividiamo 

queste  curve  in  elementi  corrispondenti  con  rette  orizzontali. 
Gli  elementi  della  parte  superiore  (fig.  189)  AIJ  della  retta  sono 
minori  degli  elementi  corrispondenti  della  parte  superiore  AB 
della  parabola,  e questi  elementi  debbono  essere  rispettivamente 


moltiplicati  per  uno  stesso  valore  di  v.  Ma  per 
le  parti  inferiori  DC  e BC  gli  elementi  della 
retta  sono  invece  maggiori  di  quelli  della  para- 
| boia;  ora  la  velocità  ■»  ha,  per  questi  elementi, 
un  valore  maggiore  che  per  gli  elementi  supe- 
riori. Quindi  si  comprende  che  j vds  può  essere 


C minimo  per  la  parabola,  come  lo  dimostra  un 
calcolo  rigoroso. 


0 


Fig.  189. 


Se  ora  si  vuole  ottenere  l'equazione  della  traiettoria  mediante 
il  teorema,  si  prenda  A per  origine  delle  coordinate,  AO  come 
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asse  delle  ascisse,  contate  positivamente  verso  il  basso,  e la  per- 
pendicolare ad  AO  per  asse  delle  ?/.  Indicando  con  g l’accele- 
razione della  gravita  e con  a 1 altezza  della  caduta  corrispondente 
alla  velocita  iniziale.  I espressione  che  bisogna  rendere  minima  è: 

x 

I | 2g(o  + x)  + dx. 

O 

Il  calcolo  delle  variazioni  allora  dà  per  condizione  del  minimo: 


I ,2(/(a  -f-xi 


dy 

dx 


= C, 


ossia  : 


dy C 

dX  I ’ 


ed  infine: 


C dx 

| 2y(a  + x)  <’a 


G 

7 | 2g  Sa  + x,  - ( -•  -f  C\ 


ove  (_’  e ( sono  le  coordinate  d*  integrazione.  Prendendo  per  j-  = o 

i du 

la  ?/—  o e -7-  =o,  si  ha: 
dx 

C — | 2 ga  e f " — n ; 

l’equazione  diviene: 

y = 2 | a*  . 

Quindi  si  trova  la  traiettoria  parabolica  nota. 
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fi.  Susseguentemente  Lagrauge  fece  es pressamente  osservare 
che  si  può  lare  uso  elei  principio  di  Eulero  solo  nel  caso  in  cui 
sussiste  il  teorema  delle  forze  vive.  Jaoobi  dimostro  che  non  s 
può,  propriamente  parlando,  affermare  che  per  il  moto  reale  la 
somma  \ vii s è minima,  ma  semplicemente  che  la  variazione  di 
questa  somma  è nulla,  se  si  passa  dalla  traiettoria  reale  nd  una 
traiettoria  infinitamente  prossima.  Questa  condizione  infatti  cor- 
risponde in  <j cuci' al e ad  un  massimo  o ad  un  minimo,  ma  essa 
può  anche  essere  soddisfatta  senza  massimo,  nè  minimo;  quindi 
bisognerò  apportare  certe  restrizioni  alla  proprietà  del  minimo. 
Se,  ad  esempio,  un  corpo  costretto  a rimanere  sulla  superficie 
di  una  sfera,  viene  messo  in  moto  da  un  impulso,  esso  descrive 
un  arco  di  cerchio  massimo  che  è,  in  generale,  una  linea  più 
breve;  ma  quando  l’angolo  dell’arco  di  cerchio  percorso  supera 
180°,  si  dimostra  facilmente  che  esistono  in  essa  infinitamente 
vicine  linee  sferiche  più  corte,  che  terminano  alle  stesse  estremità. 

7.  Dunque  fin  qui  si  è osservato  questo  l'atto  soltanto,  che 
le  equazioni  ordinarie  del  moto  si  ottengono  con  1 eguagliare  a 
zero  la  variazione  ili  I vrls.  Ora  le  espressioni  del  moto  dei  corpi 
e delle  loro  traiettorie  si  possono  sempre  esprimere  col  fare 
eguale  a zero  le  espressioni  differenziali.  Inoltre  la  condizione, 
cui  la  variazione  di  un  integrale  è nulla,  si  esprime  pure  facendo 
egnale  a zero  un’espressione  differenziale.  Quindi  si  può,  senza 
alcun  dubbio,  immaginare  diverse  altre  espressioni  integrali  che, 
mediante  le  loro  variazioni,  condurranno  alle  equazioni  ordinarie 
del  moto  senza  che  perciò  esse  abbiano  necessariamente  un  si- 
gnificato fisica  particolare. 

8.  Tuttavia  è assai  notevole  il  fatto  che  un’espressione  cosi 
semplice,  come  /ed»,  possegga  la  proprietà  che  or  ora  si  è di- 
scussa; e presentemente  tenteremo  di  scoprirne  il  significato 
fisico.  A tal  uopo  le  analogie  notate  da  Giovanni  Bernoulli  e 
Mòbius,  che  esistono  fra  il  moto  delle  masse  ed  il  moto  della 
luce,  come  pure  tra  il  moto  delle  masse  e 1 equilibrio  lunicolare, 
ci  saranno  di  una  grande  utilità. 
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Un  corpo,  su  cui  non  agisce  alcuna  forza,  conserva  la  stessa 
velocità  in  grandezza  e direzione  e descrive  una  retta.  In  un 
mezzo  omogeneo  (avente  ovunque  lo  stesso  indice  di  rifrazione) 
un  raggio  luminoso  percorre  una  retta.  Un  filo,  alle  cui  estre- 
mità soltanto  sono  applicate  delle  forze,  si  distende  in  linea  retta. 

Un  corpo  che  si  muove  da  A a li,  seguendo  una  traiettoria 
qualunque,  e la  cui  velocità  v = <p  (x,  //,  z)  è funzione  delle  coor- 
dinate, descrive  fra  questi  punti  una  curva  per  cui  J vds  è in 
generale  minimo.  Un  raggio  di  luce  che  va  da  A a B segue  la 
stessa  curva,  se  1’  indice  di  rifrazione  del  mezzo  è dato  dalla 
stessa  funzione  delle  coordinate,  n — <p  (x,  y,  z)  ; allora  ( nds  è 
minimo.  Un  filo  teso  fra  questi  stessi  punti,  e la  cui  tensione 
in  ciascun  punto  sia  S — <p  (x,  y,  z ),  segue  pure  la  stessa  curva; 
I S ds  è in  questo  caso  un  minimo. 

La  condizione  di  equilibrio  di  un  filo  può  facilmente  dare 
il  moto  di  un  punto  materiale.  Sia  ds  un  elemento  di  filo,  su 
cui  agiscono  le  tensioni  S ed  S\  rappresentate  (lìg.  190)  da  BA 
e BC.  Sia  I*  la  forza  sollecitante  l’unità  di  lunghezza  del  filo; 
sull’elemento  ds  quindi  agisce,  oltre  le  tensioni,  la  forza  P . ds 
rappresentata  da  BD.  Queste  tre  forze  si  fanno  equilibrio.  Ora 
s’immagini  un  corpo,  che  incominci  a descrivere  lo  spazio  ds  con 
una  velocità  t>.  rappresentata  in  grandezza  e direzione  da  AB, 
e vi  riceva  una  velocità  BF  = — BD:  il  corpo  procederà  in  avanti 
con  la  velocità  vi  = BC.  Sia  Q una  forza 
aceeleratrice  opposta  a P.  che  dà  nell’unità 
di  tempo  un’accelerazione  Q;  per  l'unità 
di  lunghezza  del  filo  l’incremento  di  ve- 
locità sarà  quindi  — , e per  la  lunghezza  ds 
v 

Q 


sarà  — ds.  La  traiettoria  del  moto  seguirà 
v 

perciò  il  filo  se,  fra  la  forza  P e la  ten- 
sione S del  filo  da  un  canto,  la  forza  aceeleratrice  Q.  applicata 
alla  massa  e la  velocità  v dall’altra,  esiste  la  relazione: 


Q 

P : _ — = g : 
v 


il  segno  meno  indica  che  le  direzioni  di  P e di  Q sono  opposte. 
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Un  filo  circolare  chiuso  è in  equilibrio,  quando  fra  la  ten- 
sione S,  che  è la  stessa  per  tutti  i suoi  puntile  la  forza  P, 
applicata  all’unità  di  lunghezza  del  filo  e che  agisce  verso  1 e- 

sterno  nel  senso  dei  raggi,  esiste  la  relazione  V = -,  r essendo 

il  raggio  della  circonferenza.  Un  corpo  si  muove  con  un  moto 
circolare  uniforme  quando  fra  la  sua  velocità  v e la  sua  acce- 

Q « . n_— 

lerazione  centripeta  Q esiste  la  relazione:  — = - ossia  Vi—  r • 


Un  corpo  si  muove  con  una  velocità  costante  v secondo  una  curva 
qualunque  se,  a ciascun  istante,  è sollecitato  da  una  forza  acce- 

leratrice  Q = — , diretta  verso  il  centro  della  traiettoria.  I n 

filo  è in  equilibrio  secondo  una  curva  qualunque  con  una  ten- 
sione costante  S,  se  in  ciascuno  dei  suoi  punti  e applicata  per 

ogni  unità  di  lunghezza  una  forza  P - | , diretta  dal  centro  di 

curvatura  verso  l’esterno. 

Nel  moto  di  propagazione  della  luce  non  si  riscontra  un  con- 
cetto analogo  a quello  di  forza.  Quindi  si  dovrà  procedere  ben 
altrimenti  per  dedurre  il  moto  della  luce  dall  'equilibrio  di  un 
filo  o dal  moto  ili  una  mussa.  Si  consideri  una  massa,  che  si 
muove  cou  una  velocità  AB  = v (fig.  Ibi).  Una 
forza,  che  agisce  secondo  BD,  produce  un  in- 
cremento di  velocità  BE,  che  dà,  mediante  la 
composizione  cou  la  velocità  v = AB  = BC,  la 
velocità  «'  = BF.  Scomponendo  le  velocità  v 
e xt  secondo  le  direzioni  parallela  e perpendi- 
colare alla  forza,  si  vede  che  solo  la  compo- 
nente parallela  è modificata  dall-  azione  di 
questa.  Indichiamo  cou  K la  componente  per- 
pendicolare, a ed  «’  gli  angoli  che  fanno  le 
velocità  con  la  direzione  della  forza,  avremo 


Iv  = v seu  a — v‘  sen  a'  ; 
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da  cui  si  ha: 


seu  a v 

sen  a'  v‘ 


Ora  immaginiamo  un  rayyio  luminoso,  che  percorra  la  retta  AB, 
e che  si  spezzi  nel  punto  B sopra  una  superficie  piana,  rifran- 
gente, perpendicolare  alla  direzione  della  forza  e passante  da  un 
mezzo,  il  cui  indice  di  rifrazione  sia  n , in  un  altro,  il  cui  in- 
dice di  rifrazione  sia  n'  e tale  che  — — — . Questo  raggio  lu- 

ri  v’ 

minoso  seguirà  la  traiettoria  del  corpo,  che  ora  si  è considerato. 
Quindi  se  vogliamo  stabilire  l’analogia  fra  il  moto  della  massa 
ed  il  fenomeno  della  propayazìone  di  un  rayyio  laminoso,  de- 
vesi  supporre  in  ciascun  punto  un  indice  di  rifrazione  n pro- 
porzionale alla  velocità.  Per  dedurre  dallo  forze  gl’ indici  di  ri- 
frazione si  avranno  le  formule  seguenti,-  in  cui  P rappresenta  la 
forza  e dy  un  elemento  di  spazio  percorso  nella  direzione  di 
questa: 

v' 

d — = T>.dq, 

ed  il  suo  analogo: 

n* 

d - ==  P . dy  . 

Indicando  con  ds  l'elemento  dello  spazio  percorso  ed  a l'an- 
golo che  fa  con  la  direzione  della  forza,  si  ha: 

v* 

d — = P . cos  a .ds , 

2 

n* 

d — = P . cos  a . ds  . 

2 

Nelle  condizioni  assunte  più  sopra,  la  traiettoria  di  un  proietto 
è data  da: 

2 y = | ax. 
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Un  raggio  di  luce  si  propaga  secondo  la  stessa  parabola  in  un 
mezzo,  il  cui  indice  di  rifrazione  segue  la  legge: 


n=\  2(0  + *). 

9.  Ora  studieremo  più  accuratamente  le  relazioni  fra  la  prò. 
prietà  del  minimo  e la  forma  della  traiettoria.  Primieramente 
si  consideri  (fig.  192)  una  linea  spezzata  ABC.  intersecata  dalla 
retta  MN  ; si  ponga  A B = s,  BC  = i,  e si  cerchi  la  condizione 
necessaria,  affinchè  il  cammino,  che  va  dal  punto  tisso  A al  pimto 
fisso  B.  renda  minima  l'espressione  : 


vs  + v's' , 

ove  v e v'  sono  le  due  costanti  diverse,  Fuma  per  la  regione  al 
di  sopra  di  MN,  l’altra  per  la  regione  al  di  sotto  di  MN.  Si  dia 
al  punto  B uno  spostamento  infinitamente 
piccolo  BL>  — in  ; la  nuova  traiettoria  AC 
rimane  parallela  alla  prima,  come  lo  fa 
vedere  la  rappresentazione  simbolica  della 
figura  192.  L’espressione  rs+  v’s’  riceve 
F incremento  — vm  sen  « + vm'  sen  a', 
che  è proporzionale  a — v sen  a + v sen  a’. 
Quindi  la  condizione  del  minimo  è: 

— v sen  a + v‘  sen  a'  = o , 
o sen  a v' 

sen  a'  v 

Se  si  vuol  rendere  minima  F espressione  — , si  ottiene  pure 
esattamente: 


sen  a v 

sen  a v'  ' 

Nel  caso  di  nn  filo  teso  ABC,  le  cui  tensioni  S ed  S’  sono 
diverse  al  disopra  ed  al  di  sotto  di  MN,  l’espressione  che  bi- 
sogna rendere  minima  è: 


S . s + S' . s' . 
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Per  fissare  le  idee  si  supponga  (fig.  193)  che  il  filo  teso  una 
volta  da  A a B e tre  volte  da  B a C,  sorregga  uu  peso  P;  si 
ha  : S = P , S'  — 3P.  Se  si  sposta  il  punto  B della  lunghezza  m, 
ogni  diminuzione  della  espressione  Ss -)- Ss'  esprime  un’incre- 
mento del  lavoro,  che  fa  il  peso  sospeso  P.  Se 

— S .ni.  seti  a -f-  S' . in  sen  a'  = o , 

allora  non  si  fa  alcun  lavoro:  il  minimo  di  S . s -f- S' . s'  corri- 
sponde al  minimo  del  lavoro  fatto.  Quindi  il  principio  della  mi- 
nima azione  è qui  semplicemente  un’altra  forma  del  principio 
degli  spostamenti  virtuali. 

Si  supponga  che  ABC-  sia  un  raggio  luminoso  e che  le  ve- 
locità di  propagazione  v e i>'  al  di  sopra  ed  al  disotto  di  MN 
stiano  fra  loro  come  3:1.  Il  raggio  di  luce  si  muove  da  A a B 
secondo  la  traiettoria  percorsa  in  un  tempo  minimo,  e ciò  si  ve- 
rifica per  una  ragione  tisica  semplicissima.  La  luce  va  da  A a B 
sotto  forma  di  onde  elementari  secondo  differenti  cammini.  A causa 
della  periodicità  del  fenomeno  queste  onde 
generalmente  si  distruggono;  solamente 
quelle  che  giungono  in  tempi  eguali,  e quindi 
a fasi  eguali  producono  un  risultato.  Ora 
questa  condizione  si  realizza  solo  per  le 
onde,  che  giuugono  nel  punto  B per  la  via 
più  breve  e per  le  traiettorie  infinitamente 
prossime.  Onde  la  traiettoria  effettivamente 
seguita  dalla  luce  rende  minima  l’espres- 

sione:  — -f-  — ; e,  poiché  gli  indici  di  ri- 

V V fig.  W3. 

frazione  sono  inversamente  proporzionali 

alle  velocità  di  propagazione,  l’espressione  ns  -f-  v's'  "è  ad  un 
tempo  minima. 

Quando  si  considera  il  moto  di  una  massa,  la  condizione 
che  vs  + va'  sarà  un  minimo,  ci  si  presenta  con  un  certo  carat- 
tere di  novità  (fig.  194).  Si  supponga  che  all’istante,  in  cui  la 
massa  in  moto  sorpassi  il  piano  MN,  la  sua  velocità  passi  dal 
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valore  v al  valore  v'  maggiore,  per  esempio  per  l’effetto  di  una 
forza  diretta  secondo  BT):  la  traiettoria  della  massa  sarà  tale 
che: 

v . sen  ( i — xf . sen  a!  = /• . 


Questa  equazione , che  è identica  alla  con- 
dizione del  minimo,  esprime  semplicemente  il 
fatto  che  solo  la  componente  della  velocità  pa- 
rallela alla  direzione  della  forza  subisce  un 
cambiamento,  mentre  la  componente  nonnule 
a questa  direzione  rimane  invariabile.  Quindi 
il  teorema  di  Eulero  offre  ancora  in  questo 
caso  una  forma  nuova  di  un  fatto  già  fami- 
gliare. 

E necessario  di  aggiungere  alcune  osservazioni  a quanto  si 
è esposto,  pubblicate  ne!  1883.  Si  vede  che  il  principio  della 
minima  azione,  e,  con  esso,  tutti  gli  altri  principii  del  minimo, 
che  s’ incontrano  in  meccanica,  esprimono  semplicemente  che,  in 
ciascun  caso,  si  verifica  esattamente  tutto  quello  che  si  può  ve- 
rificare nelle  circostanze  del  caso  considerato,  cioè  tutto  ciò  che 
da  essa  è determinante  e determinato  in  un  modo  unico. 
I casi  di  equilibrio  si  possono  dedurre  da  questa  unica  deter- 
minazione; si  è già  discusso  questa  deduzione;  e vi  torneremo 
sopra  anche  piò  innanzi.  Rispetto  ai  casi  dinamici  J.  l’etzoldt 
ha  dimostrato,  meglio  e più  chiaramente  di  quello  che  io  non 
l’abbia  latto,  il  senso  del  principio  della  determinazione  unica 
nel  suo  libro  intitolato:  Maxima,  minima  and  Oekonomie  (Al- 
tenburg,  1891  >,  che  qui  citerò  testualmente  (pag.  11):  “ Bei  (dica 
Bewegungen  lassen  sich  also  die  wirklich  genommenen  Wegc 
immer  als  un  sgeze  ir  li  net  e Falle  unter  attendi/ eh  viélen  denkbaren 
auffassen.  Analytisch  heisst  das  aber  nichts  Anderes  als:  es 
masseti  sich  immer  Ausdriicke  fìnden  lassen.  welche  danti , wenn 
ihre  Variabion  der  Nuli  gleichgesetzt  teird,  die  Differential- 
gleichunqen  der  Bewegung  liefern,  denti  die  I arìation  versch- 
tvindet  ja  nur , wenn  das  Integrai  einen  eiuzigartigen  Wertli 
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anninimt  Eccone  1»  traduzione:  “In  qualsiasi  moto,  la  tra- 
iettoria realmente  percorsa  appare  sempre  come  nettamente 
distinta  fra  un  infinito  numero  di  traiettorie  immaginabili.  Ma 
analiticamente  ciò  significa  solo  questo:  è sempre  possibile  tro- 
vare espressioni,  la  cui  variazione  eguagliata  a zero  dà  le  equa- 
zioni differenziali  del  moto,  poiché  la  variazione  non  può  annul- 
larsi. fuorché  sol  quando  l’ integrale  prende  un  valore  determi- 
nato in  un  unico  modo  Infatti  si  vede  che  nell'esempio  ora 
trattato  un  incremento  di  velocita  è determinato  in  un  sol  modo 
solo  nella  direzione  della  forza.  Infatti  perpendicolarmente  a 
questa  forza  (presto  incremento  potrebbe  prendere  un  numero 
infinito  di  direzioni,  aventi  tutti  lo  stesso  ufficio;  quindi  esse 
si  trovnno  tutte  escluse  dal  principio  della  determinazione  unica. 
Io  sono  perfettamente  d’accordo  con  Petzoldt  quando  dice: 
“ I teoremi  di  Eulero  e di  Hamilton,  non  meno  di  quello  di 
Gauss,  non  sono  perciò  altro  che  espressioni  analitiche  del  fatto 
sperimentale,  che  i fenomeni  della  natura,  sono  determinati  in 
un  modo  unico  „.  La  singolarità  del  minimo  è determinata. 

Conviene  pure  di  citare  qui  il  luogo  seguente  di  un  Articolo 
da  me  pubblicato  nella  rivista  il  Lotus  di  Praga  (n°  del  no- 
vembre 1873):  “I  principii  di  equilibrio  e di  moto  della  mec- 
canica possono  essere  espressi  sotto  forma  di  leggi  degli  isope- 
rimetri. La  concezione  antropomorfica  qui  non  è essenziale  in 
nulla;  si  prenda  per  esempio  il  principio  dei  lavori  virtuali.  Se 
si  è riconosciuto  il  lavoro  A come  determinante  della  velocità, 
si  vede  facilmente  che,  dal  momento  che  non  avvi  alcun  lavoro 
fatto  per  i passaggi  del  sistema  a tutte  le  conformazioni  pros- 
sime, nessuna  velocità  non  può  essere  acquistata;  e che,  per  con- 
seguenza, esiste  l’equilibrio.  La  condizione  di  equilibrio  è dunque 
òA  — o;  essa  non  richiede  precisamente  che  A sia  massimo  o 
minimo.  Queste  leggi  non  sono  rigorosamente  limitate  al  campo 
della  meccanica.  Esse  possono  essere  assai  generali.  Quando  il 
cambiamento  di  un  fenomeno  B dipende  da  un  fenomeno  A,  la 
condizione  affinchè  U sia  in  un  certo  stato,  è òA  = o 


— 398  - 


Come  si  vede  scrivendo  ciò,  io  ammetto  la  possibilità  di 
scoprire,  nei  rami  più  disparati  della  fisica,  i teoremi  ana- 
loghi a quello  della  minima  azione,  senza  seguire  per  arrivarvi 
la  via  indiretta  della  meccanica.  Non  considero  più  la  mec- 
canica come  la  base  fondamentale  della  spiegazione  di  tutte  le 
altre  scienze,  ma  invece,  per  la  ragione  del  suo  stato  di  pro- 
gresso formale,  come  un  eccellente  prototipo  di  queste  scienze. 
A tal  riguardo  il  mio  modo  di  vedere  differisce  in  apparenza 
poco,  ma  per  altro  essenzialmente,  da  quelli  eli  gran  parte  dei 
fisici.  Per  ulteriori  schiarimenti  rimanderò  il  lettore  al  mio  trat- 
tato sui  Principien  der  Vàrmélehre  (particolarmente  alle  pp.  192. 
318,  356)  ed  al  capitolo:  u Sul  principio  della  comparazione  nella 
scienza  fisica  „ de’  miei  “ Populàr-wissensc/mfll.  Vorlesungen  „, 
(p.  251).  Notevoli  articoli  su  questo  soggetto,  sono  quello  di  C. 
Neumann  : “ Uas  OstwalcF scheAxumt  des  Energiewnsatzes  „ 
ossia  " L’assioma  di  Ostwald  sulla  trasformazione  dell’energia  „ 
(■ Bericht.e  d.  K.  Sachs.  Gesellschaft. , 1892,  p.  184),  l’altro  di 
Oswald  “ Ueber  i/ns  Princip  des  ausgezeióhneten  Falles  „ (loc. 
cit.,  1893.  p.  600)  ossia  u Sul  principio  del  caso  singolare  ,, . 

10.  La  condizione  del  minimo  trovata  più  sopra: 

— v sen  a + o'  sen  a = o . 

dà,  quando  si  passa  da  una  spezzata  poligonale  finita  agli  ele- 
menti di  curva  : 


ossia  : 


od  infine: 


— v sen  a + (c  -f  dv)  sen  (a-\-da)=o, 
d (v  sen  a)  = o ; 
v sen  a — costante. 


Per  il  problema  della  propagazione  della  luce  si  ottengono 
le  equazioni  corrispondenti  : 


d ( n sen  a)  = o 


n sen  a — costante  , 


— 3<J9  — 


seu  a 
v 


sen  a 


■ = costante , 


e per  la  forma  di  equilibrio  dei  fili: 

d (S  sen  a)  = o , S . sen  a = costante . 

Per  spiegare  ad  esempio  le  osservazioni  precedenti  si  riprenda 
il  problema  della  traiettoria  di  un  proietto  pesante.  Indichiamo 
ancora  con  a l’angolo  di  un  elemento  della  curva  con  la  ver- 
ticale e si  prenda  l’asse  delle  x orizzontale.  La  velocità  è: 

v — |'  20  (a  -)-  .ri . La  condizione  v seu  a — costante 


dy 


Fig.  786. 


o | 2(j(i'A-x)  ‘ ~j~  = costante  è identica  a quella, 

che  fornisce  il  calcolo  delle  variazioni  ; ma  ora  se  • 
ne  conosce  il  significato  fisico,  che  è semplicis- 
simo. Si  immagini  un  filo  (fig.  195),  la  cui  ten- 
sione è data  da  S ■=  ( 2g  (a  -f-  x)  ; ciò  che  si  po- 
trebbe fino  ad  un  certo  punto  realizzare  per  mezzo 
di  taglie  fisse  senza  attrito,  i cui  paranci,  che  por- 
tano un  numero  conveniente  di  pulegge,  possono  sdrucciolare  lungo 
guide  orizzontali,  poste  in  un  piano  verticale,  e sui  cui  passa 
successivamente  un  -filo  fissato  ad  un’estremità  e teso  all’altra 
estremità  da  un  peso. 

Si  ritrova  per  l’equilibrio  la  stessa  condizione,  ma  ora  essa  ha 
un  significato  lisico  ben  chiaro.  Il  filo  assume  la  forma  di  una 
parabola,  quando  la  distanza  fra  le  guide  diminuisce  indefinita- 
mente. In  un  mezzo,  il  cui  indice  di  rifrazione  è dato  dalla 

legge  x = V*  2g  (a  -f  x) , o la  velocità  della  luce  dalla  legge: 
1 

v — " , e quindi  cambia  solo  secondo  la  verticale,  il 

| !2g(a  + x 

raggio  luminoso  è una  pnrabola.  Se  in  questo  mezzo  la  velocità 
cambia  secondo  la  legge  v = | 2 g {a  x)  , la  traiettoria  del  rag- 
gio luminoso  sarebbe  una  cicloide;  per  la  quale  sarebbe  minimo 

non  quello  di  : j fi  2 g {a -\-  x)  ■ ds . 


il  valore  di 


ds 


2 g (a  + x) 
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11.  Confrontando  l’equilibrio  di  un  filo  con  il  moto  di  una 
massa  si  può,  invece  del  filò  avvolto  su  di  un  sistema  di  pu- 
legge, considerare  un  semplice  filo  omogeneo,  purché  si  faccia 
agire  su  di  esso  un  sistema  di  forze,  che  produca  le  tensioni 
richieste.  Si  può  osservare  facilmente  che  i sistemi  di  forze  che 
danno  la  velocità  o la  tensione  per  la  stessa  funzione  delle  coor- 
dinate sono  differenti.  Cosi  ad  esempio  la  gravità  dà  per  velo- 


Fig.  m. 


cità  v = ‘Jff  (a  -f-  x) , (piando  un  filo 
omogeneo  pesante  in  equilibrio  forma 
una  catenaria  (fig.  196),  la  cui  tensione 
è data  da  S = in  — n x , in  ed  n es- 
sendo delle  costanti.  L’analogia  fra  l'e- 
quilibrio dei  fili  ed  il  moto  delle  masse 
consiste  essenzialmente  in  questo,  che 
per  un  filo  sottoposto  a forze,  che  am- 
mettono una  funzione  di  forze  U,  si  ha  l’equazione  U -f-  S = co- 
stante, facile  d’altronde  a dimostrarsi.  Le  interpretazioni  fìsiche 
del  teorema  della  minima  azione,  che  si  son  date  solo  pei  casi 
semplici,  sussistono  anche  nei  casi  complicati,  che  si  ottengono 
immaginando  per  esempio  dei  gruppi  di  superficie  di  eguale 
tensione,  di  eguale  velocità  o di  eguale  indice  di  rifrazione,  che 
dividono  il  filo,  la  traiettoria  della  massa  od  il  raggio  luminoso 
in  elementi  ; ed  in  questi  casi  bisogna  intendere  con  la  nota- 
zione a l’angolo  formato  da  un  elemento  con  la  normale  alla 
superficie.  Lagrauge  ha  esteso  il  teorema  della  minima  azione 
ai  sistemi  materiali  e l'ha  messa  sotto  la  forma: 


òlm  I vds  — o . 

Ora  se  si  osserva  che  i legami  lasciano  sussistere  il  teorema 
delle  forze  vive,  che  è la  base  essenziale  del  teorema  della  mi- 
nima azione,  si  vede  ancora  che  in  questo  caso  quest’ultimo  teo- 
rema conserva  la  sua  validità,  e si  può  interpretare  fisicamente. 
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IX.  Il  principio  di  Hamilton. 

1.  Si  è già  fatto  osservare  che  si  possono  immaginare  ri  ircene 
espressioni,  le  cui  variazioni,  eguagliate  a zero,  danno  le  equa- 
zioni ordinarie  del  moto.  Il  principio  di  Hamilton  fornisce  un'e- 
spressione di  questa  specie: 

H h 

àf  (U  -(-  T)  dt  — o ossia  / (óU  -f-  òT)  dt=o . 

io  lo 

ove  òl  e ò 1 sono  le  variazioni  del  lavoro  e della  forza  viva,  e 
debbonsi  annullare  ai  limiti  t0  e Facilmente  si  può  dedurre 
il  teorema  di  Hamilton  da  quello  di  D’Alembert,  ovvero  inver- 
samente il  secondo  dal  primo.  In  sostanza  questi  due  teoremi 
sono  identici  e differiscono  solo  per  la  forma.  (1). 

2.  Senza  entrare  in  una  discussione  approfondita  di  questo 
principio,  faremo  vedere  l’identicità  dei  due  teoremi  mediante 
un  esempio,  e sceglieremo  quello  che  ci  ha  già  servito  per  illu- 
strare il  teorema  di  D’Alembert:  il  problema  del  verricello  messo 
in  moto  da  un'eccedenza  di  peso,  che  agisce  da  una  parte.  In- 
vece del  moto  reale  dell’apparecchio  si  può  immaginare  un  moto 
infinitamente  poco  differente,  che  si  compie  nello  stesso  inter- 
vallo di  tempo,  e coincide  con  il  moto  reale  all’  inizio  ed  alla 
fine.  Cosi  si  produce  in  ciascuno  elemento  di  tempo  dt  una  va- 
riazione óU  del  lavoro  ed  una  variazione  ÒT  della  forza  viva, 
che  modificano  i valori  U e T,  che  queste  grandezze  hanno  nel 
moto  reale.  Ma  in  quest’ultimo  l’integrale  (1)  è nullo;  quindi 
esso  può  servire  a determinarlo.  Se,  durante  l’elemento  di  tempo  rii , 
l’angolo  di  rotazione  differisce  da  quello  del  moto  reale  della 


(1)  Vedi  per  esempio  Kirchhoff,  Vorlesungen  iiber  mathemuli- 
schen  Physik;  Mechnnik,  p.  25:  e Jacobi,  Vorlesungen  iiber  Dgnamik, 

p.  68. 
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variazione  a,  la  variazione  del  lavoro  corrispondente  ad  un  tal 
cambiamento  sarà  : 


PÙ 


□ Q 

Fig.  197. 


ÒU  = (P  . K - Q . r) . a = M . a. 

Per  la  velocità  angolare  w la  forza  viva  è: 

1 MI* 

T = - (P . E:  + Q • '•b  . - ; 

a i 

per  la  variazione  bw  si  ha: 


(P  . E8  + Q . r) . tv . bw  ; 


ma,  se  l’angolo  di  rotazione  varia  di  a nel  tempo  dt.  si  ha 


dii 

ó,c  = — , 


1 da  an 

Ò.T  = - (P.Ra  + Q.  Yt  =N-rÌT 


da 


Quindi  l’integrale  si  può  scrivere  così: 


ma 


da  cui: 


*i 

i( M.a  + N.^).rf«  = o; 


da 

d N 

d (Na)  = 

dt  ’ 

n <m 

J a . dt  -f-  j^j 

ò 

. T 1 

Sa  = o 

J \ dt 

\ 

io 

t. 

La  parte  integrate  scompare,  perchè  si  è supposto  a — o ai  li 
miti,  cioè  all’inizio  ed  alla  fine  del  moto.  Quindi  si  ottiene: 
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e,  siccome  a è arbitrario  ed  in  ciascun  istante  indipendente  da  dt, 
questa  equazione  richiede  che  sia  per  ogni  valore  di  t: 


che  dà,  quando  si  sostituisce  alle  lettere  i loro  valori: 

dw  PE  — Q r 

dt  = PE»  + Qr“  ' 

Inversamente  si  può  partire  dalla  equazione  : 


che  il  principio  di  D! Alembert  dà  per  ogni  spostamento  possi- 
bile, ed  ottenne  successivamente  le  equazioni  : 


i 


Ma  -f  N 


da' 

dii 


dt  = o . 


3.  Un  secondo  e più  semplice  esempio  ci  è fornito  dalla  ca- 
duta verticale  dei  gravi.  Per  ogni  spostamento  infinitamente  pic- 
colo s si  ha  l'equazione  : 

I dv\ 

\ J dt I 


ove  le  lettere  hanno  il  significato  convenzionale.  Se  ne  deduce: 


m. 


dv  \ 


dl—o, 
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o,  osservando  che: 

d(mv . s) 


dt 


dii  ds 

= m.  —.s  + mv 

dt  dt 


e che  : 


/ (finirai 

I dt 

to 


di 


<1 

invs  j = a , 

io 


poiché  s s'annulla  ai  limiti,  1!  integrale  precedente  dà: 


to 


che  ha  la  forma  del  principio  di  Hamilton. 

Così  quindi  per  quanto  differente  possau  sembrare  i principii 
della  meccanica,  tuttavia  essi  non  contengono  espressioni  di  fatti 
distinti,  ma  in  qualche  modo  contengono  semplicemente  aspetti 
diversi  degli  stessi  fatti. 


X.  Applicazione  dei  principii  della  meccanica  alla  risoluzione 
di  alcuni  problemi  di  idrostatica  e di  idrodinamica. 

1.  (ìli  esempi  che  abbiamo  dato  si  riferiscono  a sistemi  di 
corpi  solidi;  ed  ora  completeremo  questi  esercizi  sui  teoremi 
della  meccanica  con  alcuni  problemi  d’idrostatica  e d idrodina- 
mica. 

Per  primo  esempio  prenderemo  la  discussione  delle  leggi  di 
equilibrio  di  un  liquido  senza  peso,  sottoposto  solo  alle  così  dette 
forze  molecolari.  Le  forze  di  gravità  saranno  trascurate  nelle 
nostre  considerazioni.  Infatti  Plateau  ha  fatto  vedere  come  si 
può  porre  un  liquido  in  condizioni  tali,  che  la  gravità  rimanga 
come  soppressa.  Ciò  accade  per  esempio  se  si  pone  una  certa 
quantità  di  olio  di  olivo  in  una  mescolanza  di  acqua  e di  alcool 
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di  peso  specifico  eguale  a quello  dell'olio.  In  virtù  del  principio 
di  Archimede  il  peso  dell’olio  è allora  equilibrato  dalla  spinta  e 
questo  liquido,  agisce  realmente  come  se  fosse  senza  peso. 

•1.  Primieramente  consideriamo  una  massa  liquida,  senza  peso, 
libera  nello  spazio;  poiché  le  forze  molecolari  agiscono  solo  a 
piccolissime  distanze,  immaginiamo  descritta  intorno  a ciascuna 
molecola  liquida  a,  b,  c una  sfera,  la  cosi  detta  sfera  di  azione 
molecolare  di  raggio  eguale  alla  distanza,  alla  quale  le  forze  mole- 
colari non  hanno  più  un  effetto  sensibile.  Tutto  intorno  a ciascuno 
dei  punti  a,  />,  c queste  sfere  sono  uniformemente  e regolarmente 
riempire  di  altre  molecole  in  modo,  che  la  forza  risultante  sopra 
ciascuna  delle  molecole  a.  b.  c è nulla.  Solo  le  parti  liquide,  la 


cui  distanza  dalla  superficie  sia  minore  del  raggio  della  sfera 
di  azione  molecolare,  sono  in  differenti  condizioni  dinamiche  delle 
molecole  interiori.  Supponendo  che  i raggi  di  curvatura  in  ciascun 
punto  della  superficie  siano  grandissimi  rispetto  al  raggio  della 
sfera  di  azione  molecolare,  si  potrà  separare  dal  rimanente  della 
massa  liquida  uno  strato  superficiale  di  spessore  eguale  a questo 
raggio,  e nel  quale  le  molecole  si  trovano  in  altra  condizioni 
fisiche  differenti  da  «niello  interne.  La  molecola  interna  a,  tra- 
sportata dalla  posizione  a alla  posizione  b o c,  rimane  nelle  stesse 
condizioni  fisiche,  come  le  parti,  che  sono  venute  ad  occupare 
a sua  posizione  primitiva.  In  questo  modo  non  si  fa  alcun  la- 
voro. Quindi  vi  si  effettuerà  solo  del  lavoro,  quando  le  molecole 
dallo  strato  superficiale  siano  trasportate  all’ interno  od  inversa- 
mente, e,  perciò,  solo  quando  avvi  cambili  ma  ufo  della  grandezza 
della  superficie.  D’altronde  è indifferente,  se  la  densità  sia  o no 
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la  stessa  nello  strato  superficiale  ed  internamente,  o se  essa  sia 
o no  la  stessa  in  tutti  i punti  di  questo  strato.  Facilmente  si 
vede  che  il  compimento  di  un  lavoro  dipende  dal  cambiamento 
della  superficie,  anche  (piando  la  massa  liquida  sia  immersa  in  im 
altro  fluido,  come  nell’esperimento  di  Plateau. 

Ora  ricercheremo  se  la  diminuzione  della  superficie,  prodotta 
dalla  penetrazione  delle  molecole  superficiali  del  liquido,  corri- 
sponda ad  un  lavoro  positivo  o negativo,  cioè  se  questa  dimi- 
nuzione richiede  o din  lavoro.  Si  sa  che  due  goccioline  liquide 
a contatto  si  riuniscono  in  una  sola  da  sè  stesse;  questa  riunione 
diminuisce  la  superfìcie.  Xe  consegue  che  una  diminuzione  della 
superficie  corrisponde  ad  un  lavoro  compialo  (lavoro  positivo). 
Una  bellissima  esperienza  di  Yan  der  Mensbrugghe  fa  vedere  che 
ogni  diminuzione  della  superficie  liquida  dà 
origine  ad  un  lavoro  positivo.  S’immerga  un 
quadrato  l'atto  di  filo  di  ferro  nell’acqua  in 
cui  sia  sciolto  del  sapone,  e,  dopo  averlo  ti- 
rato fuori,  si  ponga  sopra  lo  strato  liquido, 
che  vi  è rimasto  aderente,  un  lilo  chiuso,  pre- 
cedentemente bagnato.  Se  si  trasporta  la  parte 
liquida  interna  al  filo,  si  vede  subito  lo  strato  di  acqua  di  sa- 
pone circoscritto  contrarsi  fino  a che  il  filo  non  vi  separi  un  vuoto 
circolare.  Ma  il  cerchio  è la  figura  di  area  minima  fra  le  figure 
piane  dello  stesso  perimetro;  quindi  il  liquido  rimanente  si  è 
contratto  fino  a presentare  una  superfìcie  minima. 

be  seguenti  considerazioni  ora  riusciranno  più  chiare.  Un  li- 
quido senza  peso,  sottoposto  a delle  forze  molecolari,  sarà  in 
equilibrio,  allorché  un  sistema  qualunque  di  spostamenti  virtuali 
non  produrrà  nessun  cambiamento  della  sua  superficie  libera. 
Come  spostamenti  virtuali  si  possono  riguardare  tutti  i cambia- 
menti di  forma,  infinitamente  piccoli,  compatibili  con  la  invaria- 
bilità del  volume  del  liquido.  Quindi  l’equilibrio  sussiste  per 
tutte  quelle  forme,  per  cui  una  deformazione  infinitamente  pic- 
cola produce  una  variazione  nulla  dell’area  della  superficie.  Un’area 
superficiale  minima  per  un  volume  liquido  dato  corrisponderà 
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ad  imo  stato  di  equilibrio  stabile;  un  area  massima  ad  un  equi- 
librio instabile. 

Fra  tutti  i solidi  dello  stesso  volume  la  sfera  è il  solido  che 
ha  minor  superficie.  Onde  la  forma  sferica  è la  figura  di  equi- 
librio stabile  per  ima  massa  liquida  libera;  cioè  la  figura  per 
cui  è stato  fatto  im  massimo  di  lavoro;  quindi  non  può  essere 
fatto  da  essa  ulterior  lavoro.  Se  il  liquido  aderisce  ai  corpi  ri- 
gidi, la  figura  di  equilibrio  dipende  da  diverse  condizioni  acces- 
sorie, che  rendono  il  problema  più  complicato. 

3.  Si  può  procedere  nel  modo  seguente  nello  studio  delle 
relazioni  fra  la  forma  e l'area  della  superficie.  Immaginiamo  che 
la  superficie  chiusa  del  liquido  vari  infinitamente  poco,  rima- 
nendo inalterato  il  volume.  Si  scomponga  la  superficie  primitiva 
in  elementi  rettangolari  infinitamente  piccoli  mediante  due  si- 
stemi di  linee  di  curvatura  perpendicolari  fra  loro.  Nei  vertici 
di  questi  elementi  rettangolari  innalziamo  alla  superficie  primi- 
tiva le  normali,  che  intersecano  la  superficie  deformata  nei  punti, 
che  si  prendono  per  vertici  di  elementi  superficiali  corrispon- 
denti ai  primi.  Un  elemento  t/O  della 
superficie  primitiva  corrisponde  ad  un 
elemento  t/O'  della  superficie  deformata. 

L’elemento  t/O  si  trasforma  in  t/O'  me- 
diante uno  spostamento  infinitamente 
piccolo  ùn  secondo  la  normale,  verso  l’in- 
terno  o verso  l’esterno,  accompagnato  da 
una  variazione  corrispondente  nella  superficie. 

Siano  dp  e dq  i lati  dell’elemento  t/O;  le  relazioni  seguenti 
daranno  i lati  dp  .dq'  dell’elemento  t/O': 


Fiff.  201. 
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ove  /•  ed  t*  sono  i raggi  di  curvatura  delle  sezioni  principali 
tangenti  agli  elementi  delle  linee  di  curvatura  p e </ , detti  anche 
i raggi  di  curvatura  principali  della  superficie  nei  punti  consi- 
derati, affetti  dai  segni  -j-  o — , secondo  che  gli  elementi  cor- 
rispondenti sono  convessi  o concavi  verso  l’esterno.  La  varia- 
zione dell  elemento  r/O  si  può  allora  scrivere: 

òdO  = r/O'  — dO  = dp  . dq . ( 1 -f-  -^)  ( 1 + — j - dp  . dfj  . 

Trascurando  le  potenze  superiori  di  fin  avremo  : 
ò . dO  = | — -(-  — J . fin  . dO  . 

Onde  1 espressione  della  variazione  della  superficie  totale  è: 

ò0=J(i+v)òn-ò°- 

Oli  spostamenti  normali  fi n debbono  d'altra 
parto  essere  tal  i che  sia  : 

2)  / òn  dO  = o , 

cioè  tali  che  la  somma  dei  volumi  elementari, 
positivi  e negativi,  generati  dagli  spostamenti 
degli  elementi  di  superficie  verso  l’esterno  o verso 
l' interno,  sia  nulla,  restando  cosi  costante  l'intiero 
volume. 

Ma  le  espressioni  (1)  e (2)  non  possono  essere 

nulle  ad  un  tempo,  se  la  somma  — -4-  — non  ha 

r r' 

lo  stesso  valore  in  tutti  i punti  della  superficie.  ( 'iò  si  può  ve- 
dere mediante  la  seguente  considerazione.  Si  rappresentino  sim- 
bolicamente gli  clementi  dO  della  superficie  primitiva  con  gli 


(1) 


Fig.  202. 
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elementi  della  linea  AX,  e su  questa  portiamo  come  ordinate 
nel  piano  E gli  spostamenti  normali  A»,  positivi  verso  l'alto, 
negativi  verso  il  basso,  secondo  che  essi  sono  fatti  verso  l'esterno 

0 verso  I interno.  (Queste  ordinate  determinano  colle  loro  estre- 
mità una  curva,  e prendiamo  la  quadratura  di  essa,  contando 
positivamente  le  aree  poste  al  di  sopra  di  AX  llig.  203)  e ne- 
gativamente quell©  poste  al  di  sotto.  Ogni  sistema  di  sposta- 
menti òn,  per  cui  è uguale  a zero  questa  superficie  totale,  an- 
nulla anche  l’espressione  (2),  e quindi  esso  è ammissibile,  cioè 
costituisce  un  sistema  di  spostamenti  virtuali.  , 

Ora  si  portino,  come  ordi-  ^ 
nate  nel  piano  E',  i valori  di 

il.,  . v, 

— -f-  — corrispondente  a eia-  A ^77777>^  >■>  \ 

semi  elemento  <10.  Si  può  fa- 
cilmente immaginare  una  l’or- 
ma di  superficie,  per  cui  le  espressioni  (1)  e (2)  prendano  in- 
sieme il  valore  zero;  ma  se,  in  questa  ipotesi,  l’espressione 

l>a  valori  differenti  per  i diversi  elementi  della  su- 
perficie. si  potrà  sempre,  senza  alterare  il  valore  zero  della  (2), 
distribuire  gli  spostamenti  A n in  modo  che  l’espressione  (1)  sia 

diversa  da  zero.  Solo  quando  ( — -f-  — I ha  lo  stesso  valore  in  tutti 

\ ,.  r>  \ 

1 punti  della  superficie,  le  espressioni  (1)  e (2)  necessariamente 
e costantemente  si  annullano  ad  un  tempo. 

Quindi  le  due  condizioni  simultanee  (1)  e (2)  richiedono  che 


E1^ 


Fig.  20U. 


sia  : 


1 1 

— -J-  — = costante, 


cioè  la  somma  delle  curvature  principali  deve  perciò  essere  la 
stessa  in  tutti  i punti  della  superficie.  Questo  teorema  mostra 
chiaramente  la  relazione  fra  Yurta-  e la  forum  della  superficie 
libera  del  liquido.  Il  ragionamento,  di  cui  ci  siamo  serviti,  è 
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stato  adoprato  per  la  prima  volta  da  Gauss  (li,  ma  sotto  una 
forma  assai  più  completa  e più  particolareggiata.  Tuttavia  si  vede 
die  si  può  senza  difficoltà  esporre  brevemente  i punti  essenziali 
della  sua  teoria,  riferendosi  un  caso  particolare  semplice,  come 
abbiamo  fatto  noi. 

4.  Si  è già  detto  che  una  massa  liquida  intieramente  libera 
assume  la  forma  sferica,  che  corrisponde  ad  un  minimo  assoluto 

di  superficie.  La  condizione  — = costante,  qui  si  pone 

r r * 

2 

sotto  la  l'orma  ~ = costante,  R essendo  il  raggio  della  siera; 

essa  evidentemente  è soddisfatta.  La  superficie  libera  del  liquido 
assume  una  forma  di  superfìcie  di  rivoluzione,  quando  essa  sia 
limitata  da  due  dischi  rigidi,  posti  nei  piani  perpendicolari  alla 
retta  che  congiunge  i loro  centri.  La  natura  della  curva  meri- 
diana ed  il  volume  della  massa  compresa  dalla  superficie,  sono 
determinati  dal  raggio  comune  dei  dischi,  dalla  distanza  dei  loro 

piani  e dal  valore  che  prende  1*  espressione  --  -f-  Per  hi  su- 
perficie di  rivoluzione.  Questo  superficie  è cilindrica  quando  è : 


Per 


I 1 _ I I _i 

r + r'~  r + R' 


■7  + 7 


O, 


ove  una  sezione  normale  è connessa  e l'altra  è concava,  la  curva 
meridiana  è una  catenaria.  Plateau  ha  resi  reali  questi  diversi 
casi  riunendo  per  mezzo  di  una  massa  d'olio  due  anelli  di  filo 
di  ferro,  immersi  in  miscuglio  di  idcool  e di  acqua. 

Ora  si  consideri  una  massa  liquida  limitata  da  una  banda 

dalle  parti  di  superficie,  per  cui  l'espressione  — -)-  — ha  un  va- 


li) Principia  Generalia  Theoriae  Figurae  Fluidorum  in  , Stafu 
Aequilibrii , Gottinga  1830;  Werke,  voi.  V,  29;  Gottinga  1867 
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lori-  positivo,  e (In  un’altra  parte  dalle  porzioni  di  superficie,  per 
cui  essa  ha  un  valore  negativo,  o più  brevemente  da  superficie 
convesse  e concave.  Si  scorge  facilmente  che  lo  spostamento  nor- 
male degli  elementi  di  superficie  verso  l’esterno  trae  seco  una 
diminuzione  di  area,  se  essi  sono  convessi.  Quindi  avvi  un  la- 
voro compiuto,  quando  gli  elementi  concavi  della  superfìcie  si 
muovono  verso  l’esterno  e gli  elementi  concavi  verso  l’interno. 
Si  avrà  pure  lui  lavoro  fallo  q dando  una  parte  di  superficie,  per 

cui  è — -f  -7  =4- a,  si  muove  verso  l’esterno  nello  stesso  tempo 
r r 

che  un'altra  parte  eguale  di  superficie,  per  la  quale  è — 

r r 

si  muove  verso  l’ interno. 

Da  ciò  consegue,  allorché  superficie  di  curvature  diverse  li- 
mitano una  massa  liquida,  che  le  parti  convesse  sono  spinte  verso 
l’ interno  e le  parti  concave  verso  l’esterno,  sino  a che  la  condi- 


zione — 4-  — = costante  sia  soddisfatta  per  l’ intiera  superfìcie, 
r r' 

Similmente  quando  una  stessa  massa  liquida  ha  la  sua  superficie 
libera  separata  in  parecchie  parti  intieramente  limitate  da  corpi 


solidi,  l’equilibrio  richiede  che  l'espressione  — -t- — abbia  lo 

r r 

stesso  valore  per  tutte  le  parti  della  superfìcie  libera. 

t’osi  ad  esempio  nell’esperimento  della  massa  di  olio,  immersa 
nella  miscela  di  alcool  e di  acqua  e limitata  da  due  anelli,  si 
può,  impiegando  una  conveniente  quantità  di  olio,  ottenere  un 
cilindro,  avente  per  base  due  calotte  sferiche;  ma  le  curvature 
delle  superfìcie  laterali  e delle  basi  soddisfano  la  relazione: 


da  cui  : 


K 30  o g 


e = 2R, 


ove  g è il  raggio  delle  sfere  di  base  ed  R il  raggio  degli  anelli. 
Plateau  verificò  sperimentalmente  queste  conseguenze. 
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5.  Nel  caso  di  una  massa  liquida  senza  peso,  che  racchiude 

uno  spazio  vuoto,  è impossibile  che  sia  soddisfatta  la  condizione 

che  -1-  -4-  — abbia  lo  stesso  valore  per  le  superficie  interna  ed 
r r' 

esterna.  Invece  se  per  la  superficie  chiusa  esterna  questa  somma 
ha  un  valore  positivo  sempre  maggiore  che  per  la  superficie 
chiusa  interna,  il  liquido  farà  un  lavoro  passando  dalla  superficie 
esterna  verso  la  superficie  interna  e riempirà  il  vuoto.  Ma  se 
questo  spazio  vuoto  contiene  un  liquido  o un  gas  sotto  una  data 
pressione,  il  lavoro  fatto  da  questo  flusso  sarà  compensato  dal 
lavoro  contrario  della  compressione  e cosi  si  stabilirà  1 equilibrio. 

Si  consideri  una  bollii  liquida,  cioè  una  massa  liquida  limi- 
tata da  due  superficie  vicinissime,  simili  e similmente  poste. 
Questa  bolla  può  essere  tenuta  in  equilibrio  solo  da  un  eccesso 
di  pressione  del  gaz  che  essa  contiene.  Se  per  la 

superficie  esterna  la  somma  — — - ha  il  valore 

</.  essa  avrà  il  valore  — a per  la  superficie  in- 
terna vicinissima.  I na  bolla  intieramente  libera 
prenderà  sempre  la  forma  sierica.  Se  ne  trascu- 
riamo lo  spessore,  la  superficie  totale  diminuisce 
di  16  m- . dr,  quando  il  raggio  diminuisce  di  (Ir  ; se  si  rappre- 
senta con  A il  lavoro  fatto  per  una  diminuzione  di  superficie 
eguale  ad  uno,  il  lavoro  totale  latto  sarà  A . IGjtc  . f/r  ; questo 
lavoro  deve  essere  compensato  dal  lavoro  della  pressione  p,  il 

4A 

quale  è equivalente  a p . -Inr* . dr.  Quindi  si  ha:  — p.e  da 


Fig.  204. 


questa  equazione  si  può'  dedurre  A , r esseudo  dato  dalla  misura 
del  raggio  della  bolla  e /;  da  un  manometro. 

Una  bolla  sferica  apetra  non  può  sussistere.  Se  questa  tosse  una 

forma  di  equilibrio,  l’espressione  — -f-  — non  solo  dovrebbe  es- 
sere costante  per  le  due  superficie  limiti  separatamente,  ma  avere 
ancora  valori  eguali  per  entrambe.  Ma  siccome  esse  hanno  le 


loro  curvature  opposte,  allora  si  de  ve  avere  — + — = ° , 


e quindi 
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in  ciascun  punto  r = — r'.  Onde  la  superficie  d’equilibrio  deve 
essere  una  superficie  a curvatura  media  nulla  o superficie  mi- 
ni ma:  si  vede  subito  die  i suoi  elementi  hanno  la  forma  di  una 
sella.  Si  ottengono  queste  superficie  immergendo  in  una  solu- 
zione di  sapone  ed  acqua,  o meglio  nel  liquido  glicerinieo  di 
Plateau,  curve  chiuse  qualsiasi  in  filo  di  ferro;  il  velo  liquido, 
che  vi  rimane  aderente,  rappresenta  la  superficie  minima  passante 
per  il  contorno  dato. 

fi.  Le  figure  di  equilibrio  dei  veli  liquidi  sottili  posseggono 
una  proprietà  particolare.  In  un  liquido  qualunque  il  lavoro  della 
gravità  si  manifesta  in  tutta  la  massa,  quando  quello  delle  forze 
molecolari  si  limita  ad  uno  strato  superficiale;  quindi  il  primo 
in  generale  è preponderante.  Ma  nei  veli  sottili  le  forze  mole- 
colari si  trovano  in  condizioni  assai  favorevoli  dinnanzi  alla  gra- 
vità, ed  è possibile  di  produrre  queste  ligure  di  equilibrio  all’aria 
libera  senza  alcuna  difficoltà.  Plateau  le  ottenne  immergendo  nella 
soluzione  di  acqua  e sapone  dei  cavalletti  di  filo  di  ferro,  che 
formavano  gli  spigoli  dei  poliedri.  Allora  si  formano  dei  veli  li- 
quidi piani,  che  si  riuniscono  fra  loro  negli  spigoli  del  sostegno. 
Quando  i veli  liquidi  sottili  si  incontrano  in  modo  da  formare 

un  angolo  vuoto,  la  legge  —4-  — — costante  non  è più  soddi- 

r 7* 

sfatta;  poiché  questa  somma  ha  il  valore  zero  per  la  superficie 
piana,  e per  lo  spigolo  dell’angolo  un  valore  negativo  grandis- 
simo. Ne  consegue  che  conformemente  alla  teoria  che  ora  si  è 
esposto  il  liquido  deve  effluire  a facce  piane  verso  gli  angoli  e 
gli  strati  debbono  costantemente  assottigliarsi.  Lifatti  si  verifica 
questo  fenomeno;  ma  quando  lo  spessore  degli  strati  sia  dimi- 
nuito fino  ad  un  certo  punto,  allora  si  ha  uno  stato  di  equili- 
brio, dovuto  a ragioni  fisiche,  che  pare  siano  ancora  assai  mal 
note. 

Benché  in  queste  figure  la  condizione  — 4-  — = costante  non 

r r' 

sia  più  soddisfatta,  poiché  i veli  liquidi  sottilissimi  e in  parti  colar 
modo  quelli  dei  liquidi  viscosi  sono  in  condizioni  fisiche  alquanto 
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differenti  da  quelle  delle  nostre  ipotesi,  tuttavia  esse  sono  sempre 
superficie  di  area  minima.  Le  facce  liquide  che  s’intersecano 
tanto  tra  loro,  quanto  negli  spigoli  del  sosteguo,  si  tagliano 
sempre  tre  a tre,  sotto  angoli  quasi  eguali,  prossimi  a 120°  ; 
quindi  quattro  spigoli  si  tagliano  sotto  angoli  eguali.  La  geo- 
metria dimostra  che  queste  condizioni  traggono  seco  un  minimo 
di  superfìcie.  Nella  grande  diversità  dei  fenomeni,  che  si  sono 
fin  qui  discussi,  un  solo  ed  unico  fatto  si  esprime  sempre:  cioè  che 
le  forze  molecolari  fanno  un  lavoro  positivo,  (piando  avvi  una 
diminuzione  dell'area  della  superficie  libera. 

7.  Le  forme  di  equilibrio,  che  Plateau  ottenne  coH'immergere 
nella  soluzione  di  acqua  e sapone  sostegni  poliedrici  di  filo  di 
ferro,  formano  sistemi  di  veli  liquidi,  i (piali  sono  di  una  si  in- 
ni e/ ria  meravigliosa.  Così  si  è condotti  a domandarsi  perchè 
l’equilibrio  è in  generale  intimamente  connesso  alla  simmetria 
ed  alla  regolarità.  Ciò  si  spiega  facilmente.  In  ogni  sistema  sim- 
metrico ad  ogni  deformazione,  che  distrugge  la  simmetria,  ne 
corrisponde  un’altra  eguale,  opposta  ed  egualmente  possibile. 
A queste  due  deformazioni  corrisponde  uno  stesso  lavoro  preso 
con  segni  opposti.  Perciò  una  condizione  di  equilibrio,  quantunque 
non  sia  assolutamente  sufficiente,  è che  la  forma  di  equilibrio 
corrisponde  ad  un  massimo  o ad  un  minimo  di  lavoro.  Quindi 
questa  condizione  è soddisfatta  da  una  forma  simmetrica.  La 
regolarità  è una  simmetria  multipla.  Onde  noq  avvi  punto  da 
meravigliarsi,  se  spesso  le  figure  di  equilibrio  siano  regolari  o 
simmetriche. 

8.  L’ idrostatica  matematica  è sorta  dietro  un  problema  spe- 
ciale. cioè  quello  della  forma  delia  Terni.  Considerazioni  tìsiche 
ed  astronomiche  condussero  Newton  e Huygens  all'idea  che  la 
Terra  sia  im  elissoide  di  rivoluzione  schiacciato.  Newton  tentò 
di  calcolare  lo  schiacciamento  supponendo  la  Terra  liquida  e par- 
tendo dalla  ipotesi  che  tutte  le  colonne  liquide,  che  vanno  dalla 
superficie  al  centro,  esercitano  la  stessa  pressione  su  questo 
punto.  Huygens  invece  partì  dalla  ipotesi  che  le  direzioni  delle 
forzo  siano  normali  agli  elementi  di  superficie.  Bouguer  accoppiò 
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le  due  ipotesi,  ed  infine  Clairault  (T /teorie  de  la  forme  de  la 
Terre,  Parigi,  1743)  dimostrò  che  anche  la  verificazione  simul- 
tanea delle  due  condizioni  non  assicura  l’esistenza  dell’equilibrio. 


Clairault  partì  dalle  considerazioni  seguenti:  essendo  la  Terra 
liquida  in  equilibrio,  si  può,  senza  disturbare  il  suo  equilibrio, 
immaginare  che  una  parte  sia  solidificata,  talché  ne  rimanga 
liquida  solo  un  canale  All  di  forum  qualunque,  ove  continuerà 
ad  esistere  l’equilibrio.  Ma  le  leggi  di  equilibrio  in  un  canale 
di  questa  specie  sono  più  facili  a studiarsi;  e,  se  l’equilibrio 
esiste  in  tutti  i canali  immaginabili,  esisterò  in  tutta  la  massa. 
Clairault  osserva  inoltre  che  si  realizza  l’ipotesi  di  Newton, 
facendo  passare  questi  canali  per  il  centro  (fig.  205,  2)  e quella 
di  Huygens  considerando  solo  i canali  superficiali  (fig.  205,  3). 

Ma  per  Clairault  il  nodo  della  questione  si  trova  in  un’altra 
osservazione.  Il  liquido  deve  essere  in  equilibrio  in  tutti  i canali 
immaginabili,  e quindi  anche  in  un  canale  chiuso.  Ora  se  si  fanno 
in  un  canale  chiuso  (fig.  200)  due  sezioni  qualunque  M ed  N,  le 
due  colonne  liquide  M PX  e MQN  dovranno  esercitare  pressioni 
eguali  sulle  superficie  di  queste  sezioni.  La  pressione,  che  una 
colonna  liquida  chiusa  in  un  canale  esercita  ad  ima  delle  due 
estremità,  non  dipende  perciò  nè  dalla  lunghezza,  nè  dalla  forma , 
ma  solamente  dalle  posizioni  delle  estremità. 

Si  riferisca  (fig.  207)  un  canale  MN  di  forma  qualunque, 
preso  nel  liquido  considerato,  ad  un  sistema  di  coordinate  ret- 
tangolari. Siano  P la  densità  del  liquido,  supposta  costante,  ed 
X.  V,  Z le  componenti  della  forza  che  agisce  in  un  punto  qua- 
lunque x,  y,  z,  sopra  l'unità  di  massa  liquida,  posta  in  questo 
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punto,  essendo  X,  Y,  Z funzioni  di  .r,  y.  z.  Inoltre  siano  ds 
l’elemento  di  lunghezza  del  canale,  d.r.  dy,  dz  le  sue  proiezioni 
sopra  gli  assi  coordinati,  e q la  sua  sezione.  Le  componenti  della 
forza  che  agisce  sopra  l'unità  di  massa  nella  direzione  del  ca- 
nale sono  perciò: 


La  forza  totale  che  agisce  sull’elemento  liquido  yij  . ds , in 


questo  punto  del  canale  secondo  la  direzione  ds  è quindi: 


Questa  forza  deve  essere  equilibrata  dall’  incremento  qdp  della 
forza  di  pressione  per  l'elemento  di  lunghezza  ds  ; onde  si  ha 
l'equazione: 


dp=p  (Xtfx  -f  Y dy  + Zdz). 


Ora  basterà  integrare  questa  espressione  da  M ad  N per  otte- 
nere la  differenza  delle  pressioni  (p)  fra  le  due  estremità  del 


canale.  Ma  questa  differenza  è indipendente  dalla  forma;  essa 
dipende  solo  dalle  estremità  M ed  N ; quindi  l’espressione: 


q (Xdx  -f  Ydy  + Zdz) , 
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e,  o essendo  costante,  l'espressione: 

Xdx  + Ydy  + Z dz . 

deve  essere  un  differenziale  esatto.  Ciò  richiede  che  si  abbia: 

X-^  , Y_«!  ,z=2 

dx  ' dy  ' (U  ’ 

ove  U è funzione  delle  coordinate.  Quindi , secondo  Clairault, 
l’equilibrio  di  un  liquido  è in  generale  possibile  solo  (piando 
questo  liquido  sui  sottoposto,  in  ciascun  punto,  a fòrze  che  si 
possono  esprimere  mediante  derivate  parziali  di  una  stessa  fun- 
zione delle  coordinate  del  punto. 

!>.  Le  forze  di  gravità  di  Newton  posseggono  questa  proprietà, 
così  che  in  generale  tutte  le  forze  centrali,  cioè  le  forze  che  le 
masse  esercitano  le  une  sulle  altre  secondo  le  loro  congiun- 
genti e sono  funzioni  delle  loro  distanze  reciproche.  Un  liquido 
sottoposto  a forze  di  questa  specie  può  dunque  essere  in  equi- 
librio. Quando  la  funzione  U è nota,  si  può  sostituire  alla  equa- 
zione suesposta  questa: 

, ,d\J  dU  di! 

0 

cip  = Q . dU  , 
p = q . U -f-  costante  . 

L insieme  di  tutti  i punti,  per  cui  U ha  lo  stesso  valore 
(U  --  costante)  è una  superficie,  che  dicesi  superficie  di  livello. 
Per  queste  superficie  si  ha:  p = costante.  La  forma  della  fun- 
zione U determina  perciò  tutte  le  condizioni  delle  forze,  e,  come 
si  è veduto,  tutte  quelle  di  pressioni.  Quindi  si  vede  che  le  con- 
dizioni delle  pressioni  forniscono  un  diagramma  delle  relazioni  fra 
le  forze,  come  si  è osservato  più  indietro  (vedi  Cap.  I,  § V,  n.  11). 

Nelle  considerazioni  precedenti  di  Clairault  si  trova  indub- 
biamente F idea  fondamentale  della  nozione  di  funzione  di  forze 
27 
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o di  potenziale,  che  più  tardi  Laplace,  Poisson,  (ìreen,  Gauss 
ed  altri  hanno  svolto  in  un  modo  si  meravigliosamente  fecondo. 
Dacché  l’attenzione  è stata  richiamata  su  questa  proprietà  di 
certe  forze,  di  potere  essere  cioè  espresse  come  derivate  parziali 
di  una  stessa  funzione  U,  si  riconobbe  subito  che  è assai  van- 
taggioso ed  economico  di  studiare  questa  funzione  U stessa 
invece  «.Ielle  forze  considerate  da  principio. 

Esaminando  l’equazione: 

tip  zz  O (X«Ù>  -f-  X tifi  -j—  htlz  i — Qfi  L)  , 

si  vede  che  Xdx  -f-  Y thj  -f  Z tlz  è il  lavoro  elementare  compiuto 
dalla  forza  applicata  all’unità  di  massa  fluida,  durante  lo  spo- 
stamento ds,  le  cui  componenti  sono  tir.  dy , dz.  Quindi  se  si 
trasporta  l’unità  di  massa  di  un  punto,  per  il  quale  U = C„  ad 
un  altro  per  cui  U = C„ , o,  in  generale,  dalla  superficie  U = C, 
alla  superficie  U = C, , lo  si  caso  lavoro  sarà  compiuto  qualuu«|ue 
sia  il  cammino  fatto.  Inoltre  la  differenza  delle  pressioni  fra  un 
punto  della  prima  superficie  ed  un  punto  della  seconda  è co- 
stante; infatti  si  ha: 

Pi  —Pi  = a (C'i  — c,) , 

ove  le  grandezze  relative  ad  una  stessa  superficie  sono  desi- 
gnate collo  stesso  indice. 

10.  Si  consideri  una  serie  di  superficie  di  livello  vicinissime: 

U = 0 , U = C + dC  , U = C+2.dC  eec. 

tali,  che  occorra  lo  stesso  lavoro  piccolissimo  per  trasportare  una 
massa  da  una  di  queste  superficie  alla  successiva. 

Se  una  massa  si  muove,  sopra  una  superficie  di  livello,  evi- 
dentemente essa  non  compie  alcun  lavoro.  Quindi  ogni  compo- 
nente tangenziale  della  forza  è nulla  e lo  forza  totale  che  sol- 
lecita la  massa  è sempre  normale  all  elemento  di  superficie  di 
livello.  Sia  dn  l’elemento  della  normale,  intercetto  da  due  su- 
perficie consecutive,  ed  f la  forza  che  richiedesi  per  far  descri- 
vere all’unità  di  massa  il  cammino  dn,  il  lavoro  fatto  è f . dn  — di'. 
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Così  abbiamo:  f=  d—  ; e siccome  si  è supposto  dC  sempre  co- 
stante, si  vede  die  la  forza  è in  ciascun  punto  inversamente  pro- 
porzionale alla  distanza  normale  delle  superficie  di  livello  suc- 


cessive. Onde  se  le  superficie  U 
sono  note,  le  direzioni  delle  forze 
saranno  date  dagli  elementi  di  una 
serie  di  curve  normali  in  ciascun 
punto  alle  superficie  di  livello,  e 
1 intensità  delle  forze  è determi- 
nata dalla  distanza  di  queste  su- 
perficie. Queste  superficie  e queste 
curve  s’incontrano  in  altri  rami 
delia  fisica:  nella  teoria  della  elet- 
tricità statica  e del  magnetismo  si 
chiamano  superficie  equipotenziali  e linee  di  forze:  nella  teoria 
della  conduzione  del  calore  si  dicono  superficie  isoterme  e 
linee  di  flusso;  nella  teoria  delle  correnti  dei  liquidi  ed  elet- 
triche hanno  ricevuto  il  nome  di  superficie  di  livello  e di  linee 
di  flusso. 

11.  Ora  illustreremo  l’idea  fondamentale  della  teoria  di  Clai- 
mult  con  un  esempio  assai  semplice.  Abbiansi  due  piani  perpen- 
dicolari Ira  loro  e perpendicolari  al  piano  del  disegno,  da  for- 
mare cosi  un  triedro  trirettangolo;  e siano  Or-,  0 y (fig.  210)  le 
loro  tracce  su  quest’ultimo.  Supponiamo  che  esista  una  funzione 
delle  forze: 


Fiy.  m. 


U = — xy  , 

ove  x ed  y sono  le  distanze  del  punto  considerato  dai  due  piani. 
Allora  le  componenti  della  forza  secondo  OX,  OY  saranno: 


Y dU 

X=^=-2/’  Y 


Le  superfìcie  di  livello  sono  cilindri  perpendicolari  al  piano  del 
disegno,  i quali  hanno  per  base  le  iperboli  equilatere  j-y  = costante. 
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Si  ottengono  le  linee  di  forza  facendo  ruotare  questo  sistema  di 
iperboli  di  45°  iutorno  ad  0 nello  stesso  piano.  Quando  l'unità 
di  massa  è trasportata  dal  punto  r al  punto  0,  secondo  il  cam- 
mino rpO  o rqO,  o secondo 
qualunque  altro  cammino,  il 
lavoro  fatto  è sempre  lo 
stesso  ed  eguale  ad  0 p . 0 q. 
Un  liquido  che  riempie  un 
canale  chiuso  OprqO  sarà  in 
equilibrio;  due  sezioni  fatte 
in  questo  canale  in  direzioni 
qualunque  soffrono  entrambe 
eguali  pressioni  sulle  lorodue 
facce. 

Ora  modifichiamo  alquanto 
le  condizioni  di  questo  esem- 
pio. Supponiamo  che  le  forze  siano: 

X = — ./  , ¥ = «, 


ove  a è costante.  Ora  è impossibile  di  trovare  una  funzione  U 

f—  = Y , poiché  allora  si  dovrebbe 
d'J 


, , , . rfU  „ 

tale  che  sia  — = X 
dx 


avere:  — - = , la  quale  condizione  evidentemente  non  può 

dy  dx 

essere  soddisfatta.  Onde  non  avvi  nessuna  funzione  di  forze  e 
quindi  nessuna  superficie  di  livello.  Se  si  trasporta  l’Unità  di 
massa  da  r in  0 secondo  il  cammino  rpO,  il  lavoro  compiuto 
sarà  a . Oq  : per  il  cammino  rqO  sarà:  a . Oq  -f-  Op  . Oq . Se  il 
canale  OprqO  fosse  pieno  di  un  liquido,  questo  liquido  non  po- 
trebbe essere  in  equilibrio,  ma  sarebbe  animato  da  un  moto  con- 
tinuo nella  direzione  OprqO.  Correnti  chiuse  di  questa  specie 
che  continuano  indefinitamente,  ci  sembrano  come  del  tutto  al 
di  fuori  della  nostra  esperienza.  Ma  queste  osservazioni  richia- 
mano la  nostra  attenzione  sopra  un’  importante  proprietà  delle 
forze  naturali,  la  quale  consiste  in  ciò  che  il  lavoro  fatto  da 
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queste  forze  si  può  esprimere  mediante  mia  funzione  delle  coor- 
dinate. Quando  s' incontrano  delle  eccezioni  a questa  legge, 
allora  si  è proclivi  a riguardarle  come  apparenti,  e si  cerca  di 
trovare  la  spiegazione,  che  le  farà  rientrare  nella  regola. 

12.  Ora  prenderemo  in  esame  alcuni  esempi  di  moto  ilei  li- 
quidi. Il  fondatore  dell’idrodinamica  è Torricelli.  Osservando 
l’efflusso  di  un  liquido  da  un  orifizio  fatto  in  un  fondo  di  un 
vaso,  egli  scoprì  la  legge  seguente:  (1)  Se  dividiamo  in  n parti 
eguali  la  durata  dell’efflusso  totale  di  un  liquido  contenuto  in 
un  vaso  e se  prendiamo  come  unità  la  quantità  di  liquido,  che 
esce  nella  n»sima  od  ultima  di  queste  parti,  si  trova  che  le  quantità 
uscite  rispettivamente  nelle  (n — l),na,  («  — 2)ma,  («  — 3)ma  ecc. 
frazioni  del  tempo  stanno  fra  loro  come  i numeri  3,  5.  7 . . . 
Questa  osservazione  mette  chiaramente  in  evidenza  l'analogia, 
che  esiste  fra  il  moto  della  caduta  dei  corpi  e l'efflusso  dei  li- 
quidi. Inoltre  è facile  di  notare  che  se  il  liquido  potesse,  me- 
diante la  sua  velocità  acquistata  diretta  in  direzione  contraria, 
innalzarsi  ad  un  livello  superiore  a quello  che  esso  aveva  nel 
vaso,  si  avrebbero  le  conseguenze  più  curiose.  Torricelli  osservò 
anche  che  esso  può  al  più  arrivare  a questa  altezza  ed  ammise 
che  essa  sarebbe  esattamente  conseguita,  se  fossero  rimosse  tutte 
le  resistenze.  Quindi,  fatta  astrazione  delle  resistenze,  la  velocità 
di  efflusso  di  un  liquido  da  un  orifizio,  praticato  ad  una  distanza  li 

sotto  il  suo  livello  nel  vaso,  è data  dalla  formula:  v = \'  2gh . 
La  velocità  di  efflusso  è quindi  quella,  che  acquisterebbe  un 
grave  cadendo  libera mente  dall’altezza  li.  poiché  solo  in  causa 
di  questa  velocità,  che  il  liquido  può  risalire  esattamente  fino 
al  livello,  che  esso  occupa  nel  vaso  (2 1. 


1)  Vedi:  “ De  motti  gravitati,  projectorum,  1643,,. 

».  d.  t. 

(2)  Gli  investigatori  antichi  esponevano  i loro  teoremi  sotto  una 
forma  incompleta  di  proposizioni;  per  questa  ragione  essi  si  limi- 
tavano in  generale  a scrivere  che  v è proporzionale  a ( <jh  o a J h . 
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La  legge  di  Torricelli  si  accorda  esattamente  col  rimanente 
delle  nostre  esperienze,  ma  tuttavia  sentiamo  il  bisogno  di  fare 
un  esame  più  preciso.  Varignon  ha  voluto  dedurre  questa  legge 
dalla  relazione  che  esiste  fra  la  forza  e la  quantità  Ai  moto,  che 
essa  genera.  Indicando  con  a la  superfìcie  dell’  ore  tìzio,  con  li 
l'altezza  della  pressione,  con  .s  il  peso  specifico,  con  q l’accele- 
razione di  un  corpo,  che  cade  liberamente,  con  v la  velocità  di 
uscita  e coìi  r un  elemento  di  tempo,  l’equazione  ben  nota  pt  mv 
dà  in  questo  caso: 


avrs 

ahs  . r = • e ; 

9 

da  cui: 

e*  = 9h  • 


In  questa  equazione  a . hs  rappresenta  la  pressione,  che  agisce 

durante  il  tempo  x sulla  massa  liquida  . Tenendo  conto 

9 

del  fatto  che  v è una  velocità  tinaie,  si  avrà  più  esattamente: 


v 

a . — rs 

2 

ulis  . x — • v ; 

9 

da  cui  la  formula  esatta: 

v • = 2 gh  . 

13.  Daniele  Bernoulli  si  è servito  del  teorema  delle  forze 
i>ire  per  istudiare  il  moto  dei  liquidi.  Riprendiamo  l’esempio  pre- 
cedente. partendo  da  questo  punto  di  vista,  ma  dando  al  ragio- 
nnmento  una  forma  più  moderna.  L’eguaglianza  che  dobbiamo 
usare  è: 


wm* 


Abbiasi  (fig.  210)  un  vaso  di  sezione  q,  in  cui  sia  stato  versato 
un  liquido  di  peso  specifico  s ed  arrivi  all’altezza  h.  Si  supponga 
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che  il  livello  si  abbassi  di  un’altezza  piccolissima  dh.  nello  stesso 


tempo  che  una  massa  liquida 


q . tilt . s 

a 


esce  con  una  velocità  r. 


II  lavoro  fatto  è uguale  a quello  compiuto  dal  peso  q . dh  . s , 
che  cade  dall’altezza  h:  la  forma  del  moto  nel  vaso  qui  non  ha 
alcuna  influenza.  E lo  stesso  che  lo  strato  <j  . dh  cada  diretta- 
mente  sino  all’orifizio  del  fondo  o che  esso  passi  in  una  posi- 
zione a.  mentre  il  liquido  di,  a venga  in  h.  quello 
di  h in  c,  e che  quello  di  c se  ne  esca;  il  lavoro 
è sempre  uguale  a q . tilt  . s . li.  Eguagliando  que- 
sto lavoro  alla  forza  viva  del  liquido  uscito  si  ha: 


Ol 

£_ 


. ds . s . h = 


tj  . dh  . s 


Fig.  ZIO. 


da  cui: 


2 <jh 


La  sola  ipotesi  fatta  in  questa  dimostrazione  è che  il  lavoro 
totale  fatto  nel  vaso  riappare  come  forza  viva  del  liquido  uscito, 
o che  le  velocità  nel  vaso  ed  il  lavoro  speso  negli  attriti  sono 
trascurabili.  Per  vasi  abbastanza  larghi  questa  ipotesi  si  avvi- 
cina molto  al  vero. 

Ora  si  faccia  astrazione  della  gravità  del  liquido  e si  sup- 
ponga che  esso  che  sia  spinto  da  uno  stantuffo  mobile,  che  eser- 
citi una  pressione  //  su  un’unità  di  superficie.  Lo  spostamento 
dello  stantuffo  per  un’altezza  tilt  fa  uscire  un  volume  t/.dh  di 
liquido.  Indicando  con  o la  densità  e con  v la  velocità,  si  ha 


q . p . dh  — q . dh  . o . — ; 


d'onde  : 


r 


1 9 
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Liquidi  diversi  sotto  la  stessa  pressione  escono  con  velocità 
inversamente  proporzionali  alla-  radice  quadrata  delle  loro  den- 
sità. Ordinariamente  si  suppone  che  questa  legge  sia  diretta- 
mente  applicabile  ai  gaz,  per  cui  essa  è infatti  esatta;  ma  la 
dimostrazione  che  se  ne  dà  comunemente  è sbagliata,  come  ora 
vedremo. 

14.  Consideriamo  due  vasi  contigui  (figura  211)  di  sezioni 
eguali,  congiunti  mediante  un  orifizio  praticato  nella  parte  in- 
feriore della  parete  connine.  Le  stesse  ipotesi  come  prima  ci  da- 
ranno per  la  velocità  della  corrente  nell’orifizio: 


ossia 


q .dh  . s . (A,  — h.. 


— <1  ■ 


dh  . s 
!/ 


— 

2 


« = V 2a{,‘ i --  hi)- 

Facendo  astrazione  della  gravità  dei  liquidi, 
e supponendo  che  le  pressioni  degli  stantuffi 
siano  pt  e pt  similmente  si  avrà: 


v 


! - (/'■  - /v 

p 


Per  esempio  se  gli  stantuffi  impiegati  fossero  caricati  dei  pesi  P 

P . p 

e — , il  peso  I’  scenderebbe  di  h , mentre  il  peso  — si  innal- 


zerebbe della  stessa  lunghezza  h.  Cosi  rimane  un  eccesso  di  la- 
P 

voro  — . h , che  genera  la  forza  viva  del  liquido  che  esce. 


Un  gas  nelle  stesse  circostanze  si  comporterebbe  differente- 
mente. Quando  un  gas  passa  da  un  vaso,  in  cui  esso  è sotto  la 
pressione  di  un  peso  P,  in  un  altro,  nel  (piale  esso  è sotto  il 

P 

peso  — , il  primo  peso  discenderà  di  un’altezza  h ; ma  poiché 


i gas  raddoppiano  di  volume,  quando  la  pressione  si  riduce  alla 
metà,  il  secondo  peso  si  innalzerà  dell’altezza  2 h\  talché  il  la- 
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voro  totale  compiuto  sarà:  P . h —.2  li  o.  Quindi  nel  caso 

dei  gas  deve  essere  compiuto  un  altro  lavoro,  che  produce  il 
flusso.  Questo  lavoro  è fatto  dal  gas  stesso  coll’aumentare  del 
suo  volume  e col  superare  una  pressione  mediante  la  sua  forza 
di  espansione.  La  forza  espansiva  p ed  il  volume  w di  un  gaz 
sono  legati  dalla  relazione  Leu  nota: 

p .10  = k, 

ove  k è una  costante,  finché  non  varia  la  temperatura  del  gaz. 
Supponendo  che  il  volume  del  gas  sotto  la  pressione  p aumenti 
di  dw,  il  lavoro  fatto  è dato  da: 

p . dw  = k . I ——  . 

J w 

Se  il  volume  aumenta  da  iv0  a w , o la  pressione  da  p„  a p, 
il  lavoro  è: 

Se  si  suppone  che  questo  lavoro  serva  a far  muovere  il  vo- 
lume w’o  di  densità  o con  la  velocità  v,  si  avrà: 


/ 2 p0  log  (£■)• 

y 

Quindi  la  velocità  di  efflusso  e inversamente  proporzionale 
alla  radice  quadrata  della  densità,  ma  il  suo  valore  numerico  è 
differente  da  quello,  che  sarebbe  fornito  dalla  formula  prece- 
dente. 

Però  è necessario  di  fare  osservare  che  questa  dimostrazione 
è anche  assai  difettosa.  Le  variazioni  istantanee  di  volume  di  un 
gas  sono  sempre  accompagnate  da  cambiamenti  di  temperatura,  e 
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quindi  da  variazioni  di  forza  elastica.  Onde  i problemi  riguar- 
danti i moti  dei  gas  in  generale  non  si  possono  trattare  come 
problemi  puramente  meccanici;  essi  si  riferiscono  sempre  ad  un 
tempo  alla  termodinamica. 

15.  Si  è or  ora  veduto  che  un  gas  compresso  possiede  un 
lavoro  immagazzinato;  e perciò  è naturale  di  ricercare  se  ciò  si 
verifica  anche  nei  liquidi  compressi.  Infatti  ogni  fluido  che  tro- 
vasi sotto  una  pressione  qualunque  è compresso,  e,  necessaria- 
mente a questa  compressione,  corrisponde  il  lavoro  assorbito,  che 
ricomparirà  quando  il  liquido  si  espande.  Ma  per  i liquidi 
questo  lavoro  è piccolissimo.  S’immagini  (fig.  212)  un  gaz  ed 
un  liquido  dello  stesso  volume  (rappresentato  da  OA)  sotto- 
posto alla  stessa  pressione  di  circa  un'atmosfera  (rappresentata 
dalla  AB).  Se  la  pressione  si  riduce  alla  metà,  il  volume  del 


gas  si  raddoppia,  ma  quello  del  liquido  aumenta  solo  di  del 

suo  valore  primitivo.  Il  lavoro  di  espansione  del  gas  è rappre- 
sentato dall’area  ABDC,  quello  del  liquido  dall  area  ABLK,  ove 

AK  - — . OA.  Se  la  pressione  si  riduce  a zero,  il  lavoro  totale  di 
10" 

espansione  del  liquido  è rappresentato  da  ABI,  con  AI  — . OA; 

quello  del  gas  dall’area  compresa  fra  AB,  la  retta  indefinita 
AICEG  ...  ed  il  ramo  infinito  dell’iperbole  BDFH ....  Quindi 
si  può  ordinariamente  trascurare  il  lavoro  di  espansione  del 
liquido.  Ma  in  alcuni  fenomeni,  ad  esempio  nelle  vibrazioni  so- 
nore dei  liquidi,  si  riscontrano  lavori  di  questa  specie  e di  que- 
st’ordine, che  hanno  una  parte  principale;  in  questi  casi  si  deve 


/ 
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inoltre  tener  conto  delle  variazioni  di  temperatura.  Quindi  si 
vede  che  è solo  per  il  concorso  fortunato  di  circostanze,  che 
possiamo  trattare,  con  una  sufficiente  approssimazione,  un  feno- 
meno come  una  questione  di  meccanica  pura. 

1(5.  Ora  discuteremo  l’idea  fondamentale  che  Daniele  Bernoulli 
prese  per  punto  di  partenza  della  sua  idrodinamica  (1738)  (1). 
Quando  cade  una  massa  liquida,  V altezza  della  caduta  del  suo 
centro  di  gravità  (descensus  actaalis)  è uguale  all  'altezza  di  ascen- 
sione, cui  il  baricentro  delle  molecole  fluide,  separate  e rese  in- 
dipendenti fra  di  loro,  potrebbe  risalire,  se  esse  fossero  ani- 
mate verso  l’alto  di  velocità  eguali  a quelle  acquistate  con  la 
loro  caduta  (ascensus  potentialis).  Si  vede  subito  che  questa  idea 
è identica  a quella,  che  aveva  già  servito  di  punto  di  partenza 
a lluvgens.  Si  immagini  un  vaso  pieno  di  liquido;  indichiamo 
con  /(.r)  la  sua  sezione  alla  distanza  ,r  del  piano  orizzontale  dal 
fondo  del  vaso  (fig.  213);  se  il  liquido  si  muove,  allora  il  suo 
livello  si  abbassa  di  dx;  quindi  il  centro  di  gravità  discende  di 

X . f(x) . dx  r 

— , ove  è M =y  /(./•) . dx.  Indicando  con  k l’altezza  di 

ascensione  potenziale  in  una  sezione  di  area 
eguale  all’unità  di  superficie,  nella  sezione  /\.r) 

essa  sarà  — ■ — . Onde  l'altezza  di  ascensione  po- 

m* 

j'  dx 


— tenziale  del  baricentro  è: 


/(*) 


M 


k . 


Fig.  213. 


r dx 

N = / 

J f{x). 


N con. 
JT 


Quando  il  livello  del  liquido  si  abbassa  di  dx.  Sei  variano 
entrambe,  quindi  il  principio  dà  l’equazione: 


— x.fix).  dx  - N dk  + ledi  f. 


l i Hydrodynamica,  sire  de  Viribus  et  Motibus  Fluidorum 
Commentnrii.  n.  d.  t. 
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(Quest’equazione  fu  applicata  da  Bernoulli  per  risolvere  di- 
versi problemi.  Si  vede  facilmente  che  il  principio  di  Bernoulli 
può  essere  applicato  con  successo,  sol  quando  siano  note  le  velo- 
cità relative  delle  singole  parti  del  liquido.  Come  già  il  lettore 
avrà  veduto  dalla  formula  precedente.  Bernoulli  suppose  perciò 
che  tutte  le  molecole  liquide,  le  quali  in  un  istante  qualunque 
si  trovano  in  uno  stesso  piano  orizzontale,  rimangano  costante- 
mente  allo  stesso  livello,  e le  velocità  nei  diversi  piani  oriz- 
zontali siano  fra  loro  in  ragione  inversa  delle  sezioni.  Questa  è 
l’ipotesi  del  “ parallelismo  degli  strati  „.  In  molti  casi  essa  non 
corrisponde  affatto  alla  realtà  dei  fatti  ; ed  in  altri  casi  essa  vi 
si  avvicina.  Quando  il  vaso  è larghissimo  in  confronto  all’orifizio 
di  efflusso,  non  è necessaria  alcuna  ipotesi  riguardo  al  movimento 
del  finido  entro  il  vaso,  come  l'abbiam  visto  rispetto  all’esperi- 
mento ili  Torricelli. 

17.  Alcuni  casi  particolari  del  moto  dei  liquidi  sono  stati 
trattati  da  Newton  e da  Giovanni  Bernoulli.  Qui  consideriamo 
un  caso,  a cui  è direttamente  applicabile  una  legge  ben  nota. 
Sia  l la  lunghezza  dell’intiera  colonna  contenuta  in  un  tubo  ci- 
lindrico ripiegato  ad  U.  Se  si  esercita  una  pressione  in  uno  dei 
due  rami,  il  liquido  vi  discende  per  una  altezza  .r  sotto  il  livello 
ordinario,  mentre  nell’altro  ramo  sale  della  stessa  altezza,  e cosi 
si  ha  una  differenza  di  livello  eguale  a 2x.  Indicando  con  « la 
sezione  del  tubo  e con  .s  il  peso  specifico  del  liquido,  lo  sposta- 
mento x corrisponderà  perciò  ad  una  forza  2.  a.  s.x,  la  quale 


, a .1 . s 

deve  muovere  una  massa  — - — , e perciò  produrrà  un’acce- 
lerazione 2 . d . s'.  x : — — -j- . x.  Onde  uno  spostamento 


eguale  all’unità  di  lunghezza  dà  luogo  ad  un’accelerazione 


-a 


e si  vede  che  si  produrranno  delle  oscillazioni  pendolari  della  du- 
rata: 
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Il  li([UÌdo  oscilla  come  un  pendolo  semplice  di  lunghezza  eguale 
alla  semi-lunghezza  totale  della  colonna  liquida. 

Giovanni  Bernoulli  trattò  un  problema  analogo,  ma  alquanto 
più  generale.  I due  rami  di  un  tubo  cilindrico  incurvato  in  un 
modo  qualunque  (fig.  2L5  a)  fanno  coll’orizzonte,  nei  punti  in  cui 
la  superfìcie  del  liquido  si  muove,  gli  angoli  a e p.  Spostando 
una  delle  superficie  della  distanza  .r,  l’altra  superficie  subisce 
lo  stesso  spostamento  in  direzione  opposta.  Cosi  si  ha  una  dif- 
ferenza di  livello  x (sen  a -j-  sen  p);  con  un  procedimento  analogo 


Fig.  214.  Fig.  215  a. 


al  precedente,  impiegando  gli  stessi  simboli,  si  avrà: 
T = jr  I 


l 


(j  (sen  a -f-  sen  p) 


l’er  il  pendolo  liquido  della  figura  214  le  leggi  delle  oscil- 
lazioni si  mantengono  esattamente  vere,  astrazion  fatta  dell’at- 
trito, anche  per  grandi  amplitudini;  mentre  pel  pendolo  or- 
dinario esse  son  vere  solo  approssimativamente  per  piccole 
oscillazioni. 

18.  Il  centro  di  gravità  della  massa  liquida  totale  può  salire 
solo  all’altezza,  d’onde  dovrebbe  cadere,  affinchè  le  molecole 
liquide  acquistino  le  velocità  che  hanno.  In  qualunque  caso,  in 
cui  questo  principio  sembra  presenti  un’eccezione,  si  può  dimo- 
strare che  essa  è solo  apparente.  La  fontana  di  Erone,  come  è 
ben  noto,  consiste  di  tre  vasi  sovrapposti  A,  B,  C.  L’acqua  esce 
da  A e va  in  C ; l’aria  spostata  in  C esercita  una  pressione  in  B 
e produce  un  getto  di  acqua,  che  ricade  in  A;  ed  è evidente 
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che  i!  getto,  che  esce  da  B,  innalza  l'acqua  considerevolmente 
al  di  sopra  del  suo  livello  in  questo  vaso;  ma  effettivamente 
essa  passa  semplicemente  per  il  circuito  della  fontana  e del 
vaso  A,  al  livello  di  C molto  più  in  basso. 

Un’altra  eccezione  apparente  del  principio  in  questione  ci 
è fornita  dall’ariete  idraulica  di  Montgolfier,  ove  il  liquido 
sembra  salire,  mediante  il  lavoro  del  suo  proprio  peso,  molto  al 
di  sopra  del  suo  livello  primitivo.  Il  liquido  esce  da  un  serba- 
toio (fig.  215  fi)  A,  passando  per  un  lungo  tubo  RE,  munito  di 
una  valvola  V,  che  si  apre  verso  l’interno  ed  entra  in  un  altro  B. 
Come  la  corrente  diviene  molto  rapida,  la  valvola  si  chiude;  ed 
una  massa  liquida  in,  avente  una  velocità  v,  viene  subito  arre- 
stata nel  tubo  RR;  la  qual  massa  deve  essere  privata  della  sua 
quantità  ili  moto.  Se  ciò  si  compie  in  un  tempo  t,  il  liquido 

può  esercitare  durante  questo  tempo  una  pressione  q = ~~  , 

che  va  ad  aiuuentare  la  sua  pressione  idrostatica  jr,  onde  il  liquido 
può,  sollevando  una  valvola,  durante  questo  intervallo  di  tempo, 
penetrare  con  la  pressione  p + q in  una  fontana  di  Ertine  H, 
ed  innalzarsi  in  un  tubo  .SS  ad  un  livello  più  alto  di  quello, 
che  corrisponde  alla  semplice  pressione  Qui  bisogna  osservare 
che  una  parte  considerevole  di  liquido  cade  sempre  nel  serba- 
toio B,  prima  che  la  velocità  necessaria  per  chiudere  la  valvola 
sia  stata  prodotta  dal  lavoro  del  liquido  nel  tubo  Rii.  Solo  una 
piccola  parte  dell’acqua  sale  nel  tubo  SS  sopra  il  livello  primi- 
tivo; la  parte  maggiore  cade  ila  A in  B.  Se  si  raccoglie  l’acqua 
che  esce  dal  tubo  SS,  facilmente  si  può  vedere  che  il  baricentro 
di  questo  liquido  e di  quello  ricevuto  dal  serbatoio  B si  trova, 
a causa  di  perdite  diverse,  sotto  il  livello  di  A. 

Mediante  le  seguenti  considerazioni  possiamo  facilmente  ren- 
derci conto  del  principio  dell’ariete  idraulico,  cioè  della  trasmis- 
sione del  lavoro  di  una  grande  massa  liquida  ad  una  piccola 
massa,  che  in  quésto  modo  acquista  ima  gran  forza  viva.  Se  chiu- 
diamo il  piccolo  orifizio  0 di  un  imbuto,  lo  rovesciamo  o lo 
immergiamo  dalla  parte  della  maggiore  apertura  rimasta  libera, 


- 431  - 


8 


assai  profondamente  in  un  gran  vaso  pieno  di  acqua,  e se  apriamo 
bruscamente  l’orefizio  0,  allora  lo  spazio  vuoto  si  riempie  rapi- 
damente, e questo  fatto  evidentemente  fa  abbassare  leggermente 
il  livello  esterno  dell'acqua.  II  lavoro  compiuto  corrisponde  alla 
caduta  del  contenuto  dell’  imbuto  dal  centro 
■ di  gravità  S dello  strato  superficiale  sino 
al  centro  di  gravità  S'  del  volume  dell'im- 
buto. Per  convenienti  larghezze  del  vaso, 
le  velocità  dell’acqua  vi  sono  debolissime 
e la  forza  viva  acquistata  è quasi  del  tutto 
accumulata  nell’imbuto.  Se  tutte  le  parti 
del  liquido,  che  contiene  l’imbuto,  avessero 
la  stessa  velocità,  esse  potrebbero  tutte  ri- 
salire al  livello  primitivo;  e la  loro  massa 
totale  potrebbe,  rimanen- 
do compatta,  salire  ad 
un’altezza  tale,  che  il  suo 
baricentro  coincida  con 
S.  Ma  nelle  sezioni  più 
strette  dell’ imbuto  la  ve- 
locità è maggiore  che 
nelle  sezioni  più  larghe. 

Quindi  il  liquido  degli 
strati  superiori  possiede 
la  parte  assai  più  consi- 
derevole della  forza  viva  ; 
perciò  esso  si  separa  vio- 
lentemente dal  liquido  Ftg.tab. 

inferiore,  ed  esce  dal  collo  dell’ imbuto,  considerevolmente  al  di 
sopra  del  suo  livello  iniziale,  mentre  l’altra  parte  non  raggiunge 
questo  livello,  e il  centro  di  gravità  dell’insieme  non  raggiunge 
ancora  una  volta  il  livello  primitivo  di  S. 

1».  Una  delle  più  importanti  contribuzioni  di  Daniele  Ber- 
noulli  apportate  alla  meccanica  consiste  nell’avere  stabilito  la 
distinzione  fra  le  pressioni  idrostatica  ed  iti  rodi  nautica.  Il  moto 
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Fig.  2W. 


cambia  le  pressioni  dei  liquidi;  e la  pressione  di  un  liquido  in 
moto  può,  secondo  le  circostanze,  essere  maggiore  o minore  della 

pressione  del  liquido  in  riposo 
per  una  stessa  disposizione  delle 
molecole.  Con  un  esempio  sem- 
plice comprenderemo  questo  fe- 
nomeno. Abbiasi  un  vaso  (fig. 
217)  A,  la  cui  forma  è quella 
di  una  superfìcie  di  rivoluzione 
con  l’asse  verticale;  il  quale  sia 
mantenuto  costantemente  pieno 
con  un  liquido  senza  attiito,  in  modo  che  il  livello  mn  non 
cambi  mentre  si  produce  un  efflusso  dal  fondo  kl.  Indichiamo 
con  z la  distanza  verticale  di  una  molecola  liquida  dal  piano  di 
livello  mn,  presa  positivamente  verso  il  basso.  Seguiamo  il  moto 
di  un  elemento  prismatico  di  liquido  di  base  a e di  altezza  p. 

Supponendo  gli  strati  paralleli,  si  può  fare  astra- 
zione di  tutte  le  velocità  perpendicolari  alle  z.  In- 
dichiamo con  Q la  densità  del  liquido,  con  v la  ve- 
locità dell’elemento  e con  p la  sua  pressione,  che 
è funzione  di  z.  TI  principio  delle  forze  vive  ri- 
chiede che  l’ incremento  di  forza  viva  dell’elemento 
sia  eguale  al  lavoro  della  gravità  nello  spostamento 
corrispondente,  diminuito  del  lavoro  delle  pressioni. 
Le  pressioni  sulle  facce  superiore  ed  inferiore  del- 
l’elemento sono  rispettivameute  a . p e a . (p  — . fi).  La  pres- 

dz 

sione  aumentando  dall’alto  in  basso,  l’elemento  riceve  quindi, 

verso  l’alto,  una  pressione  a.  — . p , il  cui  lavoro  è a . — .p  .dz. 

dz  dz 

Quindi  si  ha  l’equazione: 


Fig.  217. 


(r'V  dp 

2 J =*  a . p . e ■ y • dz  — a . p dz, 


(1) 
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ovvero  : 

v‘  dp 

Q.d~=Q.g.d2  — — .de, 
2 de 

che  integrandola  dà: 

r* 

(2)  Q-~^=Q'9Z — P + costante. 


Significando  con  ol  e vt  le  velocità  e con  p,  e pt  le  pres- 
sioni nelle  due  sezioni  orizzontali  a{  ed  </„  alle  distanze  z,  e zt 
del  livello,  si  può  mettere  quest’ultima  equazione  sotto  la  forma: 

(8)  ® («.*  - l’s")  = 6 • 9 • (*■  — ■*.)  + (Pi  ~ P,)  • 


Nella  ipotesi- che  la  sezione  a,  si  confonda  con  il  livello  supe- 
riore del  liquido,  si  ha:  2,  = o,  p{  =•  o;  inoltre  a{vl  — a.2oì, 
poiché  due  sezioni  qualunque  sono  attraversate  nello  stesso  tempo 
dalla  stessa  quantità  di  liquido.  Onde  si  ottiene: 


, Q «,  — n, 

Pi  = 69**  + „ • i’,'J  • — 

*-  fh 


Quindi  la  pressione  />.,  del  liquido  in  moto  (pressione  idro- 
dinamica)  è la  somma  della  pressione  e.;/,  z.,  del  liquido  in  ri- 
poso (pressione  idrostatica)  e di  una  pressione  ' . r,' 


2 a, 

che  dipende  dalla  densità,  dalla  velocità  e dalla  grandezza  della 
sezione.  Nelle  sezioni,  che  sono  maggiori  della  superlicie  libera 
del  liquido,  la  pressione  idrodinamica  è maggiore  della  pressione 
idrostatica  ed  inversamente. 

Per  chiarire  viemmeglio  il  principio  di  Bernoulli,  immagi- 
niamo che  il  liquido  del  vaso  A sia  senza  peso  e l’efflusso  sia 
prodotto  da  una  pressione  costante  p , esercitata  sulla  super- 
ficie libera.  Allora  l’equazione  (3)  assume  la  forma: 


28 


Pt=P,  + ~ (v, * — »,•)• 
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Se  noi  seguiamo  il  moto  di  una  molecola  liquida  nel  vaso 
dalla  superficie  libera,  si  vede  allora  che  ad  ogni  incremento  di 
velocità  (nelle  sezioni  più  strette)  corrisponde  una  diminuzione 
di  pressione;  e ad  ogni  diminuzione  di  velocità  (nelle  sezioni 
più  larghe)  tien  dietro  un  aumento  di  pressione.  Ciò  infatti  è 
facile  vedere  senza  ricorrere  a considerazioni  matematiche.  Nel 
problema  ora  considerato  ogni  cambiamento  di  velocità  di  una 
molecola  qualunque  deve  essere  prodotto  esclusivamente  dal  la- 
voro delle  forze  di  pressione  del  liquido.  Quando  perciò  un  ele- 
mento passa  per  una  sezione  più  stretta,  in  cui  avvi  una  velo- 
cità maggiore,  esso  può  acquistare  questa  velocità  solo  alla  condi- 
zione che  sulla  sua  faccia  posteriore  agisca  una  pressione  mag- 
giore di  quella  che  agisce  sulla  l'accia  anteriore,  cioè  solo  quando 
si  muove  nel  senso  delle  pressioni  più  forti  verso  le  pressioni 
più  deboli,  o,  in  altre  parole  quando  la  pressione  diminuisce  nel 
senso  del  moto.  Immaginiamo  per  un  istante  che  la  pressione 
sia  la  stessa  in  una  sezione  larga  e nella  sezione  più  stretta  se- 
guente; non  si  produce  l’accelerazione  dell’elemento  nelle  parti 
più  strette;  gli  elemonti  non  escono  abbastanza  veloci;  essi  si 
accumulano,  si  serrano  all’entrata  della  sezione  stretta,  e produ- 
cono subito  l’ incremento  della  pressione  corrispondente.  Il  caso 
inverso  è evidente. 

20.  Trattando  casi  più  complicati,  i problemi  del  moto  dei 
liquidi  presentano  grandi  difficoltà,  anche  quando  si  fa  astrazione 
dell’attrifo,  e le  difficoltà  aumentano  ancora,  se  non  si  può  con- 
tinuare a trascurarlo.  Infatti,  quantunque  queste  ricerche  siano 
state  incominciate  da  Newton  in  poi,  tuttavia  fin  qui  si  è ri- 
solto in  questo  campo  solo  un  numero  piccolissimo  di  questioni 
elementari.  Ci  accontenteremo  di  qualche  esempio  semplicissimo. 
Abbiasi  un  liquido  (fig.  218)  che  s' innalzi  in  un  vaso  sino  ad 
un’altezza  li,  ed  esca  non  più  per  un  orilizio  fatto  nella  parete, 
ma  per  un  lungo  tubo  cilindrico,  fissato  da  una  parte;  la  velo- 
cità v di  efflusso  è minore  di  quella  data  dalla  formula  di  Tor- 
ricelli, poiché  una  parte  del  lavoro  è consumato  dall'attrito  ; 
si  ha: 


, ove  è h , < 1. 
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Fig.  218. 


Indicando  con  h,  l'altezza  di  velocità  e con  , altezza  di 
resistenza,  si  può  porre  h — h{  +/i2.  Se  mettiamo  in  comuni- 
cazione il  cilindro  orizzon- 
tale di  efflusso  con  tubi  ver- 
ticali laterali,  il  liquido  sale 
in  questi  ad  un’altezza  tale, 
che  fa  equilibrio  e dà  la  mi- 
sura della  pressione  esistente 
alla  base  del  canale  princi- 
pale. È notevole  osservare 
che  all’origine  del  canale  questa  altezza  liquida  è h,  e di- 
minuisce nella  direzione  della  corrente  lino  a zero  secondo  una 
legge  rappresentata  da  una  retta.  Ora  trattasi  di  spiegare  questo 
fenomeno. 

La  gravità  non  agisce  più  direttamente  sul  liquido  del  ca- 
nale orizzontale,  ma  i suoi  effetti  gli  sono  trasmessi  dalla  pres- 
sione del  liquido  circostante.  Se  immaginiamo  un  elemento  li- 
quido prismatico  di  base  a.  e di  lunghezza  /f,  che  venga  spostato 
nella  direzione  della  sua  lunghezza  alla  distanza  dz , il  lavoro 
fatto,  come  si  è veduto  più  sopra,  è dato  dalla: 

dp  , „ dp 

— a . — . ti  .dz  = — a . p . — ■ dz  . 
dz  1 ' dz 


Quindi  per  uno  spostamento  finito  abbiamo  : 

pd 

(1)  — ap . I dz  — — afi  (p,  —pi) . 

Pi 

Questo  lavoro  è fatto,  quando  l’elemento  del  volume  si  sposta 
da  un  punto  di  pressione  superiore  ad  un  punto  di  pressióne 
inferiore.  La  quantità  del  lavoro  eseguito  dipende  solo  dalla  gran- 
dezza del  volume  e dalla  differenza  delle  pressioni  all’ inizio  ed 
al  termine  dello  spostamento;  essa  è indipendente  dalla  lun- 
ghezza e dalla  forma  del  cammino  percorso.  Se  in  un  caso  le 
pressioni  diminuiscono  due  volte  più  rapidamente  che  in  uu 
.altro,  la  differenza  delle  pressioni  sulla  faccia  anteriore  e poste- 
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riore  degli  elementi,  ossia  la  forza  che  fa  il  lavoro,  è raddoppiata; 
ma  il  cammino  è ridotto  a metà;  quindi  il  lavoro  rimane  uguale 
(lungo  - i segmenti  ab  ed  ac.  tìg.  219). 

La  velocità  v è la  stessa  in  tutte  le  sezioni  q del  canale 
orizzontale.  Trascurando  le  differenze  di  velocità  delle  molecole 
liquide  in  una  stessa  sezione,  si  consideri  un  elemento  del  liquido, 
che  riempe  la  sezione  q\  e sia  p la  sua  lunghezza.  La  sua  forza 


, v* 

viva  e q . p . q . > ■ essa  rimane  costante 

nell’intiero  cammino  del  tubo.  Ciò  è solo 
possibile,  quando  la  forza  viva  consumata 
dal!' attrito  sia  sostituita  dal  lavoro  delle 
forze  di  pressione  del  liquido.  Onde  la  pres- 
sione deve  diminuire  nella  direzione  del 
moto  e deve  diminuire  di  quantità  eguali  per  cammini,  che  cor- 
rispondono ad  uno  stesso  lavoro  ili  attrito.  Per  un  elemento  li- 
quido q.p.Q,  che  entra  nel  tubo,  il  lavoro  totale  della  gravità 
è q.p.Q.g.h.  Una  parte  di  questo  lavoro,  che  generala  forza 
viva  dell’  elemento,  che  entra  nel  tubo  con  la  velocità  y,  è 

q .p.  e • — = ? -fi- e - <7  • *11  poiché  v = \ 2gh  . Il  rimanente  di 
2 


questo  lavoro,  cioè  è perciò  consumato  nel  tubo , se  si 

fa  astrazione  dalle  resistenze  nel  vaso  a causa  della  lentezza 


del  moto. 

Se  /i,  ,ht  ed  o sono  le  altezze  di  pressione  nel  vaso  all'inizio 
ilei  tubo  ed  alla  sua  estremità,  le  pressioni  corrispondenti  sono 
pi  = hlgg  ,pt  = htge  e o;  allora  l’equazione  (1)  della  pressione 
dà  il  lavoro  richiesto  per  generare  la  forza  viva  dell  elemento 
all' entrata  sua  nel  canale  e cioè  : 


q . p . e ■ — = q - p ■ {Pi  — Pi)  = 2 • P- <J  ■ B ■ d‘,  — >h)  = q.p.g.Q.h , ; 

ed  il  lavoro  trasmesso  dalla  pressione  del  liquido  all’elemento 
che  attraversa  la  lunghezza  del  canale  è: 

q.p.pt  = g.p.Q.g.ht, 

ossia  esattamente  il  lavoro  consumato  nel  tubo. 
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Si  supponga  per  un  momento  che  dall'inizio  al  termine  del 
tubo  le  pressioni  non  decrescano  da  />,,  a zero  secondo  una  legge 
espressa  da  una  retta  ; ma  che  la  loro  distribuzione  della  pres- 
sione sia  differente,  e per  fissare  meglio  le  idee  che  sia  costante 
lungo  il  canale.  Allora  le  molecole  liquide,  poste  davanti  perde- 
ranno la  loro  velocità  mediante  l’attrito,  si  produrrà  all’origine 
del  canale  l’ incremento  della  pressione  necessaria  per  stabilire 
una  velocità  costante  in  ciascun  punto.  Alla  estremità  la  pres- 
sione può  essere  solo  uguale  a zero,  poiché  in  questo  punto  il 
liquido  non  è impedito  da  nulla  di  uscire  subito  ad  ogni  pres- 
sione, che  si  esercitava  su  esso. 


Se  immaginiamo  il  liquido  come  una  massa  di  sfere  elastiche 
levigate,  quelle  di  queste  sfere,  che  subiscono  la  più  forte  pres- 
sione, son  quelle  del  fondo  del  vaso  ; esse  entrano  nel  tubo  in 
uno  stato  di  compressione,  che  esse  perdono  insensibilmente  du- 
rante il  loro  moto.  Lasciamo  al  lettore  la  cura  di  sviluppare  più 
compiutamente  questo  concetto. 

È evidente,  da  un’osservazione  fatta  più  innanzi  che  il 
lavoro  assorbito  dalla  compressione  del  liquido  è piccolissimo. 
Il  moto  del  liquido  è prodotto  dal  lavoro  della  gravità  nel  vaso, 
lavoro  trasmesso  mediante  la  pressione  del  liquido  compresso, 
alle  molecole  che  si  trovano  nel  tubo. 

l’na  modificazione  interessante  a questa  esperienza  consiste 
nel  formare  il  canale  orizzontale  mediante  l'unione  di  parecchi 
tubi  cilindrici  di  sezioni  dif- 
ferenti (fig.  220).  Nei  tubi 
più  sfretti  la  maggior  parte 
del  lavoro  è assorbito  dal- 
l’attrito, e la  diminuzione 

della  pressione  nella  dire-  • • , <_ 

zione  del  moto  vi  è quindi  F,g'  2S0- 

più  rapida  che  nei  tubi  più  larghi.  Osserviamo  ancora  che  a 
ciascun  passaggio  del  liquido  in  una  parte  più  larga  del  canale, 
quindi  a ciascuna  diminuzione  di  velocità,  si  produce  un  in- 
cremento di  pressione  (un  rigurgito  positivo)  ed  a ciascun  pas- 
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saggio  del  liquido  in  una  parte  più  stretta,  perciò  a ciascun 
incremento  di  velocità,  si  ha  un  istantaneo  abbassamento  di 
pressione  (un  rigurgito  negativo).  Infatti  la  velocità  di  un  ele- 
mento liquido,  su  cui  nessuna  forza  non  agisce  direttamente  può 
aumentare  o diminuire  solo  (piando  esso  passa  in  punti  di  pres- 
sione inferiore  o superiore. 


CAPITOLO  QUARTO 

Svolgimento  formale  della  meccanica 


I.  I problemi  isoperimetrici. 

1.  Quando  mediante  l' osservazione  siano  stati  saldamente 
stabiliti  tutti  i fatti  più  importanti  di  una  delle  scienze  della 
natura,  allora  incomincia  per  essa  un  nuovo  periodo,  cioè  il 
periodo  deduttivo,  ohe  tratteremo  nel  presente  capitolo.  In  esso 
ci  formiamo  ima  immagine  mentale  dei  fatti  senza  ricorrere 
continuamente  all’osservazione.  Ricostruiamo  nel  nostro  pensiero 
casi  più  generali  e più  complicati,  immaginando  che  essi  sono 
composti  di  elementi  più  semplici  e ben  noti  fornitici  dalla 
esperienza.  Ma  il  processo  dello  sviluppo  della  scienza  non  è an- 
cora compiuto,  fintantoché  dall’  espressione  dei  fatti  elementari 
(cioè  dei  principii)  si  siano  dedotte  le  espressioni  di  casi  com- 
plicati assai  comuni  (soltanto  teoremi),  rinvenendo  in  essi  stessi 
elementi.  Allo  sviluppo  deduttivo  della  scienza  allora  segue  il 
suo  svolgimento  formule.  Si  tratta  allora  di  disporre  in  un 
ordine  sinottico  i fatti  che  si  presentano  e che  bisogna  rico- 
struire nel  nostro  pensiero  in  modo  da  formarne  un  sistema-, 
talché  ciascuno  di  essi  si  possa  ritrovare  e ristabilire  con  il 
minimo  sforzo  intellettuale.  In  questo  metodo  di  ricostruzione 
cerchiamo  di  apportare  la  più  grande  uniformità  possibile  per 
potere  assimilarcelo  facilmente.  Bisogna  d’altra  parte  osservare 
che  i tre  periodi  : di  osservazione,  di  deduzione  e di  sviluppo 
formale  non  sono  nettamente  separati  ; spesso  al  contrario  questi 
differenti  processi  camminano  di  pari  passo,  quantunque  nel 
complesso  non  si  possa  disconoscere  la  loro  successione. 
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2.  Gl’ investigatori  del  XII0  secolo  e quelli  dell'inizio  del 
XVIII0  hanno  assiduamente  studiato  ima  classe  particolare  di 
problemi  materni  itici,  che  hanno  esercitato  una  grande  influenza 
sullo  sviluppo  formale  della  meccanica.  Questi  problemi,  cui  si  dà 
il  nome  generico  di  problemi  isoperimetrici , formeranno  ora  og- 
getto delle  nostre  ricerche.  Alcune  questioni  del  massimo  e 
del  minimo  di  certe  grandezze,  problemi  di  massimo  e di  mi- 
nimo, avevano  già  preoccupato  i matematici  dell’antica  Grecia. 
Si  dice  che  già  Pitagora  insegnasse  che  il  cerchio  è la  figura 
di  maggior  superficie  fra  tutte  le  ligure  piane  di  dato  peri- 
metro. L’ idea  che  esistesse  una  certa  economia  nei  fenomeni 
naturali  non  era  estranea  agli  antichi.  Erone  trasse  le  leggi  della 
riflessione  della  luce  dalla  ipotesi  che  essa  partendo  da  un  punto 
A (figura  221)  e riflettendosi  in  M,  giunga  in  B,  seguendo  il 
cammino  più  breve.  Infatti  supponiamo  che  il  piano  della,  figura 
sia  il  piano  di  riflessione  ; siano  SS  la  sezione  del  piano  riflet- 
tore, A il  punto  di  partenza  della  luce,  M il  punto  d incidenza, 
13  il  punto  di  arrivo.  Si  scorge  subito  che  la  linea  AM  13'  è una 
retta,  essendo  il  punto  V'  il  simmetrico  di  V.  Il  cammino  AM\  ' è 

più  breve  di  ogni  altro  cammino 
ANB',  e quindi  AMB  è minore  di 
ANB.  Pappo  applicò  gli  stessi 
concetti  alla  natura  organica;  ad 
esempio  spiegò  la  forma  dei  favi 
delle  api  colla  tendenza  alla  mas- 
sima economia  possibile  nell'uso 
dei  materiali.  All’epoca  del  rinascimento  della  scienza  queste 
idee  non  caddero  su  di  un  terreno  sterile.  Esse  lurono  primie- 
ramente adottate  da  Fermat  e Roberval,  che  scoprirono  i me- 
todi per  la  risoluzione  di  questo  genere  di  problemi.  Essi  osser- 
varono — , ciò  che  era  stato  già  fatto  prima  da  Keplero,  — 
che  una  grandezza  y.  che  dipende  da  una  grandezza  s , gene- 
ralmente si  comporta  in  un  modo  particolare  nell  intorno  del 
massimo  e del  minimo  suo  valore.  Sia  .r  1 ascissa  ed  y 1 ordì- 
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nata  (fig.  222);  se  mentre  x cresce,  y passa  per  un  valore  mas- 
simo, si  vede  che  il  suo  incremento,  o ascesa, 
si  cambia  in  decrescenza,  o discesa  ; ed 
inversamente  se  y passa  per  un  valore 
minimo,  la  sua  ascesa  si  cambia  in  discesa. 

I valori  vicini  al  valore  massimo  o minimo 
saranno  perciò  assai  prossimi  fra  loro,  e la  jria 

tangente  alla  curva  nel  punto  corrispon- 
dente sarà  parallela  all’asse  delle  ascisse.  Per  trovare  i valori 
massimi,  bisognerà  perciò  cercare  le  tangenti  parallele  all’  asse 
delle  x. 

Il  calcolo  traduce  subito  cpiesto  metodo  delle  tangenti.  Ad 
esempio  poniamo  di.  dividere  una  lunghezza  datar/  in  due  parti 
x ed  a - x in  modo,  che  il  rettangolo  ./•.  (u-x)  sia  il  maggiore 
possibile.  La  quantità  y,  funzione  di  .r,  qui  è il  prodotto  x . fa  - x). 
Per  il  valore  massimo  di  y una  variazione  infinitamente  pic- 
cola s di  x non  darà  luogo  ad  alcuna  variazione  di  y . Onde 
troveremo  il  valore  corrispondente  di  x ponendo: 


x {a  — x)  = (.r  -f  £)  (a  — x — §) , 
ax  — .r3  = ax  -f-  «i?  — x‘  — xì  — x§  — ir3, 
o — a — 2.2?  — ir  ; 

ora,  £ potendo  essere  anche  piccola  quanto  si  vuole,  si  ha  : 

a 

o — a — 2x  , a?  = — 

In  questo  modo  si  può  tradurre  in  linguaggio  algebrico 
l’idea  concreta  dal  metodo  delle  tangenti;  cosi  vediamo  che  vi 
è contenuto  il  germe  del  calcolo  differenziale. 

Fermat  cercò  di  mettere  le  leggi  della  rifrazione  della  luce 
sotto  una  forma  analoga  a quella  che  Erone  aveva  dato  alle 
leggi  della  riflessione.  Egli  ammette  che  la  luce,  che  parte  da  A 


e si  riflette  in  M (fig.  223),  giunge  in  B,  non  percorrendo  il 
cammino  più  breve.  Se  il  cammino  AMB  è percorso  nel  tempo 
più  breve,  allora  un  cammino  infinita- 
mente prossimo  ANB  a quello  reale  sarà 
percorso  nello  stesso  tempo.  Se  condu- 
ciamo da  N su  AM  e da  M su  NB  le  per- 
pendicolari NP  e MQ,  si  vede  che  il  cam- 
mino percorso  prima  della  rifrazione  è 
diminuito  della  lunghezza  MP=MN.  sen  a, 
e che  il  cammino  percorso  di  poi  è in- 
vece aumentato  di  NQ=MN . sen  p.  In- 
dicando con  v e 0j  le  velocità  nel  primo 
e nel  secondo  mezzo  si  trova  che  la  durata  del  percorso  AM  B 
sarà  minima,  quando  si  avrà  : 


Fig.  223. 


MAT . sen  a MN  . sen  fi 


■ = o, 


ossia: 


sen  fi 


= n, 


ove  ti  è l’ indice  di  rifrazione.  Le  leggi  di  riflessione  di  Erone 
ora  si  presentano,  come  osserva  Leibniz,  qual  caso  particolare  di 
quelle  della  rifrazione.  Per  velocità  eguali  vt  = n2  le  due  condi- 
zioni del  minimo  della  durata  e del  minimo  della  spazio  per- 
corso sono  identiche. 

Huvgens  nelle  sue  ricerche  sull’ottica  applicò  ed  ulterior- 
mente perfezionò  le  idee  di  Fermat,  considerando  il  moto  della 
luce  non  solo  in  linea  retta,  ma  anche  secondo  una  curva,  nei 
mezzi  in  cui  la  velocità  di  propagazione  varia  da  un  punto  ad 
un  altro  in  modo  continuo.  Egli  riconobbe  che  la  legge  di 
Fermat  si  verificava  in  questi  casi  più  generali.  Così  dunque 
nella  moltiplicità  dei  fenomeni  di  propagazione  della  luce,  la 
proprietà  caratteristica  fondamentale  pare  essere  una  tendenza 
verso  un  minimo  impiego  di  tempo. 
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3.  Proprietà  analoghe  di  massimo  o di  minimo  si  manife- 
stano nei  fenomeni  meccanici.  Come  1’  abbiamo  già  fatto  osser- 
vare, Giovanni  Bernoulli  conosceva  che  una  catena  liberamente 
sospesa  nelle  sue  estremità  prende  una  forma  tale  che  il  suo  bari- 
centro si  abbassa  il  più  possibile.  Questa  idea  si  presenta  natu- 
ralmente come  una  delle  più  semplici  all’  investigatore  che  pel 
primo  riconosca  In  portata  generale  del  principio  degli  sposta- 
menti virtuali.  Queste  osservazioni  richiamarono  l’attenzione  sulle 
proprietà  del  massimo  e del  minimo  e gl’investigatori  ora  inco- 
minciarono generalmente  a farne  uno  studio  più  approfondito.  Il 
problema  della  bradi istocrona,  posto  da  Giovanni  Bernoulli,  dà 
il  più  forte  impulso  a questa  tendenza  scientifica  ; esso  è il 
seguente:  “ Si  richiede  di  determinare  la  curva  che  deve  se- 
guire un  grave  per  passare  dal  punto  A al  punto  B,  posti  in 
un  piano  verticale,  impiegando  il  minor  tempo  possibile  Gio- 
vanni Bernoulli  risolvè  il  problema  in  modo  assai  ingegnoso; 
Leibniz,  L’Hópital,  Newton  e Giacomo  Bernoulli  pur  essi  ne 
diedero  delle  soluzioni. 

La  soluzione  più  notevole  è quella  di  Giovanni  Bernoulli 
stesso.  Egli  osservò  che  problemi  di  questa  specie  erano  già 
stati  risoluti,  invero  non  per  il  moto  dei  gravi,  ma  bensì  per  il 
moto  della  luce.  Quindi  sostituì,  assai  a proposito,  il  moto  ili 
propagazione  della  luce  a i/uello  della  caduta  dei  gravi  (Cf. 
Gap.  ITI.  g Vili0,  n.  8 e seg.),  e fece  l’ipotesi  che  i due  punti 
A e B si  trovassero  in  un  mezzo  bile,  che  la  velocità  della  luce 
segua  la  stessa  legge  che  governa  un  corpo  che  cade;  e ciò 
richiede  che  questo  mezzo  sia  composto  di  strati  orizzontali  di 
densità  decrescenti  verso  il  basso  in  modo  tale,  che  v = ]■  2gh 
rappresenta  la  velocità  della  luce  in  uno  strato  posto  ad  una 
distanza  h al  di  sotto  di  A.  11  raggio  di  luce  che  in  queste 
condizioni  va  da  A in  B descrive  questo  cammino  nel  minor 
tempo  possibile,  e quindi  dà  la  curva  della  durata  minima  di 
discesa. 

Siano  a,  a',  a"...  gli  angoli  formati  con  la  verticale,  perpen- 
dicolare alla  direzione  degli  strati,  dagli  elementi  della  curva, 


T 
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posti  a diversi  livelli,  e v,v',v"...  le  velocità  corrispondenti. 
Si  ha: 


scn  1 1 _ sen  ri  = «e»  ""  _ = y — costante  ; 

v ~~  »'  *>" 


O indicando  con  .r  la  distanza  verticale  di  un  elemento  di  curva 
al  livello  A e con  y la  sua  distanza  orizzontale  dalla  verticale 
del  punto  A,  queste  eguaglianze  si  possono  scrivere  cosi: 


dy 


v 


da  cui: 

d,r  = À-Vrfs»  - Idv'idS  + dy) , 


oo=l' 2 yx\  e quindi 


dy  = dx . 


con 


Questa  equazione  è l’equazione  differenziale  di  una  cicloide 
descritta  da  un  punto  della  circonferenza  di  un  cerchio  di  raggio 

. £L  _ _L_  ruotando  senza  sdrucciolare  sopra  una  retta. 

r~~  2 igW  ’ 

Per  trovare  la  cicloide  che  passa  per  A e tì  (fig.  224)  osser- 


Fig.  223  n. 


viamo  che  tutte  le  cicloidi,  che  hanno  generazioni  consimili,  sono 
curve  simili.  Tutte  le  cicloidi  che  partono  dal  punto  A e sono 
generate'  da  un  rotolamento  sulla  retta  AD,  ammetteranno  il 
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punto  A per  centro  di  similitudine.  Quindi  basta  costruire  una 
qualunque  di  esse  e condurre  per  A la  retta  AB,  che  la  incontra 
in  B'.  Indicando  con  r'  il  raggio  del  cerchio  generatore  di  questa 


cicloide  ausiliare  ed  r il  raggio  richiesto,  si  avrà  : 


Questa  soluzione  di  Giovanni  Bernoulli  eseguita  intieramente 
senza  alcun  metodo  e subito  mediante  la  mera  immaginazione 
geometrica  e bavere  saputo  sagacemente  utilizzare  le  cognizioni 
acquistate  per  caso  precedentemente  costituisce  in  vero  un 
fatto  notevole  e degno  di  ammirazione.  Dobbiamo  riconoscere 
che  Giovanni  Bernoulli  fu  un  genio  artistico  veramente  grande 
nel  campo  delle  scienze  fisiche.  Il  carattere  scientifico  di  suo 
fratello  Giacomo  era  intieramente  diverso:  egli  possedeva  assai 
più  spirito  critico,  ma  assai  meno  immaginazione  creatrice.  Egli 


Vignetta  tìal  titolo:  Leibnìfzii  et  Johunn  Jirrnoullii  eommercium  epistolieum 
Lausauuat*  et  (tonevae.  Bousquot,  1745. 


diede  pure  una  soluzione  dello  stesso  problema,  ma  in  forma 
meno  felice;  però  non  lasciò  di  sviluppare  ad  un  tempo  con 
maggior  profondità  un  metodo  generale  di  risoluzione  delle  que- 
stioni di  questo  genere.  Così  in  questi  due  fratelli  troviamo  le 
due  caratteristiche  fondamentali  del  genio  scientifico,  separate 
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fra  loro,  le  quali  nei  più  grandi  investigatori,  in  Newton  ad 
esempio,  si  trovano  riunite  mirabilmente.  Si  vede  subito  che 
queste  due  tendenze,  quando  si  incontrano  in  persone  differenti, 
possono  urtarsi  e venire  a conflitto  aperto,  mentre  in  altre  cir- 
costanze, quando  si  trovano  riunite  in  una  stessa  mente,  il  loro 
contrasto  può  essere  inavvertito. 

4.  Giacomo  Bernoulli  constatò  che  fino  allora  1 oggetto  prin- 
cipale della  ricerca  aveva  consistito  nel  trovare  per  quali  valori 
di  una  quantità  variabile  un’altra  quantità  variabile,  che  dipende 
dalla  prima  (funzione  di  questa)  passava  per  un  valore  massimo 
o minimo.  Ma  ora  si  tratterebbe  di  trovare  qual’era,  fra  un’iw- 
finità  di  curve,  quella  che  possiede  una  proprietà  determinata 
di  massimo  o di  minimo.  Giacomo  Bernoulli  osservò  con  ragione 
che  questo  problema  è di  un  carattere  intieramente  differente, 
e richiede  perciò  un  nuovo  metodo. 

Nella  risoluzione  di  questo  problema  Giacomo  Bernoulli  parte 
dni  principii  fondamentali  seguenti  (Acta  eruditarum,  Maggio 
1697)  (1): 

1)  Quando  una  curva  possiede  una  certa  proprietà  di  mas- 
simo o di  minimo,  anche  ciascuno  dei  suoi  elementi,  per  quanto 
piccolo  esso  sia,  la  possiede. 

2)  Allo  stesso  modo  come  i valori  vicini  al  valore  massimo 
o minimo  di  una  grandezza  sotto  eguali  fra  loro  per  cambiamenti 
infinitamente  piccoli  della  variabile  indipendente,  così  anche 
quella  grandezza,  che  per  la  curva  cercata  deve  essere  massima 
o minima,  ha  lo  stesso  valore  per  le  curve  infinitamente  vicine. 

3)  Inoltre  nel  caso  particolare  della  brichistocrona  si  deve 
ammettere  che  la  velocità  conseguita  alla  fine  dell  altezza  di 

una  caduta  h è uguale  a )'2gh  . 

Si  consideri  un  arco  piccolissimo  ABC  (fig.  225)  della  curva 
cercata  ; si  conduca  la  orizzontale  dal  punto  B,  e si  supponga 
che  l’elemento  di  curva  si  trasformi  in  ADC.  Mediante  consi- 


(1)  Vedi  anche  sue  opere  Voi  II0.  p.  768. 
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derazioni  del  tutto  analoghe  impiegate  nella  discussione  della 
legge  di  Fermat  si  ottiene  la  relazione  già  nota  fra  la  velocità 
di  caduta  ed  il  seno  dell’  angolo  di  inclinazione  dell’  elemento 
colla  verticale.  Quindi  in  questo  ragio- 
namento si  deve  supporre  per  il  prin- 
cipio 1)  che  l’elemento  ABC  è anche 
brachistocrono,  e pel  principio  2)  che 
l’elemento  ADC  è percorso  nello  stesso  H 
tempo,  in  cui  è percorso  ABC.  I calcoli 
di  Giacomo  Bernoulli  sono  assai  lunghi; 
ma  i suoi  tratti  caratteristici  si  scorgono 
immediatamente  ; essendo  fissati  i principii  suepposti,  il  problema 
è risolto. 

Secondo  i’  uso  dei  matematici  di  quell’  epoca  Giacomo  Ber- 
noulli, dopo  aver  dato  la  soluzione  del  problema  della  brochisto- 
crona,  propose  il  problema  più  generale  dell’  isoperimetro  sotto  la 
forma  seguente:  u Fra  tutte  le  curve  isoperimetre  (cioè  dello  stesso 
perimetro  o della  stessa  lunghezza),  che  si  possono  condurre  fra 
due  punti  fissi,  trovare  quella  che  rende  massima  o minima  l’area 
compresa  fra  1 asse  delle  ascisse,  le  ordinate  dei  punti  estremi 
ed  un’  altra  curva,  la  cui  ordinata  sia  una  certa  funzione  deter- 
minata dell  ordinata  o dell  arco  della  curva  cercata  corrispon- 
dente alla  stessa  ascissa  „. 

Per  esempio  supponiamo  di  determinare  fra  i punti  (fig.  226) 
B ed  X la  curva  BFN,  la  quale  fra  tutte  le  curve  della  stessa 
lunghezza  data,  che  va  da  B ad  N,  rende  massima  l’area  BZN, 

le  cui  ordinate  sono  PZ  PFn  LM  Lk"  ecc.  Poniamo  che  la 
relazione  fra  le  ordinate  corrispondenti  di  BZN  e di  BFN  sia 
data  dalla  curva  BH,  talché  per  ottenere  PZ  da  PF  basta 
abbassare  FGH  perpendicolarmente  su  BG  (che  essa  stessa  è 
perpendicolare  a BN)  e poi  prendere  PZ  = HG,  e cosi  per  le 
altre  ordinate.  Inoltre  facciamo  BP  = sy,  PF  = x e PZ  = x.D 

Giovanni  Bernoulli  diede  subito  una  soluzione  di  questo 
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problema  sotto  la  forma  : 


f rn  dx 


'J  I |'  «2 n — 


ove  a è una  costante  arbitraria.  Per  n = 1 si  ha  : 


cioè  BFN  è un  semi-cerchio  descritto  su  BN  come  diametro. 


La  superfìcie  BZN  è allora  identica 

/ M 1 1 T.  1 ' / \ _ I 1 _ _ . . n ..  J,  nnHUn 


Fig.  226. 


fratello  ; 


2. °  di  indicare  i suoi  errori  e contraddizioni  5 

3. °  infine  di  dare  la  soluzione  esatta. 

La  gelosia  e l’animosità  reciproca  dei  due  fratelli  ben  presto 
si  resero  palesi  e degenerarono  in  una  disputa  violenta  ed  acri- 
moniosa. assai  poco  lodevole,  che  durò  fino  alla  morte  ili  Lia- 
como  (avvenuta  a Basilea  nel  1705),  dopo  la  quale  convintosi 
del  suo  errore,  adottò  il  metodo  rigoroso  di  suo  fratello.  Giacomo 
Beruoulli  sospettò  — e con  ogni  probabilità  fondatamente  — che 
Giovanni,  sedotto  dai  risultati  delle  sue  ricerche  intorno  alla 
catenaria  ed  alla  curva  delle  vele  sotto  l’azione  del  vento,  avesse 
nuovamente  tentato  una  soluzione  indiretta , immaginando  la 
curva  BFN  piena  di  un  liquido  di  peso  specifico  variabile,  e 
determinando  questa  curva  colla  condizione  che  il  centro  di 
gravità  sia  nella  posizione  piò  bassa  possibile.  Indicando  con  p 
P ordinata  PZ,  il  peso  specifico  del  liquido  nell’  ordinata  PF  = x 
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J)  , . . 

deve  essere  — , e similmente  in  ogni  altra  ordinata.  Il  peso  di 
x 

un  filo  liquido  verticale  è allora  ed  H suo  momento 

rispetto  a BN  è : 


2 X 


P-dy  1 

= — -P  -dy  ■ 

x 2 


Quindi  affinchè  il  baricentro  sia  nella  posizione  più  bassa 
possibile  occorre  che  la  somma  -ì- jpdy  o BZN  = jpdy  sia  massi- 
sima.  Ma  Giacomo  Bernoulli  ragionevolmente  osservò  che  in 
questa  soluzione  non  si  tiene  conto  del  fatto,  cioè  che  ogni  va- 
riazione della  curva  (fig.  227)  BFN  dà  luogo  ad  un  cambiamento 
del  peso  del  liquido;  e perciò  sotto  questa  forma  semplice  non 
è più  valida. 

Giacomo  Bernoulli  stesso  diede  una  soluzione  di  questo  pro- 
blema. Egli  suppose  ancora  che  il  piccolo  elemento  di  curva  FF'" 
possiede  la  stessa  proprietà  dell’intiera  curva  ; e considerando 
quattro  pimti  consecutivi  F,  F',  F",  F"",  i cui  due  estremi  F e F'" 
sou  fissi,  fa  variare  F'  ed  F"  in  modo,  che  la  lunghezza  del- 
l’arco F F'  F"  F"'  rimanga  la  stessa;  ciò 
è solo  possibile  evidentemente  per  lo 
spostamento  di  due  punti.  Noi  non  ter- 
remo dietro  ai  suoi  calcoli  complicati  e 
difficili.  11  principio  del  procedimento  fj 
della  soluzione  è chiaramente  indicato  da 
ciò  che  si  è detto.  Conservando  le  nota- 

Far.  227. 

zioni  impiegate  più  sopra,  si  possono 

esprimere  in  sostanza  i suoi  risultati,  asserendo  che  quando  è 
pdx  , 

dy  = ' , / pdy  è un  massimo  ; e quando  è : 

|'  a‘  — p' 

|(a  — p)dx 

dy—  = , 

| 2 ap  — p' 

I pdy  è minimo. 


29 
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I dissensi  fra  i due  fratelli  furono,  possiamo  senz’altro  asse- 
rirlo, grandemente  da  deplorarsi.  Ma  bisogna  anche  dire  che  il 
genio  dell’uno  e la  profondità  dell’ altro  arrecarono  i migliori 
frutti,  mediante  l’ impulso  che  diedero  le  loro  soluzioni  alle 
idee  di  Eulero  e di  Lagrange. 

5.  Eulero  (Problematis  isoperimetrici  solatio  generalis;  Coni. 
Acad.  Petr.  T.  VI,  1738)  dà  pel  primo  un  metodo  generale  per 
risolvere  queste  questioni  di  massimo  e di  minimo,  in  altre 
parole  per  risolvere  i problemi  degli  isoperimetri  fondandosi 
tuttavia  ancora  sopra  lunghissime  considerazioni  geometriche; 
ma  i suoi  risultati  non  possedevano  la  generalità  analitica.  Eulero 
ebbe  una  concezione  chiarissima  dell’insieme  dei  problemi  di 
questa  categoria;  e scorse  nettamente  le  loro  differenze,  che 
classificò  così: 

1) .  Si  domanda  di  determinare  fra  tutte  le  curve  quella 
per  cui  una  proprietà  A è massima  o minima. 

2) .  Si  domanda  di  determinare  fra  tutte  le  curve,  che 
hanno  in  comune  una  proprietà  A,  quella  per  cui  B è massima 
o minima. 

3) .  Si  richiede  di  determinare  fra  le  curve,  che  hanno  in 
comune  due  proprietà  A e B quella  per  cui  C è massima  o 
minima  e così  via. 

Appartiene  alla  prima  classe  il  problema  di  trovare  la  curva 
più  breve,  che  va  da  un  punto  M ad  un  punto  N (fìg.  228).  Si 
ha  un  problema  della  seconda  classe,  se  si  domanda  qual’ è fra 
tutte  le  curve  di  lunghezza  data  A,  che  vanno  da  M ad  N, 
quella  che  rende  massima  l’  area  MPN.  Finalmente  si  ha  un 
esempio  di  problemi  della  terza  classo,  se  si 
domanda  qual  è fra  tutte  le  curve,  che  vanno 
da  M ad  N,  delle  quali  sou  date  la  lunghezza  A 
e l’area  MPN  = B,  quella  che,  ruotando  intorno 
all’asse  MN,  genera  la  superficie  di  rivoluzione 
di  area  minima  e così  via.  Si  può  qui  osservare 
che  la  ricerca  di  un  massimo  o di  un  minimo 
assoluto,  senza  condizioni  preliminari,  non  ha 


M 


N 


Fig.  228. 

senso.  Infatti,  ad  esempio,  le  curve  fra  quelle,  che  si  domandano 
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nel  primo  problema,  quella  del  più  breve  cammino  ha  la  pro- 
prietà comune  di  passare  per  i punti  M ed  N.. 

La  risoluzione  dei  problemi  della  prima  classe  richiede  la 
variazione  di  due  elementi  o di  un  punto  della  curva;  per  quelli 
della  seconda  basta  far  variare  tre  elementi  o due  punti  della 
curva;  ed  infatti  la  parte  della  curva,  che  ha  subito  la  varia- 
zione, deve  possedere  in  comune  colla  parte,  che  è rimasta  inva- 
riabile, la  proprietà  A ed  anche  la  proprietà  B ; poiché  B deve 
essere  massima  o minima,  e quindi  deve  soddisfare  a due  condi- 
zioni. Similmente  la  risoluzione  dei  problemi  della  terza  classe 
richiede  la  variazione  di  quattro  elementi  ; e cosi  via. 

Si  vede  che  la  risoluzione  di  un  problema  di  una  categoria, 
eccettuata  la  prima,  implica  quella  del  suo  inverso,  dosi  per  la 
terza  categoria  si  fanno  variare  quattro  elementi  di  curva  ; talché 
la  parte  che  ha  subito  la  variazione  ha  in  comune  con  la  parte 
primitiva  le  proprietà  A e B ed  anche  la  proprietà  C (poiché 
quest’ ultima  deve  essere  massima  o minima).  Ma  precisamente 
queste  stesse  condizioni  debbono  essere  soddisfatte,  allorché  fra 
tutte  le  curve,  che  posseggono  le  proprietà  B e C,  si  cerca 
quella,  che  rende  A massima  o minima;  o,  quando,  fra  le  curve 
che  hanno  in  comune  A e C,  si  cerca  quella  che  fornisce  il 
massimo  od  il  minimo  di  B.  Così  per  prendere  un  esempio  della 
seconda  classe,  il  cerchio  racchiude  la  maggior  superlicie  B fra 
tutte  le  curve  di  lunghezza  A data;  inversamente  fra  tutte  le 
curve  di  area  data  il  cerchio  è quello  di  minor  lunghezza  A. 
Le  condizioni  necessarie,  affinchè  le  curve  abbiano  una  pro- 
prietà A comune,  od  affinchè  questa  proprietà  sia  massima  o 
minima  sono  espresse  esattamente  nello  stesso  modo.  Eulero 
fondandosi  su  questa  identità  di  espressione  riconobbe  la  possi- 
bilità di  ricondurre  alla  prima  categoria  i problemi  delle  cate- 
gorie superiori.  Ad  esempio  se  si  domanda  qual’ è fra  tutte  le 
curve,  per  cui  A ha  lo  stesso  valore,  quella  che  rende  B mas- 
simo, bisognerà  cercare  la  curva,  che  rende  A mB  massimo, 
ove  m è una  costante  arbitraria.  Infatti  affinchè  A -f-  in  11  resti 
la  stessa,  qualunque  sia  m,  in  una  variazione  della  curva  cercata, 
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bisogna  che  le  variazioni  di  A e B siano  separatamente  eguali 
a zero. 

6.  Eulero  in  quest’ordine  di  idee  fece  fare  alla  meccanica 
un  importantissimo  progresso.  Trattando  il  problema  della  bra- 
chistocrona  in  un  mezzo  resistente,  problema  studiato  da  Hermann 
e da  lui,  riconobbe  che  i suoi  metodi  erano  insufficienti.  Nel 
caso  della  brachistocrona  nel  vuoto,  la  velocità  dipende  solo 
dall’altezza  di  caduta;  la  velocità  in  un  elemento  della  curva 
non  dipende  affatto  dagli  altri  elementi.  Quindi  si  può  effetti- 
vamente asserire  che  ogni  arco  della  curva,  piccolo  a piacere,  è 
brachistocrono.  Ma  in  un  mezzo  resistente  il  caso  è ben  diverso. 
L’intiera  lunghezza  e la  forma  del  cammino  precedente  influi- 
scono sulla  velocità  in  un  elemento.  L’intiera  curva  può  essere 
brachistocrona  senza  che  necessariamente  ciascuno  de’  suoi  ele- 
menti separatamente  possegga  la  stessa  proprietà.  Mediante  con- 
siderazioni di  questa  specie  Eulero  riconobbe  che  il  principio 
posto  da  Giacomo  Bernoulli  non  era  valido  in  generale  e i pro- 
blemi di  questa  specie  richiedevano  un  trattamento  più  partico- 
lareggiato. 

7.  Il  gran  numero  di  problemi  risoluti  e l’ordine  metodico 
dato  ad  essi  a poco  a poco  condussero  Eulero  a scoprire  quei 
metodi,  che  sostanzialmente  non  differivano  da  quello  che  più 
tardi  sviluppò  Lagrange  sotto  una  forma  sua  propria  ed  alquanto 
differente,  il  cui  insieme  ora  chiamasi  il  calcolo  delle  variazioni. 
Così  Giovanni  Bernoulli  pel  primo  trovò  per  analogia  una  solu- 
zione accidentale  di  un  tal  problema.  Giacomo  Bernoulli  sviluppò 
un  metodo  geometrico  per  la  risoluzione  di  problemi  consimili. 
Eulero  alla  sua  volta  generalizzò  i problemi  ed  il  metodo  geo- 
metrico. E finalmente  Lagrange  emanicipandosi  intieramente 
dalla  considerazione  delle  figure  geometriche,  diede  un  metodo 
analitico.  Lagrange  osservò  che  gl’incrementi  che  ricevono  le' 
funzioni  in  conseguenza  di  un  cambiamento  della  loro  forma  sono 
interamente  analoghi  agl’  incrementi  che  esse  ricevono  in  conse- 
guenza di  un  cambiamento  delle  loro  variabili  indipendenti.  Per 
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distinguere  le  due  specie  di  incrementi  Lagrange  denotò  i primi 
con  ò,  i secondi  con  d.  Mediante  l’ osservazione  di  questa  ana- 
logia Lagrange  potè  scrivere  le  equazioni  che  menano  alla  solu- 
zione dei  problemi  di  massimo  e minimo.  Lagrange  non  diede» 
nè  cercò  mai  nemmeno  di  dare  un'ulteriore  prova  del  suo 
metodo,  che  si  è mostrato  di  una  fertilità  grandissima.  Il  suo 
lavoro  è intieramènte  originale.  Con  una  perspicacia,  il  cui  valore 
economico  è grandissimo,  egli  scorse  le  basi,  che  gli  parvero 
abbastanza  sicure  ed  utilizzabili,  per  potere  edificare  su  di 
esse.  I principii  fondamentali  si  giustificano  da  sè  stessi  me- 
diante la  loro  efficacia.  Invece  di  preoccuparsi  di  darne  una 
dimostrazione,  Lagrange  dimostrò  con  qual  successo  essi  possano 
essere  impiegati.  ( Essai  d'urie  nouvelle  méthode  putir  déterminer 
les  maxima  et  le s minima  des  formule»  intégrales  défiuies,  Mise. 
Taur.  1762). 

Si  Comprende  facilmente  quali  difficoltà  i contemporanei  ed 
i successori  di  Lagrange  ebbero  a superare  per  afferrare  la  sua 
idea,  Eulero  invano  si  sforzò  di  spiegare  la  differenza  che  passa 
tra  una  variazione  ed  un  differenziale  immaginando  delle  costanti, 
contenute  nella  funzione,  la  cui  variazione  dà  luogo  ad  un  cam- 
biamento di  forma  di  quest’ ultima.  L’incremento  del  valore 
della  funzione,  prodotto  dall’incremento  di  queste  costanti, 
sarebbe  allora  la  variazione;  mentre  il  differenziale  sarebbe  l’in- 
cremento della  funzione  corrispondente  a quelli  delle  variabili 
indipendenti.  Ma  queste  idee  danno  una  nozione  del  calcolo 
delle  variazioni  particolarmente  timida,  ristretta  ed  illogica,  la 
quale  concezione  certamente  non  si  avvicina  in  nulla  a quella 
di  Lagrange.  Anche  il  trattato  moderno  di  Lindeliif,  cosi  ec- 
cellente per  molti  rispetti,  presenta  lo  stesso  difetto.  Secondo 
la  nostra  opinione  Jellett  è il  primo  che  ha  fatto  una  esposi- 
zione compiuta  ed  esatta  delle  idee  di  Lagrange.  Pare  che 
Jellett  abbia  chiaramente  espresso  ciò  che  Lagrange  non  aveva 
potuto  stabilire  intieramente  o forse  aveva  giudicato  superfluo 
di  esporre. 
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8.  La  concezione  di  Jellett  in  sostanza  è la  seguente.  Gene- 
ralmente le  quantità  sono  divise  in  costanti  e variabili;  quest' ul- 
ti me  essendo  suddivise  in  variabili  indipendenti  (o  arbitrarie) 
ed  in  variabili  dipendenti  (funzioni),  nello  stesso  modo  si  può 
immaginare  la  forma  di  una  funzione  come  determinata  o inde- 
terminata (variabile).  Se  una  forma  di  una  funzione  y = <p  (.r) 
è variabile,  il  valore  della  funzione  y può  variare  tanto  per  un 
incremento  dx  della  variabile  indipendente  x , quanto  per  una 
variazione  della  forma , con  un  passaggio  dalla  forma  <p  ad  una 
forma  ?>,.  Il  primo  cambiamento  è il  differenziale  dy;  il  secondo 
è la  variazione  t)y.  Quindi  si  ha  : 

dy  = <p  (x  -f-  dx)  — <p  (x) , 
e òy  = <pl  (x)  — <p  {x). 

La  variazione  di  una  funzione  indeterminata,  la  cui  forma 
subisce  un  cambiamento,  non  dà  luogo  ad  alcun  problema  all’in- 
fuori  del  cambiamento  del  valore  di  una  variabile  indipendente. 
Possiamo  prendere  a piacere  una  modificazione  qualunque  di 
forma  e produrre  così  un  cambiamento  qualunque  di  valore. 
Un  problema  non  è posto,  fìucliè  non  si  domanda  la  variazione 
della  funzione  determinata  F di  una  funzione  indeterminata  <p 
(contenuta  in  F)  per  una  variazione  di  forma  di  quest’  ultima 
funzione  <p.  Ad  esempio  abbiasi  una  curva  di  equazione  inde- 
terminata y = q>  (x).  La  lunghezza  S di  questa  curva  fra  le 
ascisse  x0  e x,  è : 


#o  JCo 


ove  S è una  funzione  determinata  della  funzione  indeterminata  <p. 
Quando  si  fissa  la  forma  della  curva,  allora  si  può  dedurne  il 
valore  di  S.  Ogni  cambiamento  della  curva  corrisponde  ad  una 
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variazione  òS  della  lunghezza  dell’arco,  che  si  può  determinare. 
Nell’esempio  dato  la  funzione  S non  contiene  direttamente  la 

funzione  y,  ma  bensì  la  sua  derivata  prima  — , la  quale  alla 

dx 


sua  volta  dipende  da  y. 

Sia  u = F(y)  una  funzione  determinata  della  funzione  inde- 
terminata y = <p(x) ; si  ha: 


<IF  (u) 

òu  = F (y  + òy)  — F (y)  = — - — òy. 

dy 


Inoltre  sia  a = F 


una  funzione  determinata  della 


funzione  indeterminata  y - <p(x).  Una  variazione  di  forma  di  <p 

fa  variare  y di  òy  e — — di  ò — . La  variazione  corrispondente 
dx  dx 


di  u è: 


e l’espressione  ò sarà,  secondo  la  definizione,  data  da: 
dx 


^ dj£  _ d(u  -f-  òy)  dy  d . òy 
dx  dx  dx  dx 

Così  si  trova  facilmente: 

« d*y  rPòy 

ò = , 

dx‘  dx‘ 


ecc. 
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Ora  siamo  giunti  a questo  problema:  Per  qual  forma  della 
funzione  y = ip(x)  l’espressione: 


nella  quale 


è massima  o minima?,  ove  <p  denota  una  funzione  indeterminata 
e P una  funzione  determinata.  Il  valore  di  U può  cambiare  per 
una  variazione  dei  limiti  xa  ed  xi , ma  all’ infuori  di  questi  li- 
miti, la  variazione  della  variabile  indipendente  x,  come  tale,  non 
influisce  sulla  U.  Se  supponiamo  i limiti  fissi,  allora  è inutile 
di  ulteriormente  preoccuparsi  di  x II  solo  altro  modo,  per  cui 
il  valore  di  U è suscettibile  di  variazione,  consiste  in  un  cam- 
biamento della  forma  di  y = <p{.r) , che  produce  nelle  espres- 


si/ SV 
dx  ’ dx1 . 


. . le  variazioni  di  valore  corrispondenti 


sioni  y , — - 


Ò!/,  — , ò — - ...  e così  via.  Indichiamo  con  DU  l’incremento  to- 
dx  ' dx * 

tale  di  U,  la  cui  espressione  eguagliata  a zero  dà  la  condizione 
di  massimo  o minimo  ; esso  è uguale  alla  somma  del  differen- 
ziale r/U  e della  variazione  6U.  Quindi  si  ha: 


DU  = d\J  + ÒU  = o , 


ovvero  : 


DU  = V,  dx,  — V0  dx,  4 -òfVdx  = V.rfr,  - V0dx,  +J  ÓV  . dx  ==  o. 


In  questa  equazione  \Tldxl  e — YadxQ  sono  gl’  incrementi  do- 
vuti alla  variazione  dei  limiti.  Rispetto  a ÓV  ne  viene,  da  ciò 
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che  è stato  detto  più  sopra,  che  si  può  scrivere: 


dV  dV  dy  dV  tPy 

AV  = — fttf  + — — 6/  + -— A-f + . 
dy  j dy  dx  j dr  y dx 


d — 
dx 


d — 
dx* 


dV  dV  dòy  dX  d*òy 

dy  1 dy  dx  d*y  dx 3 

d d — — 

dx  dx* 


Per  brevità  porremo  : 


dX  dV  n dX 

i — ' ^ > j — » — -Pj  > • 

dy  dy  d'y 


dx 


dx* 


Allora  si  ha: 


/ K+p,S-+p-S!+p-^+--)-‘to  • 

Xq  Xq 

Qui  la  difficoltà  alimenta  pel  fatto  che  nel  secondo  membro  si  tro- 

, dòy  d*òy  . 

vano  non  solo  òy , ma  ancora  , ed  invero  queste 

dx  dx * 

quantità  dipendono  le  ime  dalle  altre,  ma  non  si  scorge  subito 
la  natura  di  questa  dipendenza.  Si  può  rimuovere  tale  difficoltà 
mediante  l’integrazione  per  parti,  la  cui  formula  ben  nota  è: 

I udì)  — uv  — j vdil  ; 
e che  nel  nostro  caso  ci  dà: 


r dòy  fdP, 

/ P,  —,dx  = Ptòy  — J òy  . dx , 


rfP, 


J dx*  dx,  J dx  dx 


dòy 


dP  2 dòy 
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> dòy 
2 dx 


dPi 

dx 


'd‘P,, 
dx 1 


òydx , 


e cosi  via. 

Introducendo  in  questi  integrali  i limiti,  allora  si  pone  la 
condizione  DU  = o sotto  la  forma: 


o = V,  dx,  — - V0  dxa 


la  quale  espressione  ora  contiene  solo  òy  sotto  il  segno  integrale. 

I due  termini  della  prima  linea  di  questa  espressione  sono 
indipendenti  dalla  variazione  della  forma  della  funzione  e di- 
pendono solo  dalla  variazione  dei  limiti.  I termini  delle  linee 
successive,  sino  all’ultima  esclusivamente,  dipendono  solo  dalle 
variazioni  della  funzione  per  i valori  limiti  della  variabile  in- 
dipendente; gl’indici  0 ed  1 indicano  d’altra  parte  che  bisogna 
introdurre  questi  limiti  nelle  espressioni.  Infine  l’espressione 
dell’ultima  linea  dipende  dalla  variazione  di  forma  della  fun- 
zione, prendendo  queste  parole  nel  loro  senso  più  generale.  Rap- 
presentando con  a,  — a0  il  secondo  membro,  esclusa  l’ultima 
linea,  e con  /i  l’espressione  fra  le  parentesi  sotto  il  segno  inte- 
grale, questa  equazione  si  può  brevemente  scrivere: 

I 

o = d\  — a0  + / fioydx  ; 

J * o 
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che  equivale  alle  seguenti: 


(1) 

a,  — a0  = o, 

(2) 

C*\ 

/ pòydx  = o 
J * 0 

se  questi  due  termini  non  fossero  separatamente  nulli,  l’uno  di 
essi  determinerebbe  l'altro.  L’integrale  di  una  funzione  indeter- 
minata non  può  d’altronde,  essere  dato  unicamente  dai  valori 
di  questa  l'unzione  ai  limiti.  Quindi  si  ha  in  generale  : 


e,  poiché  by  nel  suo  senso  più  generale  è arbitraria,  questa  equa- 
zione richiede: 


fl=o. 


La  natura  della  funzione  y — <p(sc),  che  rende  massima  o mi- 
nima l’espressione  U,  è cosi  determinata  dalla  equazione  : 


(3) 


N- 


r/P,  f£P,  tf°P 

dx  dx”  dx. 


L equazione  (3)  fu  trovata  da  Eulero:  ma  Lagrange  pel  primo 
ha  dimostrato  in  qual  modo,  mediante  l’uso  della  condizione  ai 
limiti,  si  poteva  usare  l'equazione  (1)  per  la  determinazione 
completa  della  itmzione.  L’equazione  (3)  determina  in  generale 
la  forma  della  funzione  g = <p(x),  che  deve  verificarla;  ma  questa 
funzione  contiene  delle  costanti  arbitrarie,  che  possono  essere 
determinate  solo  mediante  la  condizione  ai  limiti.  Rispetto  a Ile 
notazioni  Jellett  fa  osservare  a ragione  che  è un’incongruenza 
scrivere,  come  ha  fatto  Lagrange,  i due  primi  termini  dell’equa- 
zione (1)  sotto  la  forma  V,ò.rl  — V0ò.r0;  egli  impiegò  la  notazione 
ordinaria  dx,  , dx,  per  gl'incrementi  delle  variabili  indipendenti. 
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9.  Per  viemeglio  illustrare  l’uso  di  queste  equazioni  pro- 
poniamoci di  determinare  la  linea  più  breve,  cioè  la  forma  della 
funzione,  che  rende  massimo  o minimo  l’ integrale: 


Quindi  qui  si  ha: 


Nell’equazione  (3)  tutti  i termini  si  annullano,  all’ infuori  di  quello 
che  contiene  P4,  e si  ha: 


dy 

dx 


dX 


L’equazione  (3)  si  riduce  a: 


dl\ 


tenga  P, , è indipendente  da  x.  Quindi  si  ha  infine  : 
dy 

— = « , V = ax  -f  b , 
ax 

ove  a e b sono  costanti,  che  si  determinano  mediante  la  condi- 
zione ai  limiti.  Se  la  retta  deve  passare  per  i punti  ( x0 , y0)  e 
(xt  >^i)>  ha  inoltre: 


<m>  / ih  = axi  4-  b . 


V « = ax,  + b , 
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L’equazione  (1)  svanisce,  poiché  è dx0  = dx,  = o , óy0  — òy,  = o, 

e si  annullano  ancora  i coefficienti  ó — , — . . Quindi  ]e 

«A*  <£*s 

costanti  a e £ sono  determinate  unicamente  mediante  le  due 
equazioni  ( m ). 

Se  si  dànno  solo  i limiti  x„  ed  x, , rimanendo  y0  ed  y,  in- 
determinate, si  ha  ancora:  dx,  = dx,  = o , e l'equazione  (1)  prende 
la  forma  : 

a 

— - (é?/i  — &yt)  ~ o, 

ri+«* 

che  dà: 

o = o, 

poiché  óy,  e òy0  sono  arbitrarie.  L’equazione  della  retta  è allora 
v/  = A ; ed  essendo  b indeterminata,  la  retta  è una  parallela  qua- 
lunque all’asse  delle  ascisse. 

L importante  fare  osservare  che  l’equazione  (1)  e le  condi- 
zioni ausiliario  (espresse  dalle  equazioni  (m)  nell’esempio  prece- 
dente) si  completano  in  generale  fra  loro  rispetto  alla  determi- 
nazione delle  costanti  arbitrarie. 

Se  richiedesi  che: 


sia  minima,  1 integrazione  della  equazione  differenziale,  cui  si 
riduce  l’equazione  (3),  dà: 


e -f-  e 


2jtZ  è minimo  nello  stesso  tempo  che  Z.  Poiché  la  curva  tro- 
vata genera,  ruotando  intorno  l’asse  delle  ascisse,  la  superficie  di 
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rivoluzione  di  area  minima.  Inoltre  il  minimo  di  Z corrisponde 
alla  posizione  più  bassa  del  centro  di  gravità  della  curva  con- 
siderata come  un  filo  omogeneo  pesante;  onde  la  curva  è una 
catenaria.  L’equazione  ai  limiti  permette  di  determinare  agevol- 
mente le  costanti  c e c'. 

Nella  risoluzione  dei  problemi  di  meccanica  si  fa  una  distin- 
zione fra  gl’  incrementi  delle  coordinate  dx , dy,  dz,  che  si  pro- 
ducono realmente  nel  tempo,  e gl’  incrementi  possibili  òx,  by,  òz, 
che  si  possono  considerare  per  esempio  se  si  applica  il  principio 
degli  spostamenti  virtuali.  Questi  ultimi  incrementi  non  sono  in 
generale  delle  variazioni,  cioè  non  sono  cambiamenti  di  valori 
dovuti  a cambiamenti  di  forma  di  una  funzione.  Si  possono  con- 
siderare <V,  by,  bz  come  funzioni  indeterminate  delle  coordi- 
nate .r,  y,  z,  e quindi  si  debbono  trattare  come  variazioni  solo 
nel  caso,  in  cui  il  sistema  meccanico  considerato  è un  continuo, 
per  esempio  un  filo,  una  superficie  flessibile,  un  corpo  elastico, 
un  liquido. 

Scopo  di  quest’opera  non  è di  sviluppare  teorie  matematiche, 
ma  semplicemente  di  studiare  la  parte  puramente  tìsica  della 
meccanica.  Tuttavia  era  necessario  discorrere  della  storia  dei 
problemi  degli  isoperimetri  e del  calcolo  delle  variazioni,  poiché 
le  ricerche  fatte  in  questo  campo  hanno  esercitato  una  grande 
influenza  sullo  sviluppo  della  meccanica.  Il  senso  intuitivo  delle 
proprietà  generali  dei  sistemi,  e particolarmente  delle  proprietà 
di  massimo  e minimo,  fu  talmente  acuito  da  questo  genere 
di  problemi,  che  furon  facilmente  scoperte  le  proprietà  di  mas- 
simo e di  minimo  nei  sistemi  meccanici.  E invero  da  Lagrange 
in  poi,  ordinariamente  i principii  generali  della  meccanica  si 
mettono  sotto  la  forma  di  teoremi  di  massimo  e minimo  ; e questa 
predilezione  rimarrebbe  incomprensibile  senza  conoscerne  lo  svi- 
luppo storico. 
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II.  Concezioni  teologiche , animiche  e mistiche 
nella  meccanica. 

1.  Se  in  una  conversazione  intendiamo  di  parlare  di  un  uomo 
assai  pio,  del  quale  ci  sfugge  il  nome,  noi  assai  facilmente  cor- 
riamo col  nostro  pensiero  al  consigliere  X o al  signor  conte  Y ; 
non  ci  verrà  in  mente  che  esso  sia  un  assiduo  osservatore  della 
natura.  Sarebbe  tuttavia  un  errore  di  credere  che  in  ogni  tempo 
siano  esistite  fra  le  concezioni  scientifiche  e le  teologiche  degli 
uomini  le  attuali  relazioni  alquanto  tese,  che  talvolta  degenerano 
anche  in  dispute  acerbe.  Basta  dare  uno  sguardo  alla  storia 
della  scienza  per  convincersi  del  contrario. 

Ci  compiacciamo  sovente  di  parlare  dei  “ conflitti  „ fra  la 
scienza  e la  teologia,  o meglio  fra  la  scienza  e la  chiesa;  e 
questo  è un  tema  che  si  presta  a moltissime  considerazioni.  Da 
una  banda  abbiamo  un  lungo  catalogo  di  delitti  commessi  da 
parte  della  chiesa  a danno  del  progresso;  dall’altra  lui’ impo- 
nente schiera  di  martiri,  ove  troviamo  i nomi  illustri  di  Gior- 
dano Bruno  e di  Galileo;  e fu  solo  per  circostanze  fortunate 
se  Descartes,  pio  come  era,  potè  sfuggire  allo  stesso  fato. 
Ma  queste  lotte  sono  state  a sufficienza  narrate  dalla  storia;  e 
se  insistiamo  solamente  sudi  esse,  consideriamo  unicamente  un 
lato  della  questione,  e cosi  cadiamo  nell’errore.  Allora  si  giunge 
facilmente  a credere  che  la  scienza  ha  subito  una  repressione 
da  parte  della  chiesa,  e che,  liberatasi  da  questa  sola  repres- 
sione, si  sarebbe  subito  innalzata  ad  altezze  insperate.  Senza 
dubbio  la  lotta  degli  scienziati  contro  le  esterne  opposizioni 
dove  essere  aspra;  in  essa  la  chiesa  non  rifuggì  di  ricor- 
rere a qualunque  mezzo  per  assicurarsi  la  vittoria,  e i suoi 
modi  di  procedere  furono  i più  egoistici,  privi  di  ogni  scru- 
polo, e più  crudeli  di  quelli  adoprati  da  qualsiasi  altra  parte 
politica.  Ma  gli  scienziati  ebbero  inoltre  da  sostenere  un 
forte  combattimento  contro  le  loro  proprie  idee  preconcette, 
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e specialmente  contro  il  pregiudizio  che  la  teologia  dovesse 
essere  la  base  di  ogni  scienza.  Solo  a poco  a poco  ed  assai  len- 
tamente questo  pregiudizio  fu  vinto. 

2.  Ora  lasciamo  parlare  i fatti  ed  esaminiamo  innanzi  tutto 

alcune  opinioni  personali. 

Napier,  l’ inventore  dei  logaritmi,  viveva  nel  XVI  secolo; 
era  un  puritano  austero  ed  un  teologo  zelante.  Egli  si  dedicò  a 
speculazioni  le  più  disparate.  È autore  di  un  commento  ese- 
getico dell’Apocalisse,  con  proposizioni  e dimostrazioni  matema- 
tiche. Ad  esempio  nella  proposizione  26“  egli  sostiene  che  il 
papa  è l’ Anticristo  ; nella  proposizione  36“  asserisce  che  le  locuste 
ivi  nominate,  siano  i Turchi  ed  i Maomettani  e cosi  via. 

Biagio  Pascal  (XVII  secolo),  uno  dei  pensatori  più  geniali 
che  s’incontrano  nel  campo  della  matematica  e della  fisica,  era 
profondamente  ortodosso  ed  ascetico.  Ad  onta  della  dolcezza 
del  suo  carattere,  la  forza  della  sua  convinzione  gli  fece  a 
Rouen  denunciare  come  eretico  un  professore  di  filosofia.  La 
guarigione  di  sua  sorella  mediante  il  contatto  di  una  reliquia 
esercitò  sopra  di  lui  una  grande  impressione,  e la  ritenne  per 
miracolosa.  Tuttavia  non  annetteremo  grande  importanza  a 
questi  fatti  per  sè  stessi,  poiché  l’ intiera  sua  famiglia  era  assai 
inclinata  alla  esaltazione  religiosa,  e la  sua  vita  ne  presenta 
anche  altri  esempi.  La  profondità  della  sua  fede  si  palesa  nella 
sua  risoluzione  di  abbandonare  totalmente  la  scienza  e di  vivere 
secondo  il  cristianesimo.  Egli  era  uso  di  dire,  che  quando  deside- 
rava di  essere  consolato,  l’intiera  sapienza  del  mondo  non  poteva 

servirgli  a nulla;  ma  solo  gl’insegnamenti  del  cristianesimo  gli  da- 
vano ciò  di  cui  egli  aveva  bisogno.  La  sincerità  del  suo  desiderio 
di  convertire  gli  eretici  si  scorge  nelle  sue  “ Lettres  provinciales 
in  cui  egli  insorge  contro  le  orribili  sottigliezze  inventate  dai 
dottori  della  Sorbona,  precisamente  per  perseguitare  ì giansenisti. 
La  sua  corrispondenza  con  diversi  teologi  dei  suoi  tempi  è assai 
notevole;  e la  nostra  meraviglia  diviene  grandissima,  quando 
vediamo  nelle  sue  lettere  discutere  seriamente  se  ancora  il  dia- 
volo fosse  capace  di  far  miracoli. 
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• 

Ottone  di  Guerieke,  l’inventore  della  pompa  aspirante,  inco 
linciò  .1  suo  libro,  scritto  circa  due  cento  anni  or  sono,  con  una 
discussione  sul  miracolo  di  Giosuè,  cbe  egli  cercava  di  mettere 
d’accordo  col  sistema  di  Copernico.  Come  proemio  alle  sue  ri- 
cerche sullo  spazio  vuoto  e sulla  natura  dell’aria  troviamo  inoltre 
in  quest’opera  intieri  capitoli,  che  si  occupano  della  localiz- 
zazione del  paradiso,  deH'inferno  e così  via.  Quantunque  Guerieke 
realmente  si  sforzi  di  rispondere  a tali  questioni,  per  quanto  gli 
fosse  ragionevolmente  possibile,  tuttavia  si  vede  facilmente  in 
quale  imbarazzo  si  è trovato;  mentre  presentemente  un  teologo 
illuminato  si  rifiuterebbe  persino  di  occuparsi  di  tali  questioni. 
Eppure  Guerieke  viveva  in  un’epoca  posteriore  alla  Riforma! 

Anche  Newton  nonjsdegnò  di  occuparsi  della  spiegazione  della 
Apocalisse.  Era  altresì  assai  difficile  discutere  con  lui  di'  que- 
stioni di  questo  genere.  Si  conta  che  un  giorno  Halley,  essen- 
dosi permesso  di  scherzare  sulle  discussioni  teologiche,  si  ebbe 
questa  salace  risposta:  “ Io  ho  studiato  queste  cose,  voi  no!  „. 

Non  e necessario  che  ci  intratteniamo  lungamente  su  Leibniz, 
l’inventore  del  migliore  dei  mondi  e dell’armonia  prestabilita  — 
invenzioni  che  hanno  trovato  una  eccellente  confutazione  nel 
Candide  „ di  Voltaire,  romanzo  in  apparenza  divertente,  ma 
in  sostanza  serio  e profondamente  filosofico.  Ma  ognuno  sa  come 
Leibniz  fosse  ad  un  tempo  teologo,  filosofo  e scienziato. 

Altri  esempi  assai  notevoli  presenta  il  secolo  XVIII.  Eulero 
pure  nelle  sue  “ Lettres  à ime  princesse  d’Allemagne  „ tratta 
insieme  le  questioni  teologico-filosofiche  con  le  questioni  scien- 
tifiche. Egli  discute  la  difficoltà  che  s’ incontra  per  comprendere 
e reciproche  azioni  del  corpo  e dello  spirito,  essendo  data  la 
loro  differenza  essenziale,  cui  egli  erede  fermamente.  Non  ama 
altra  parte  il  sistema  dell’occasionalismo,  sviluppato  da  Descartes 
e da.  suoi  successori,  secondo  il  quale  Dio  eseguisce  in  ciascun 
istante  il  movimento  corrispondente  all’intenzione  dell’anima,  la 
quale  è incapace  da  sè  stessa  ad  eseguirlo.  Egli  prende’ in 
ischerzo,  non  senza  malizia,  l’armonia  prestabilita,  secondo  la 
quale  s,  ferma  un  accordo  dall’origine  fra  i movimenti  del  corpo 
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e le  intenzioni  dell’anima  — benché  eutràmbe  non  siano  affatto 
in  connessione  fra  loro  — precisamente  come  esiste  1 armonia 
fra  due  orologi  differenti,  ma  perfettamente  d'accordo.  Osserva 
che  in  questa  concezione  il  suo  proprio  corpo  gli  è cosi  estra- 
neo come  quello  di  un  rinoceronte  dei  centro  dell’Africa,  il  quale 
potrebbe  precisamente  essere  così  bene  in  armonia  prestabilita 
con  la  sua  anima. 

Ascoltiamo  le  sue  parole  (1)  : “ Si  dans  le  cas  d'un  dérègle- 
ment  de  raon  corps,  Dieu  ajustait  celui  d’un  Rhinocéros,  en  sorte 
que  ses  movements  fussent  tellement  d’  accord  avec  les  ordres 
de  mon  àme,  qu’il  levàt  la  patte  au  moment  que  je  voudrais 
lever  la  main,  et  ainsi  des  autres  opérations,  ce  serait  alors  mon 
corps.  Je  me  trouverais  subitemeut  dans  la  forme  d’ un  Rhino- 
céros au  milieu  de  l’Afrique,  mais  non  obstant  cela  raon  àme 
continuerai  les  mSmes  opérations.  J’aurais  également  l’honneur 
d’écrire  a V.  A.,  mais  je  ne  sois  pas  comment  elle  recevrait 
mes  lettres  „.  Si  potrebbe  quasi  credere  che  Eulero  abbia  voluto 
imitare  Voltaire;  e tuttavia,  per  quanto  la  sua  critica  metta 
fortemente  il  dito  nel  punto  essenziale,  l’azione  reciproca  dell’a- 
nima e del  corpo  rimane  per  lui  un  miracolo.  Ad  onta  di  ciò 
egli  s’ingolfa  in  un  labirinto  di  sofismi  intorno  alla  libertà  della 
volontà.  Le  “ Lettres  „ di  Eulero  ci  offrono  una  buona  rappre- 
sentazione delle  questioni,  di  cui  uno  scienziato  poteva  occu- 
parsi a quell’epoca:  egli  vi  tratta  del  legame  fra  l’anima  ed  il 
corpo,  del  libero  arbitrio,  dell' influenza  della  libertà  sugli  avve- 
nimenti dell’universo,  della  preghiera,  del  male  fisico  e mo- 
rale, della  conversione  dei  peccatori  e di  altre  cose  dello  stesso 
genere;  e tutto  ciò  nella  stessa  opera,  in  cui  sono  contenuti  un 
gran  numero  di  idee  assai  chiare  intorno  alla  fisica  ed  un'eccel- 
lente esposizione  della  logica,  nella  quale  sono  impiegati  per  la 
prima  volta  i diagrammi  circolari. 


(1)  In  quest’epoca  si  scriveva  quasi  sempre  in  latino.  Quando  un 
dotto  tedesco  desiderava  di  essere  particolarmente  condiscendente 
o gentile  scriveva  in  francese. 
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3.  Gli  esempi  suesposti  sono  a sufficienza;  e li  abbiamo 
intenzionalmente  scelti  fra  i più  grandi  investigatori  scientifici. 
Quello,  che  si  è riscontrato  in  questi  scienziati  in  fatto  di  teo- 
logia, appartiene  alla  loro  vita  privata  più  intima.  Essi  ci  dicono 
apertamente  delle  cose,  che  non  erano  obbligati  a dirci,  cose 
intorno  alle  quali  potevano  serbare  il  silenzio;  ci  presentano 
le  loro  opinioni  sincere  su  di  esse,  non  delle  opinioni  che  sa- 
rebbero state  loro  imposte  dal  di  fuori.  Essi  non  si  sentono 
coscienziosamente  costretti  dalla  teologia.  In  una  città  ed  in  una 
Corte,  che  ospitano  Voltaire  e Lamettrie,  Eulero  non  aveva  nes- 
suna ragione  di  nascondere  le  sue  vere  convinzioni. 

Secondo  l’opinione  moderna  questi  uomini  avrebbero  potuto 
almeno  osservare,  che  le  questioni  di  questo  genere  non  pote- 
vano trattarsi  là  convenientemente  ove  erano  trattate, e che  esse  non 
erano  questioni  scientifiche.  Per  quanto  possa  essere  grande  lostu- 
pore  di  vedere  questa  contraddizione  fra  una  teologia  tradizionale 
e le  convinzioni  scientifiche,  che  si  sono  create  da  se  stesse,  pure 
tutto  ciò  non  ei  autorizza  a menomare  nel  nostro  pensiero  l’auto- 
rità di  questi  uomini.  La  loro  straordinaria  potenza  intellettuale 
si  manifesta  in  ciò  anche  (piando,  ad  onta  delle  idee  ristrette 
del  loro  tempo,  delle  quali  non  era  possibile  liberarsi  compiu- 
tamente, essi  poterono  allargare  il  loro  orizzonte  in  modo,  che 
noi  possiamo  ora  per  loro  inerito  raggiungere  un  punto  di  vista 
intieramente  libero. 

Per  essere  imparziali  bisogna  anche  riconoscere  che  nell’  e- 
poca,  in  cui  avvenne  lo  sviluppo  generale  della  meccanica,  lo 
spirito  teologico  regnava  da  per  tutto.  Questioni  teologiche  veni- 
vano sollevate  per  ogni  cosa,  ed  avevano  un'influenza  su  tutto. 
Quindi  non  bisogna  stupirsi  se  anche  la  meccanica  siasi  smar- 
rita su  questa  via.  Possiamo  vedere  ancora  meglio,  entrando  nei 
particolari,  quanto  questa  penetrazione  fosse  universale. 

4.  Nel  capitolo  precedente  si  è già  detto  qualche  cosa  in- 
torno a tendenze  analoghe  dell'antichità  presso  Erone  e Pappo. 
All  inizio  del  secolo  X\  II  troviamo  Galileo  occupato  in  ricerche 
sulla  resistenza  dei  materiali.  Egli  dimostrò  che  un  tubo  vuoto 


— 468  — 


presenta  una  resistenza  alla  flessione  maggiore  di  quella  di  una 
verga  massiccia  delia  stessa  lunghezza  e della  stessa  quantità  di 
materia;  ed  adoprò  subito  questa  esperienza  per  spiegare  la 
forma  delle  ossa  degli  animali,  che  spesso  sono  tubi  cilindrici 
vuoti.  Un  esempio  comune  di  questo  fenomeno  ci  è dato  da  un 
semplice  foglio  di  carta  prima  disteso,  poi  arrotolato  a forma 
di  tubo.  Una  trave  orizzontale,  incastrata  per  una  estremità  e 
caricata  dall'  altra,  può  essere  assottigliata  all’  altra  estremità, 
caricata,  senza  arrecar  danno  alla  resistenza,  anzi  risparmiando 
materia.  Galileo  determinò  la  forma  di  una  trave  di  egual  resi- 
sistenza  in  ciascuna  sezione.  Infine  egli  fece  ancora  osservare 
che  animali  geometricamente  simili,  ma  di  corporature  assai 
differenti,  soddisfano  alle  leggi  della  resistenza  solo  in  propor- 
zioni assai  ineguali. 

Le  forme  delle  ossa,  delle  piume,  delle  paglie  e di  altri 
organi  animali  o vegetali,  perfettamente  adattate  alle  loro  fun- 
zioni fino  nei  loro  più  minuti  particolari,  dovevano  fare  un’  im- 
pressione profonda  sopra  un  osservatore  intelligente.  Questo 
adattamento  meraviglioso  è spesso  ancora  presentato  come  una 
prova  manifesta  dell’  esistenza  di  una  sapienza  superiore  onni- 
potente, che  governa  la  natura.  Ad  esempio  si  prendano  in 
esame  le  piume  delle  estremità  delle  ali.  Anzitutto  vediamo  lo 
scapo,  che  è un  tubo  vuoto,  il  cui  diametro  diminuisce  verso 
l’estremità  libera,  onde  una  forma  di  egual  resistenza.  Poi  ve- 
diamo ripetersi  in  piccolo  la  stessa  costruzione  in  ciascuna  barba 
della  piuma.  Occorrerebbe  una  grandissima  conoscenza  tecnica 
per  imitare  solamente  una  tale  penna  e renderla  adatta  al  suo 
scopo,  senza  parlare  nemmeno  di  inventarla.  Pertanto  non  si  deve 
dimenticare  che  la  scienza  non  ha  per  oggetto  la  semplice  am- 
mirazione, ma  invece  la  ricerca.  Si  sa  in  qual  modo,  secondo  la 
sua  teoria  della  evoluzione,  Darwin  tentasse  di  risolvere  questi 
problemi.  Si  può  mettere  in  dubbio  se  la  sua  soluzione  sia  com- 
pleta; Darwin  stesso  ne  dubitava.  Tutte  le  condizioni  esterne 
rimarranno  impotenti,  se  non  vi  sarà  qualche  cosa  in  loro  pre- 
senza, che  vuole  adattarvisi.  Ma  non  è men  vero  che  questa 
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teoria  costituisca  il  primo  serio  tentativo,  che  sia  stato  fatto  per 
sostituire  la  ricerca  all’  ammirazione  pura  e semplice  della  natura 
organica. 

Nel  XVIII  secolo  si  discutevano  ancora  volentieri  le  idee 
di  Pappo  sulle  celle  degli  alveari  delle  api.  In  un'opera  pubbli- 
cata nel  1867  col  titolo  “ Homes  without  Hands  (pag.  428)  „ , 
Wood  racconta  la  storia  seguente  : “ Maraldi  had  been  struck 
vvith  thè  great  regularity  of  thè  cells  of  honeycomb.  He  mea- 
sured  thè  angles  of  thè  lozenge-shuped  plutes,  or  rhombs,  that 
forni  thè  terminal  vvalls  of  thè  cells,  and  found  them  to  be 
respectively  109°  28'  and  70"  32'.  Réaumur,  convinced  that  these 
angles  were  in  some  way  connected  with  thè  economy  of  thè 
cells,  requested  thè  mathematician  KSnig  to  calculate  thè  forni 
of  a hexagonal  prisnt  termiuated  by  a pyramid  composed  of 
three  equal  and  similar  rhombs,  which  woold  give  thè  greatest 
amount  of  space  with  a given  amount  of  material.  The  answer 
was,  that  thè  angles  sliould  be  109°  26'  and  70°  34'.  The  diffe- 
rence,  accordingly,  was  two  minutes.  Maclaurin  (1)  dissatislied 
with  this  agreement,  repeated  Maraldi’s  measurements,  found 
them  correct,  and  discovered,  in  going  over  thè  calculation,  an 
error  in  thè  logarithmic  table  employed  by  KSnig.  Not  thè  bees, 
but  thè  mathematicians  were  wroug,  and  thè  bees  had  helped 
to  detect  thè  errori,,. 

Ecco  la  traduzione:  “ Maraldi  fu  assai  sorpreso  della  rego- 
larità delle  celle  delle  api.  Misuri')  gli  angoli  delle  loro  facce  a 
losanghe  e li  trovò  eguali  a 109°  28'  e 70°  32'.  Réaumur  con- 
vinto che  questi  angoli  dovessero  essere  in  relazione  all’economia 
della  cella,  pregò  il  matematico  Kciiiig  di  calcolare  un  prisma 
esagonale  sormontato  da  una  piramide  formata  di  tre  losanghe 
eguali,  talché  il  contenuto  sia  massimo  e la  superficie  minima. 
Si  ebbe  per  risposta  che  gli  angoli  delle  losanghe  dovevano 
essere  190°  e 26'  e 70°  34'.  Quindi  vi  era  una  differenza  di 


(1  Vedi  Philosojihical  1 ransactions  del  1743. 
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due  minuti.  Maclaurin  poco  soddisfatto  di  questo  risultato  appros- 
simato, ricominciò  le  misure  di  Maraldi  e le  trovò  esatte  ; riprese 
i calcoli  e scopri  un  errore  nelle  tavole  dei  logaritmi  impiegate 
da  Kònig.  Quindi  non  erano  le  api,  ma  i matematici  che  ave- 
vano sbagliato,  e così  le  api  vennero  in  aiuto  nella  scoperta 
dell’  errore  ! 

Chi  conosce  come  si  misurano  gli  angoli  di  un  cristallo  ed 
ha  veduto  una  cella  di  ape,  la  cui  superficie  è rugosa  e niente 
tersa,  metterà  sicuramente  in  dubbio,  che  nella  misura  degli 
angoli  delle  celle  si  possa  giungere  a questa  approssimazione  di 
due  soli  minuti.  Questa  storia  quindi  non  è altro  che  un  inno- 
cente racconto  matematico  ; si  aggiunga  die  non  ne  consegui- 
rebbe nulla  da  essa,  anche  se  fosse  vera.  Inoltre  aggiungiamo» 
che,  dal  punto  di  vista  matematico,  il  problema  è posto  in  modo- 
troppo  imperfetto,  affinchè  si  possa  giudicare  sino  a qual  punto- 
le api  l'abbian  risolto. 

Le  idee  di  Erone  e di  Format  sul  moto  della  luce,  di  cui 
si  è parlato  nel  capitolo  precedente,  ricevettero  subito  da  Leibniz 
un  colorito  teologico,  ed  ebbero  una  parte  assai  importante,, 
come  si  è già  fatto  vedere,  nello  sviluppo  del  calcolo  delle  varia- 
zioni. Nella  corrispondenza,  che  ebbe  Leibniz  con  Giovanni 
Bernoulli,  si  trovano  ancora  questioni  teologiche  mescolate  alle 
dissertazioni  matematiche.  Il  loro  linguaggio  è spesso  ornato  di 
similitudini  e di  espressioni  prese  dalla  Bibbia.  Ad  esempio 
Leibniz  scrive  che  il  problema  della  brachistocrona  lo  tenta  come- 
il  pomo  tentò  Èva. 

Maupertuis,  il  celebre  presidente  dell’Accademia  di  Berlino, 
e l’amico  intimo  di  Federico  il  Grande,  diede  un  nuovo  impulso 
all"  indirizzo  teologico  della  tìsica  mediante  il  suo  principio  della 
minima  azione.  Nella  Memoria,  in  cui  è esposto  il  suo  principio- 
in  una  forma  alquanto  oscura,  e da  cui  si  rileva  la  mancanza 
completa  in  Maupertuis  di  spirito  di  precisione  matematica,. 
l’ autore  dichiara  che  il  suo  principio  è quello,  che  meglio  ri- 
sponde alla  sapienza  del  creatore.  Maupertuis  era  un  uomo  spiri- 
tuale, ma  una  mente  debole  ed  un  facitore  di  progetti.  Ne 
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fanno  fede  le  sue  proposte  di  fabbricare  una  città,  in  cui  si 
sarebbe  parlato  solo  latino,  di  perforare  nel  terreno  un  pozzo 
enorme  e profondo  per  potere  scoprire  nuove  sostanze,  di  fare 
nuove  ricerche  fisiologiche  mediante  l’oppio  e mediante  la  dis- 
sezione delle  scimie,  di  spiegare  la  formazione  dell’  embrione 
mediante  la  gravitazione  ecc.  Voltaire  ha  fatto  di  lui  una  cri- 
tica salace  nella  sua  Histoire  chi  docteur  Akakia,  che  fu  ori- 
gine prima  della  rottura  fra  lui  e l’ imperatore  Federico. 

Il  principio  di  Maupertuis  sarebbe  senza  dubbio  subito  scom- 
parso dalla  scena  scientifica,  se  Eulero  non  ne  avesse  ripreso 
l’ idea.  Eulero,  uomo  veramente  grande,  lasciò  ad  esso  il  nome 
che  aveva  ed  a Maupertuis  la  gloria  della  sua  invenzione,  ma 
ne  fece  una  cosa  nuova,  pratica  ed  utilizzabile.  L’idea  reale 
di  Maupertuis  è assai  difficile  a spiegarsi,  mentre  quella  di 
Eulero  si  spiega  subito  con  un  semplice  esempio.  Quando  un 
corpo  è obbligato  a rimanere  sopra  una  superficie  data,  ad 
esempio  la  superficie  della  Terra,  il  moto  che  esso  riceve  da  un 
impulso  qualunque  è tale,  che  tra  il  suo  punto  di  partenza  e 
quello  di  arrivo  esso  descrive  il  cammino  più  breve.  Ogni  altro 
cammino  che  gli  si  assegnasse,  sarebbe  più  lungo  e richiede- 
rebbe per  percorrerlo  un  tempo  maggiore.  Questo  principio  si 
applica  alla  teoria  dei  venti  ed  a quella  delle  correnti  marine. 
Tuttavia  Eulero  ha  conservato  il  punto  di  vista  teologico.  Egli 
voleva  spiegare  il  fenomeno  non  soltanto  mediante  cause  fisiche, 
ma  anche  per  mezzo  delle  sue  finalità. 

“ Quuin  enim  mund  imiversi  fabrica  sit  perfectissima,  atque 
a creatore  sapientissimo  absoluta,  nihil  omnino  in  mundo  con- 
tingit,  in  quo  non  maximi  minimive  ratio  quaepiam  eluceat; 
quam  ob  rem  dubium  prorsus  est  nullum,  quin  omnes  mundi 
effectus  ex  causis  fìnalihus,  ope  methodi  maximormn  et  mini- 
niorum,  aeque  feliciter  determinari  quaeant,  atque  ex  ipsis  causis 
efficientibus  „ , (Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  mini- 
mine  proprietate  gaudentes,  Lausannae,  1744). 

Ecco  la  traduzione  : “ Siccome  la  costruzione  del  mondo, 
dice  egli,  è la  più  perfetta  possibile  ed  è dovuta  ad  un  crea- 
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tore  infinitamente  saggio,  non  avviene  nulla  al  mondo,  che  non 
presenti  proprietà  di  massimo  o di  minimo.  Perciò  non  avvi 
alcun  dubbio  che  non  sia  egualmente  possibile  di  determinare 
tutti  gli  effetti  dell' universo  mediante  le  loro  cause  finali,  col- 
l’aiuto del  metodo  dei  massimi  e dei  minimi,  precisamente  come 
mediante  le  loro  cause  efficienti 

5.  Le  idee  della  invariabilità  della  quantità  di  materia,  della 
costanza  della  somma  delle  quantità  di  moto,  della  indistrutti- 
bilità del  lavoro  o della  energia,  che  presentemente  governano 
tutte  le  scienze  fisiche,  hanno  avuto  origine  dall’  influenza 
delle  concezioni  teologiche.  Esse  scaturiscono  da  questa  pro- 
posizione, espressa  da  Descartes  nei  suoi  “ Priucipesde  la  Phi- 
losophie  „ che  abbiamo  già  ricordato,  secondo  la  quale  la 
quantità  di  materia  e la  quantità  di  moto,  create  sin  dall’  ori- 
gine, sono  invariabili  ; poiché  solo  la  loro  invariabilità  può  essere 
in  armonia  con  la  stabilità  del  creatore  dell'  universo.  Le  idee 
sul  modo  di  calcolare  la  somma  delle  quantità  di  moto  si  sono 
considerevolmente  modificate  da  Descartes  a Leibniz  e piò  tardi 
presso  i loro  successori  ; a poco  a poco  è nato  ciò  che  presen- 
temente si  chiama  “ principio  della  conservazione  dell’energia 
ma  assai  lentamente  scomparve  il  vecchio  fondo  teologico.  E in 
vero  non  si  può  negare,  che  rispetto  a questa  legge  non  pochi 
scienziati  anche  oggi  si  abbandonano  ad  un  misticismo  di  un 
genere  speciale. 

Durante  gl'intieri  secoli  XVI0  e XVII0,  e sino  alla  fine  del 
secolo  XVIII,  la  tendenza  universale  era  di  vedere  in  cia- 
scuna legge  di  fisica  une  disposizione  particolare  del  creatore. 
Un  osservatore  attento  vede  pertanto  questa  idea  trasformarsi  a 
poco  a poco.  Mentre  con  Descartes  e Leibniz  la  tìsica  e la  teo- 
logia sono  ancora  assai  frammischiate,  in  seguito  vediamo  uno 
sforzo  notevole,  non  tanto  per  scartare  compiutamente  la  teologia, 
quanto  per  separarla  nettamente  dalla  fisica.  Le  disquisizioni 
teologiche  sono  relegate  tiuito  al  principio,  quanto  alla  fine  dei 
trattati  di  fisica;  ogni  volta  che  la  cosa  è possibile,  il  dominio 
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teologico  si  restringe  alla  creazione,  e lascia,  a partire  da  questo 
punto  in  poi,  il  campo  libero  alla  fisica. 

Verso  la  fine  del  secolo  XVIII0  si  è colpiti  da  un  notevole 
cambiamento  apparentemente  subitaneo,  ma  sostanzialmente  avve- 
nuto come  una  conseguenza  necessaria  del  processo  di  sviluppo 
che  si  è descritto.  Lagrauge  dopo  avere,  in  un  lavoro  giovanile, 
voluto  fondare  tutta  la  meccanica  sul  principio  della  minima 
azione  di  Eulero,  riprese  da  capo  lo  stesso  soggetto  e dichiarò 
che  egli  voleva  astenersi  intieramente  da  tutte  le  speculazioni 
teologiche  e metafisiche,  come  assai  nocive  ed  assolutamente 
estranee  alla  scienza.  Egli  ricostruì  la  meccanica  su  altre  basi; 
e nessuno  spirito  competente  potrebbe  negare  la  superiorità  della 
nuova  esposizione.  Dopo  Lagrunge  tutti  gli  scienziati  adottarono 
le  sue  vedute,  e così  fu  sostanzialmente  determinata  l’ odierna 
attitudine  della  fisica  riguardo  alla  teologia. 

fi  Quindi  quasi  tre  secoli  furono  necessari,  affinchè  l’ idea 
della  separazione  completa  fra  la  fisica  e la  teologia  siasi  potuto 
intieramente  sviluppare  dal  suo  primo  stato  embrionale  in  Coper- 
nico sino  alla  sua  finale  promulgazione  da  parte  di  Lagrange. 
Pertanto  non  bisogna  disconoscere  che  i grandi  genii,  come 
Newton,  ebbero  sempre  una  concezione  assai  chiara  di  questa 
verità.  Ad  onta  dei  suoi  sentimenti  profondamente  religiosi, 
Newton  non  frammischiò  mai  la  teologia  colle  questioni  scienti- 
fiche. Infatti  egli  termina  la  suaj  Ottica  alle  ultime  pagine 
della  quale  risplende  ancora  un’intensa  chiarezza  del  suo  genio, 
con  una  esclamazione  di  profonda  umiltà  davanti  alln  vanità  di 
tutte  le  cose  terrestri.  Ila  le  sue  ricerche  ottiche  diversamente 
da  quelle  di  Leibniz  non  contengono  in  se  stesse  alcuna  traccia 
di  teologia.  Si  può  dire  la  stessa  cosa  di  Galileo  e di  Huygens. 
I loro  scritti  sono  per  così  dire  perfettamente  conformi  al  modo 
di  vedere  di  Lagrange,  e possono,  sotto  questo  punto  di  vista, 
considerarsi  come  classici.  Ma  le  concezioni  e le  tendenze  di 
un’epoca  si  misurano  non  dagli  eccelsi  iutelletti,  ma  dai  geni' 
mediocri. 

Per  formarsi  un’idea  convincente  del  processo,  che  ora  ab- 
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biamo  delineato,  bisogna  ancora  tener  conto  dei  punti  seguenti  r 
in  uno  stato  di  coltura  intellettuale,  in  cui  la  religione  era 
la  sola  educazione  e la  sola  concezione  dell’universo,  s’impo- 
neva naturalmente  l’ idea  di  trattare  tutte  le  cose  da  un  punto 
di  vista  teologico  e di  considerare  la  teologia  come  sufficiente 
in  tutti  i campi  di  ricerca.  Se  ritorniamo  colla  mente  all’epoca, 
in  cui  si  suonava  l' organo  coi  pugni,  in  cui  abbisognava  per 
fare  i calcoli  una  tavola  di  moltiplicazione  scritta  davanti  a sè, 
in  cui  si  faceva  mediante  la  mano  ciò  che,  presentemente  si  fa 
colla  mente,  si  poteva  pretendere  dagli  uomini  di  quest’  epoca, 
che  si  fossero  messi  a lavorare  con  uno  spirito  critico  contro 
le  loro  proprie  concezioni  ? Il  pregiudizio  si  dissipò  a poco  a 
poco,  lentamente,  a mano  a mano  che  le  grandi  scoperte  geo- 
grafiche, tecniche  e scientifiche  del  XV°  e del  XVI0  secolo 
allargavano  l’orizzonte  e svelavano  i domini,  in  cui  l’ antica 
concezione  si  trovava  impotente,  poiché  essa  si  era  formata 
anteriormente  al  loro  acquisto.  La  grande  libertà  di  pensiero, 
che  si  manifesta  nei  casi  isolati  all’inizio  del  medio-evo  prima 
presso  i poeti  e poi  presso  gli  scienziati,  rimane  tuttavia  sempre 
diffìcile  a comprendersi.  Il  progresso  intellettuale  in  questa 
epoca  deve  essere  stato  il  lavoro  di  un  piccolissimo  numero  di 
pensatori  isolati  veramente  straordinari,  le  cui  idee  dovevano 
essere  attaccate  solo  mediante  fili  ben  sottili  alle  concezioni 
popolari,  ed  erano  assai  più  adatte  ad  urtare  e violentare  que- 
ste ultime,  che  ad  apportare  la  trasformazione  di  esse.  Solo 
negli  scritti  del  secolo  XVIII0  sembra  guadagnar  terreno  il 
lavoro  di  schiarimento.  Vediamo  le  scienze  umanitarie,  storiche, 
filosofiche  e naturali  avvicinarsi  ed  aiutarsi  a vicenda  nella  lotta 
per  il  libero  pensiero.  Chi,  attraverso  la  letteratura  solamente, 
ha  potuto  partecipare  a questo  slancio  ed  a questa  emanicipa- 
zione  dell’intelletto  umano,  conserva  durante  tutta  la  vita,  per  il 
XVIII0  secolo,  un  senso  di  melanconico  rimpianto. 

7.  Quindi  1’  antico  punto  di  vista  fu  abbandonato.  La  storia 
della  meccanica  ora  si  riconosce  solo  dalla  forma  dei  suoi  teo- 
remi, la  qual  forma  rimarrà  a noi  estranea,  finché  non  si  terrà 


— 476  — 


conto  della  loro  origine.  La  concezione  teologica  in  questo  modo- 
cedè  a poco  a poco  il  posto  ad  una  concezione  più  sobria  come 
ora  brevemente  faremo  vedere,  la  quale  era  intimamente  con- 
nessa ad  un  notevole  progresso  del  pensiero. 

Quando  si  dice  che  la  luce  si  muove  secondo  una  traiettoria, 
in  cui  impiega  il  minor  tempo  possibile,  si  esprimono  in  questo 
modo  più  cose.  Innanzitutto  non  si  sa  ancora  perchè  la  luce  tenga 
questo  cammino  di  durata  minima.  Facendo  l'ipotesi  della  sag- 
gezza del  creatore  si  rinuncia  allora  ad  ogni  ulteriore  esame.  Ora 
si  sa  che  la  luce  si  muove  per  tutti  i cammini  ; ma  solo  su  quelli 
di  minor  durata  di  tempo  a percorrerli  le  onde  luminose  acqui- 
stano una  maggiore  intensità;  talché  si  può  constatare  un 
risultato  sensibile  ; quindi  pare  solo  che  la  luce  si  propaghi 
secondo  la  traiettoria  di  minor  durata  di  tempo  a percorrerla. 
Dopo  che  venne  abbandonato  il  pregiudizio,  si  scoprirono,  ac- 
conto a prove  di  una  pretesa  economia  della  natura,  casi  della 
più  sorprendente  prodigalità  ; Jacobi  ne  mostrò  alcuni  esempi, 
che  avevano  attinenza  col  principio  di  Eulero  intorno  alla  mi- 
nima azione.  Molti  fenomeni  naturali  non  fanno  questa  impres- 
sione di  economia,  semplicemente  perchè  essi  divengono  visibili 
solo  quando  si  produce  casualmente  un  insieme  economico  di 
effetti.  Questa  idea  è nel  dominio  della  natura  inorganica  la 
stessa  di  quella  che  Darwin  ha  svolto  nella  natura  organica. 
Istintivamente  agevoliamo  la  concezione  della  natura  attribuendo 
ad  essa  le  rappresentazioni  economiche  che  ci  sono  famigliari. 

Spesso  i fenomeni  della  natura  presentano  proprietà  di  mas- 
simo e di  minimo,  perchè  sono  scomparse  le  cause  di  un  cam- 
biamento ulteriore.  La  catenaria  ha  il  baricentro  posto  nella 
posizione  più  bassa  possibile,  per  l’unica  ragione,  che  sola  questa 
posizione  di  esso  impedisce  ogni  caduta  ulteriore  degli  «anelli 
della  catena.  I liquidi  presentano  ima  superficie  minima  sotto 
l’influenza  delle  forze  molecolari,  poiché  può  solo  sussistere  un 
equilibrio  stabile,  quando  le  forze  molecolari  non  sono  capaci 
di  diminuire  ulteriormente  l'area  della  superficie.  Quindi  il  punto 
essenziale  non  è nel  massimo  o nel  minimo,  ma  nel  fatto  che  il 
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lavoro  in  queste  circostanze  scompare;  il  qual  Lavoro  è precisa- 
mente  il  fattore  determinate  di  questo  cambiamento.  Onde  è 
assai  meno  imponente,  ma  perciò  anche  molto  più  chiaro  e ad 
un  tempo  più  rigoroso  e più  generale,  invece  di  parlare  della 
tendenza  economica  della  natura,  il  dire  che  si  verifica  soltanto 
ciò  che  può  avvenire,  essendo  date  tali  forze  e tali  circostanze 
determinate. 

Ora  possiamo  giustamente  domandarci:  Come  avviene  che, 
quantunque  il  punto  di  vista  teologico  che  ha  condotto  alla  enun- 
ciazione dei  principii  della  meccanica  sia  errato,  questi  prin- 
cipii  sono  esatti  in  tutte  le  loro  parti  essenziali  ? La  risposta 
è facile.  Anzitutto  la  concezione  teologica  ha  solo  fornito  il  modo 
di  espressione  del  principio,  e non  il  suo  contenuto,  che  è stato 
fornito  dalla  osservazione.  Un  analogo  effetto  sarebbe  stato  eser- 
citato da  qualunque  altra  concezione  dominante,  ad  esempio  da 
una  concezione  mercantile,  che  ha  probabilmente  esercitato 
un’influenza  sul  pensiero  di  Stevino.  Inoltre  la  concezione  teo- 
logica della  natura  è nata  dalla  tendenza  dello  spirito  umano  di 
abbracciare  l’intiero  universo  in  un  sistema  unico,  la  quale 
tendenza  è propria  alle  scienze  della  natura  ed  ò perfettamente 
conforme  al  loro  scopo.  La  filosofia  teologica  della  natura  è 
un  tentativo  senza  speranza  ed  un  ritorno  verso  un  livello 
inferiore  di  coltura;  ma  perciò  non  bisogna  ripudiare  la  sana 
radice,  d’onde  essa  è uscita,  e che  non  è diversa  dalla  radice 
della  vera  ricerca  naturale. 

Invero  la  scienza  non  può  compiere  nulla  con  la  semplice 
considerazione  dei  fatti  particolari,  quando  essa  non  getti  di 
quando  in  quando  uno  sguardo  sull'  insieme.  Le  leggi  della 
caduta  dei  corpi  di  Galileo,  il  principio  delle  forze  vive  di 
Huygens,  quello  degli  spostamenti  virtuali,  ed  anche  il  concetto 
di  massa  si  possono  ottenere,  come  già  si  è visto,  solo  mediante 
la  considerazione  alternativa  del  fatto  particolare  e dell  insieme 
dei  fenomeni  naturali.  Xella  rappresentazione  mentale  dei  feno- 
meni meccanici  si  può  partire  dalle  proprietà  delle  masse  parti- 
colari (dalle  leggi  elementari)  e comporre  l’ immagine  del  feno- 
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meno;  ma  possiamo  anche  limitarci  alle  proprietà  dell'  intiero 
sistema  (alle  leggi  integrali).  Le  proprietà  di  una  massa  richie- 
dono sempre  relazioni  fra  queste  ed  altre  masse;  così  la  velo- 
cità e l’ accelerazioue  implicano  una  relazione  con  il  tempo  e 
l' iutiero  universo;  quindi  si  vede  che  non  esistono  leggi  pura- 
mente elementari.  Onde  sarebbe  contradditorio  escludere  dai 
nostri  studi,  come  meno  certo,  questo  necessario  sguardo  sopra 
il  tutto  e sulle  proprietà  generali  della  natura.  Ci  limiteremo 
ad  esigere  da  un  nuovo  principio  prove  tanto  più  perfette, 
quanto  esso  è più  generale  e la  sua  portata  è maggiore,  riguardo 
alla  maggiore  possibilità  di  errore. 

L’ idea  dell’  azione  di  una  volontà  e di  una  intelligenza  nella 
natura  non  è in  alcuna  guisa  frutto  esclusivo  del  monoteismo 
cristiano.  Essa  è più  famigliare  e pili  conforme  al  paganesimo 
ed  al  feticismo.  Il  paganesimo  per  altro  cerca  la  volontà  e l’in- 
telligenza nei  particolari,  mentre  il  monoteismo  ne  cerca  l’espres- 
sione nell’insieme.  Del  resto  non  esiste  un  puro  monoteismo.  Il  mo- 
noteismo della  Bibbia  non  è intieramente  emancipato  dalla  cre- 
denza nei  demoni,  negli  stregoni  e nei  maghi  ; queste  conce- 
zioni pagane  s’incontrano  ancora  più  spesso  nel  crististianesimo 
del  medio-evo.  Sarebbe  superfluo  parlare  delle  torture,  che  la 
Chiesa  e lo  Stato  facevano  subire  agli  stregoni,  e dei  roghi,  ove 
venivano  arsi  ; queste  atrocità  venivano  ispirate  non  tanto  dalla 
sete  di  guadagno,  quando  dalla  prevalenza  delle  idee  teologiche. 
Nella  sua  notevole  opera  sulla  u Cultura  primitiva  Tylor 
studia  la  stregoneria,  la  superstizione  e la  credenza  nei  mira- 
coli presso  tutti  i popoli  selvaggi,  ed  instituisce  un  parallelo 
fra  le  opinioni  del  medio-evo  sugli  stregoni  : l’analogia  è sor- 
prendente. Il  supplizio  del  fuoco  per  gli  stregoni,  così  frequente 
in  Europa  nei  secoli  XVI0  e XVII0,  si  applica  ancora  vigoro- 
samente nell’Africa  centrale.  Come  lo  dimostra  Tylor,  si  riscon- 
trano presso  di  noi  tracce  di  queste  circostanze  in  moltissimi 
costumi,  di  cui  si  è smarrito  il  senso,  avendo  mutato  il  nostro 
punto  di  vista. 

8.  Le  scienze  fisiche  assai  lentamente  si  sono  emanicipate  da 
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queste  concezioni.  Nella  celebre  opera  di  Giambattista  Porta 
“Magia  Naturali*,,,  pubblicata  nel  XVI0  secolo,  la  quale 
contiene  importanti  scoperte  tisiche,  si  trovano  pratiche  di  stre- 
gonerie e demonologie  di  ogni  maniera,  che  appena  sono  supe- 
rate da  quelle  dei  “ medicastri  „ indiani.  Per  la  prima  volta 
nel  1600  l’opera  di  Gilberto  “ De  magnete  „ impose  certi  limiti 
al  sovrannaturale  nella  scienza.  Quando  noi  riflettiamo  che  anche 
Lutero  diceva  di  avere  personalmente  incontrato  il  diavolo,  e che 
Keplero,  la  cui  zia  era  stata  arsa  come  stregona  e la  cui  madre 
fu  prossima  a subire  la  stessa  sorte,  dichiara  che  non  si  può 
negare  la  stregoneria,  e non  ha  il  coraggio  di  emaniciparsi  intie- 
ramente dall’  astrologia,  allora  noi  possiamo  rappresentarci  sotto 
vivi  colori  lo  stato  delle  menti  degli  uomini  meno  illuminati  di 
que’  tempi. 

Tylor  giustamente  osserva  che  la  scienza  odierna  conserva 
tracce  di  feticismo,  per  esempio  nella  sua  concezione  della  forza: 
e l’estensione  generale  della  superstizione  spiritica  mostra  assai 
chiaramente  che  anche  la  società  odierna  istruita  non  ha  ancora 
potuto  liberarsi  dalle  concezioni  del  paganesimo. 

Il  fatto,  che  queste  idee  si  conservano  si  ostinatamente,  è 
dovuto  ad  una  causn  profonda.  Dei  molti  impulsi,  che  regolano 
l’uomo  con  una  potenza  si  indemoniata,  che  la  nutrono,  la  con- 
servano e la  propagano  senza  ohe  egli  possa  conoscerli,  di  questi 
impulsi  di  cui  il  medio-evo  ci  presenta  un  caso  straordinaria- 
mente patalogico,  solo  una  piccolissima  parte  di  essi  è accessi- 
bile all’analisi  ed  alla  conoscenza  astratta.  Il  carattere  generale 
di  tutti  questi  impulsi  istintivi  è un  sentimento  d’identità  e di 
comunità  con  tutta  la  natura,  un  sentimento  che  preoccupazioni 
troppo  esclusivamente  intellettuali  possono  far  tacere  per  un 
certo  tempo,  ma  che  non  può  essero  soffocato,  e che  certamente, 
si  fonda  sopra  una  Dine  sana , qualunque  siano  d’  altra  parte  le 
assurdità  religiose,  cui  può  aver  dato  origine. 

9.  Quando  vediamo  gli  enciclopedisti  del  secolo  XVIII0  rite- 
nersi assai  vicini  al  loro  scopo,  che  consisteva  nella  spiegazione 
fisico-meccanica  di  tutta  la  natura,  e Laplace  immaginare  un 
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genio,  che  avrebbe  potuto  presagire  lo  stato  dell'universo  in  un 
istante  qualunque  dell'avvenire,  se  egli  avesse  conosciuto  in  un 
istante  iniziale  tutte  le  masse  che  lo  compongono,  con  le  loro 
posizioni  e le  loro  velocità,  non  solo  questa  sovraestimazione 
entusiastica  della  portata  delle  concezioni  fisiche  e meccaniche, 
conseguite  nel  XVIII0  secolo,  ci  pare  assai  giustificabile,  ma 
essa  è veramente  per  noi  uno  spettacolo  riconfortante,  nobile 
ed  elevato,  e possiamo  simpatizzare  dall’ imo  del  nostro  cuore 
con  quella  gioia  intellettuale  unica  nella  storia. 

Ma  ora  che  è trascorso  un  secolo  e siamo  divenuti  già  ri- 
flessivi, questa  concezione  del  mondo  degli  enciclopedisti  ci 
appare  come  una  mitologìa  meccanica  in  opposizione  alla  mito- 
logia animica  delle  antiche  religioni.  Entrambe  contengono  ampli- 
ficazioni abusive  ed  immaginarie  di  una  conoscenza  unilaterale. 
Ma  una  ricerca  fisica  più.  circospetta  condurrà  all’  analisi  delle 
sensazioni.  Allora  riconosceremo  — ed  incominciamo  presente- 
mente  a farlo  — che  la  nostra  sensazione  di  fame  non  è essen- 
zialmente diversa  dalla  tendenza  che  ha  1’  acido  solforico  verso 
lo  zinco,  e che  la  nostra  volontà  non  è cosi  differente  dalla 
pressione  che  esercita  la  pietra  sul  proprio  sostegno.  Cosi  noi 
ci  sentiremo  più  prossimi  alla  natura  senza  che  vi  sia  il  bisogno 
di  scomporci  in  un’  incomprensibile  massa  nebulosa  di  molecole, 
o di  fare  dell  universo  un  sistema  di  aggruppamenti  di  spiriti. 
Naturalmente  possiamo  solo  conghietturare  la  direzione , iif  cui 
possiamo  aspettarci  che  una  ricerca  lunga  e piena  di  fatica  ci 
conduca  verso  la  luce.  Sarebbe  fare  della  mitologia  e non  della 
scienza,  se  si  volesse  anticipare  il  risultato  o tentare  di  intro- 
durlo, per  quanto  in  piccola  parte,  nelle  ricerche  scientifiche 
•odierne. 

La  scienza  fisica  non  si  presenta  con  la  pretensione  di  essere 
una  spiegazione  compiuta  del  mondo,  ma  con  la  coscienza  di 
lavorare  per  una  concezione  futura  dell'universo.  La  più  alta 
filosofia  che  possa  seguire  un  investigatore  scientifico  consiste 
precisamente  nel  tollerare  una  concezione  incompleta,  e nel  pre- 
ferirla ad  un’altra,  in  apparenza  perfetta,  ma  insufficiente.  Le 
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opinioni  religiose  degli  uomini  rimangono  cose  strettamente 
private,  finché  essi  non  cercano  di  imporle  agli  altri,  o di 
applicarle  a questioni,  che  appartengono  ad  altri  domimi.  Gli 
stessi  scienziati  hanno  a questo  riguardo  opinioni  assai  diffe- 
renti, secondo  le  profondità  delle  loro  vedute  e la  loro  estima- 
zione del  valore  delle  conseguenze. 

La  scienza  non  ricerca  affatto  ciò,  che  non  è accessibile 
assolutamente  alla  esatta  investigazione,  o non  ancora  inacces- 
sibile ad  essa.  Può  avvenire  che  que’  campi,  che  sono  an- 
cora chiusi  ad  essa,  si  aprano  più  tardi  alla  sua  nttività.  Al- 
lora nessun  uomo  di  giudizio  sano,  leale  verso  sé  stesso  e 
verso  gli  altri,  non  esiterà  un  solo  istante  a cambiare  la  sua 
opinione  sopra  una  cosa  riguardante  questo  campo  con  la  cotto- 
scema  di  essa. 

Quando  vediamo  la  società  odierna  cambiare  spesso  di  avviso 
rispetto  ad  ima  stessa  quistione  e modificare  il  suo  punto  di 
vista,  secondo  le  disposizioni  e le  situazioni  del  momento,  come 
il  registro  di  un  organo,  cosa  che  non  possiamo  tacere  senza 
un  profondo  turbamento  morale,  dobbiamo  considerare  questo 
stato  di  cose  come  una  conseguenza  naturale  e necessaria  di  ciò, 
che  la  nostra  filosofia  ha  d’incompleto  e di  transitorio.  Una  con- 
cezione sufficiente  del  mondo  non  ci  può  essere  data,  dobbiamo 
acquistarcela;  e solo  lasciando  il  campo  libero  alla  intelligenza 
ed  alla  esperienza  là,  ove  esse  debbono  decidere  da  sole,  pos- 
siamo sperare  di  avvicinarci,  per  il  bene  dell’umanità,  all’ideale 
di  una  concezione  unitaria  del  mondo,  che  solo  è compatibile 
con  la  disposizione  di  uno  spirito  sanamente  costituito. 
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III.  La  meccanica  analitica. 

1.  La  meccanica  di  Newton  è puramente  geometrica.  Egli 
ricava  i suoi  teoremi  dalle  sue  ipotesi  primitive  interamente  me- 
diante costruzioni  geometriche.  Il  suo  procedimento  è spesso  così 
artificiale,  come  già  osservò  Laplace,  che  la  scoperta  di  questi 
teoremi  fatta  in  tal  modo  non  è verosimile.  Inoltre  si  constata 
che  1 esposizione  di  Newton  non  è così  candida  come  quelle  di 
Galileo  e di  Huvgens.  Il  metodo  di  Newton,  che  è quello  se- 
guito dagli  antichi  geometri,  chiamasi  il  metodo  sintetico. 

Quando  deduciamo  i resultati  da  ipotesi  date,  il  metodo  di- 
cesi sintetico.  Se  inversamente  si  ricercano  le  condizioni  della 
esistenza  di  una  proposizione  o delle  proprietà  di  una  figura,  il 
metodo  chiamasi  analitico.  La  generalizzazione  di  questo  secondo 
metodo  è in  gran  parte  dovuta  all’applicazione  dell’algebra  alla 
geometria  ; per  questa  ragione  usasi  ordinariamente  chiamare 
analitico  il  metodo  algebrico.  Ter  essere  esatti,  ciò  che  pre- 
sentemente si  chiama  meccanica  analitica,  in  opposizione  alla 
meccanica  di  Newton,  si  dovrebbe  chiamare  meccanica  algebrica. 

2.  Le  basi  della  meccanica  analitica  sono  state  gettate  da 
Eulero  ( Medianica , sire  motas  scientia  analytice  exposita; 

I etrop.  1 T.'lfi  *.  Ma  mentre  il  metodo  di  Eulero  nel  moto  curvi- 
lineo decompone  tutte  le  forze  in  normali  e tangenziali,  e ricorda 
così  davvicino  1 antico  metodo  geometrico,  il  processo  di  Maelaurin 
(-1  complete  System  of  fluxions,  Edinburgo,  1742)  segna  un 
importantissimo  progresso,  decomponendo  tutte  le  forze  secondo 
tre  direzioni  fisse,  e ciò  dà  ai  calcoli  una  simmetria  ed  una  chia- 
rezza incomparabilmente  maggiori. 

3.  F u finalmente  Lagrange  che  ha  portato  al  più  alto  grado  di 
sviluppo  la  meccanica  analitica.  Nella  sua  Mécanique  analytique 
(Parigi,  1788)  s industrio  a dare,  una  volta  per  sempre , tutte 
le  dimostrazioni  necessarie  ed  a condensare  il  maggior  numero 
di  cose  in  una  sola  formula.  Allora  si  possono  trattare  tutti  i 
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casi  particolari,  che  si  presentano  secondo  uno  schema  semplice, 
simmetrico  e chiaro;  cosi  rimane  solo  da  lare  un  lavoro  mentale 
puramente  meccanico.  La  meccanica  di  Lagrange  costituisce  una 
stupendo  contributo  all  'economia  del  pensiero. 

Nella  statica  Lagrange  parte  dal  principio  degli  spostamenti 
virtuali.  Le  forze  P,  , P2 , P3  ...  in  numero  qualunque  sollecitano 
uno  stesso  numero  di  punti  materiali  m,  , mt , ?n3  . . . , che  rice- 
vono gli  spostamenti  infinitamente  piccoli  pi  ,p2  ,p3  ■ . . compa- 
tibili coi  legami  del  sistema.  Mettendo  da  banda  il  caso  ecce- 
zionale, in  cui  l’equazione  si  trasforma  in  ineguaglianza,  la  con- 
dizione di  equilibrio  è: 


Ora  riferiamo  il  sistema  a tre  assi  coordinati  ortogonali;  siano 


, . le  coordinate  dei  punti  materiali  ; 
. le  componenti  delle  forze,  e Ar,  , 
le  componenti  degli  spostamenti  pa- 


I > ÌJ 1 ' **  1 1 'l  - > 2/2  J ^2  1 

X, , Y, , Z,;  Xs , Y2 , Z2; 

ò/y, . bz  [ • (’to* « , ó/y « , bz 2 • • • 


rallelamente  agli  assi.  Nella  determinazione  del  lavoro  bisogna 
considerare,  per  ciascuna  delle  componenti  della  forza,  solo  la 
componente  parallela  allo  spostamento  del  suo  punto  di  appli- 
cazione. Allora  il  principio  viene  espresso  dalla  equazione: 


S(Xòx  + Y 1)1/  + Zòz>  = 0; 


(1) 


ove  il  segno  2’  indica  che  bisogna  fare  la  somma  dei  valori  della 
espressione  Xbx  Yby  -f-  ’Abz  )>er  ciascun  punto  del  sistema. 

Il  principio  di  D’Alembert  fornisce  requazione  fondamentale 
della  dinamica.  Sopra  i punti  ./•,  , //, , ■?,  : , //„ , • • • di  masse 

;/>,  , mt . . . agiscono  le  forze  X, , Y, , Z,  ; Xs , Y„  , Z;  ; . . . L’effetto 
dei  legami  del  sistema  è di  far  prendere  ai  punti  le  accelera- 
zioni, che  sarebbero  state  comunicate  a questi  stessi  punti  liberi 
d?xt  d®//,  fi* z , (l* .Vg  da//o , 

dalle  altre  forze:  mt  , m,  , m,  ; m,  , >»t 
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rPz, 

m'  ~^T  ’■■■  Le  forze  applicate  X,  Y.  Z e le  forze  effettive 
fP-r  (Pi/  (Pz 

m de  'm~dF  'm~df  si  fftnuo  e(lui,il-,rio  sul  sistema.  Allora 
il  principio  degli  spostamenti  virtuali  dà: 


<2)  1 


a) 


4.  Come  si  vede,  Lagrange,  attenendosi  all’uso  comune,  de- 
dusse la  dinamica  dalla  statica;  ma  questo  metodo  non  era  punto 
necessario.  Al  contrario  possiamo,  con  egual  proprietà,  partire 
dal  principio  che  i legami  (trascurando  le  loro  deformazioni)  non 
lacciano  alcun  lavoro,  vale  a dire  dal  principio  secondo  il  (piale 
tutto  il  lavoro  effettuato  possibile  provenga  da  forze  applicate. 
Questo  principio  si  esprime  mediante  l’equazione  (2),  la  (piale 
allora  serve  di  punto  di  partenza,  e nel  caso  particolare  di 
equilibrio  (o  moto  di  accelerazione  nulla)  si  riduce  all’equa- 


11)  In  altre  parole:  “A  causa  dei  legami  esistenti  fra  i punti  del 
sistema  e evidente  che  le  forze  applicate  ad  essi  non  fanno  acqui- 
stale a detti  punti  quelle  accelerazioni,  che  essi  avrebbero  acquistate 
se  fossero  stati  liberi;  invece  esse  fanno  effettivamente  acquistare 

ai  punti  del  sistema  le  accelerazioni  — - — - . <^x~  . d z» 

. ..  ..  , dP  ,IP  ’ 

le  quali  sarebbero  poi  le  accelerazioni  che  i punti  del  sistema,  sup- 
posti bene  inteso  liberi,  acquisterebbero  quando  fossero  sottoposti 
d*-*.  'Px,  <Px„  1 


• : i»  » 


Onde  a causa  dei  le- 
• • ; X„  , à « , , cioè 


alle  forze  in.  — . . . : m, 

(IP  * dP  dt 

gami  una  parte  delle  forze  agenti  X, , Y,  . Z 

X _ <Px±  d\xu 

”*>  dp  • • ■ ì • • • i X»  — m„  — . . . , va  iierduta,  vale  a dire  le 

forze  : X,  - m,  ; X„  - ,n„  ^ ...  si  fanno  fra  loro 

equilibrio.  Applicando  perciò  ad  esse  il  principio  degli  spostamenti 
virtuali  avremo  l’equazione  (2).  „ d t 

(*)  rammenti  che  è : Forza  : Accelerazione  = Massa  per  defi- 
nizione; onde  si  ha;  Forza  = Massa X Accelerazione. 
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zione  (1).  Questo  metodo  avrebbe  fatto  della  meccanica  analitica 
un  sistema  ancora  più  logico. 

L’equazione  (1),  la  quale  esprime  che  nel  caso  di  equilibrio  il 
lavoro  elementare  corrispondente  ad  uno  spostamento  qualunque 
è nullo,  ci  offre  il  mezzo  di  ottenere  facilmente  i risultati,  che 
abbiamo  già  discussi  (l'ap.  I,  § VI,  n°  11).  Se  si  ha: 


dV  ,r  dV 
X=  — , Y = — , 
dx  dy 


cioè  se  X , Y , Z sono  le  derivate  parziali  di  una  stessa  funzione  V 
delle  coordinate,  l’espressione  totale  sotto  il  segno  - è la  varia- 
zione ÒV  di  V.  Quindi  si  ha:  óV  = o;  onde  V è in  generale 
massima  o minima. 

5.  Ora  illustreremo  l'uso  della  equazione  (1)  con  un  semplice 
esempio.  Se  tutti  i punti  di  applicazione  delle  forze  sono  indi- 
pendenti fra  loro,  il  problema  resse/  di  esistere.  Un  punto 
qualunque  è in  equilibrio  solo  se  la  forza  che  agisce  su  esso,  e 
quindi  le  sue  tre  componenti  souo  nulle.  Tutte  le  f>x,  òy,  fe  sono 
intieramente  arbitrarie,  e l’equazione  (1)  sussiste  in  generale  solo, 
se  tutti  i loro  coefficienti  sono  nulli. 

Ma  se  i punti  non  possono  muoversi  indipendentemente  gli 
uni  dagli  altri,  le  loro  reciproche  dipendenze  sono  espresse  dalle 
equazioni  della  forma  : 


F(.v, ,//,  = 


o brevemente:  F = o.  Quindi  gli  spostamenti  sono  legati  fra  loro 
dalle  equazioni  come  queste: 


T-  + T-  + X. òx*  + ^ ÒUt  + 


d V 


dF 


r/F 


rfF 


dF 


dx. 


di/, 


< Iz, 


dx. 


dy ! 


di? a 


che  brevemente  scriveremo: 


DF  = o . 
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Se  « è il  numero  dei  punti  del  sistema,  vi  sono  3»  coordi- 
nate, e l’equazione  (1)  contiene  3 ri  spostamenti  òx,  òyì  òe.  Ma 
se  fra  queste  coordinate  esistono  m equazioni  F = o,  allora  esi- 
steranno pure  m equazioni  della  forma  DF  = o fra  le  3»  varia- 
bili !).c,  òy,  hz.  Queste  equazioni  permettono  di  ottenere  m spo- 
stamenti in  funzione  dei  3 n — m altri  spostamenti,  e di  sosti- 
tuirli coi  loro  valori  nell’equazione  (1).  Quest’  ultima  equazione 
conterrà  dunque  ancora  3 n — m spostamenti  arbitrari,  i cui  coef- 
ficienti occorrerà  eguagliarli  a zero.  Così  otteniamo  3 n — m equa- 
zioni fra  le  forze  e le  coordinate,  cui  bisogna  aggiungere  le  m 
equazioni  di  condizione  F = o.  Onde  si  hanno  3/j  equazioni,  che 
sono  sufficienti  per  determinare  le  3 n coordinate  della  posizione 
di  equilibrio,  quando  le  forze  son  date,  e si  domanda  la  forma 
di  equilibrio  del  sistema. 

Il  problema  inverso  consiste  nella  determinazione  delle  forze, 
che  mantengono  l’equilibrio  del  sistema  per  una  data  posizione  ; 
esso  è indeterminato.  Si  hanno  per  la  determinazione  delle  3 n 
componenti  delle  forze  solo  3 n — m equazioni,  poiché  queste 
componenti  non  entrano  nelle  m equazioni  F = o. 

Prendiamo  come  esempio  una  leva  OM  = a (fig.  229),  la  quale 
possa  girare  intorno  all’origine  delle  coordinate  0 nel  piano  XY 
ed  abbia  alla  sua  estremità  M una  seconda  leva  MX  = b.  Siano 
x,  y , xit  yt  le  coordinate  di  M ed  N,  ed  X,  Y,  X,,  Y,  le  forze 
applicate  a questi  punti.  L’equazione  (1)  diviene: 


(3) 


X.V  -(-  X,.Vr,  + Yòy  -f  Y.óiy,  = o . 


Esistono  due  equazioni  F = o , che  sono: 


(4) 


| *’  + tf  — a*  = o 
( (*  — *■)"  + (y  — y,)*  — 4'  = o . 


Quindi  le  condizioni  DF  = o ci  dànno  le  equazioni: 


xòx  -f-  yòy  = o 
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'l 


0 


Quest’ultime  equazioni  forniscono  il  mezzo  di  esprimere 
due  delle  variazioni  in  funzione  delle  altre  due,  le  quali  allora 
si  sostituiranno  nella  equazione  (8).  Per  fare 
questa  eliminazione  Lagrange  ha  impiegato 
b / un  processo  perfettamente  uniforme  e siste- 

r / 

w matico,  che  si  può  seguire  macchinai  niente 

X senza  alcun  lavoro  della  mente.  Ora  noi 

Fig.  220.  impiegheremo  questo  metodo.  Esso  consiste 

nel  moltiplicare  ciascuna  equazione  (5)  per  un  coefficiente  inde- 
terminato X,  fi,  e poi  sommare  queste  equazioni  con  l'equazione  (3). 
Così  otteniamo: 

[X  -f-  Xx  — y (.e,  — j5)]  bx  + [X,  -f //  (r,  — x)]  ór,  -f- 
+ [Y  + Xy  — fi  (y,  - y)\  by  -f  [Y,  +/(  (y,  — y)]  ó//,  = o . 

Ora  possiamo  eguagliare  a zero  i coefficienti  dei  quattro  spo- 
stamenti, poiché  due  di  essi  sono  arbitrari,  e si  possono  scegliere 
convenientemente  le  indeterminate  X e /<,  cioè  in  modo  che  si  an- 
nullino anche  i coefficienti  degli  altri  due;  ciò  che  d'altra  parte 
equivale  ad  eliminare  questi  due  ultimi  spostamenti.  Quindi  si 
hanno  le  quattro  equazioni: 


(6) 


X-fAr  — //  (.r,  — x)  — o , 

X,  -f  fi  (x{  — x)  = o , 
Y -+-  Xy  — n (yl  — y)  = o , 

Y,  + /'  (yt  — y)  = o . 


Innanzi  tutto  supponiamo  che  siano  date  le  coordinate,  e 
si  domandino  le  forze , che  mantengono  il  sistema  in  equilibrio. 
Allora  dalla  5“  e dalla  4"  equazione  si  ottiene: 


-X, 
x.  — x. 


fi  — 


-Y, 

y,  — y 


da  cui  ho: 
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X,  x,  - x 

Y1 

. '/.  — .'/ 


quindi  la  forza  applicata  in  N ha  la  direzione  JIN.  Dalla  1“  e 
dalla  2°  equazione  si  ricava  d'altronde: 


— X+fiis,  - x, 
ve' 


- Y+/I i//,  — »/) 


da  cui  si  ottiene  facilmente: 


(8) 


X + X,  -r 
Y + Y,  ~ y ' 


quindi  la  risultante  delle  forze  applicate  in  M ed  N ha  la  dire- 
zione di  OM  (1). 

Quindi  le  (piattro  componenti  sono  soggette  solo  alle  due 
condizioni  (7)  ed  (8).  Il  problema  è indeterminato;  ciò  che  del 
resto  è evidente  « priori,  poiché  il  valore  assoluto  delle  com- 


(1)  La  interpretazione  meccanica  di  questi  coefficienti  indeter- 
minati A e /<  si  può  mostrare  in  questo  modo.  Le  equazioni  (6) 
esprimono  le  condizioni  di  equilibrio  di  due  punti  liberi,  su  cui,  oltre 
le  forze  X,  Y.  X,,  Y,,  agiscono  altre  forze,  che  sono  rappresentate 
dagli  altri  termini  dei  primi  membri  di  questa  equazione  e di- 
struggono le  componenti  X,  Y,  X, . Y, . Ad  esempio  il  punto  X è 
in  equilibrio,  se  X,  , Y,  sono  rispettivamente  distrutte  dalle  compo- 
nenti ii  (jr,  — x)  e //<//,  — y)  di  una  forza  d'intensità  ancora  inde- 
terminata.  Questa  forza  ausiliaria  è prodotta  dal  legame  e può  essere 
sostituita;  la  sua  direzione  è determinata.  Indicando  con  a l'angolo 
che  essa  fa  con  l'asse  delle  ascisse  si  ha: 


tang  a = 


/•  <Jh  - ?/) 
,i  ( x , - x) 


Quindi  la  forza  dovuta  ai  legami  agisce  secondo  la  direzione  di  h. 
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ponenti  non  ha  alcun  effetto  sull'equilibrio,  ma  soltanto  sulle 
loro  direzioni  e relazioni. 

In  secondo  luogo  supponiamo  che  le  forze  siano  date  e si 
domandino  le  coordinate.  Partiremo  ancora  dalle  equazioni  (6), 
cui  bisogna  aggiungere  le  due  equazioni  (4).  Dopo  l’eliminazione 
di  A e //,  rimangono  le  due  equazioni  (7)  e (8)  e le  equazioni  (4)- 
Allora  facilmente  si  ottiene: 

_ o(X  + X,) 

* ~ T (X  + X,)«  + (Y+  y7)*  ’ 
a(Y+Y,) 

y~Ì (X  + X,)*  -fc-  (Y  + Y,)*  ' 

_ a(X  + X,)  6X, 

(X  -f-  Xt)‘  + (Y  + Y ,)*  + /Xf  + Yf  ’ 
«(Y+Y,)  AY, 

l'.X  + X.y  + iY  + Y,)*  + VX.-+Y.»  ■ 

Queste  formule  risolvono  il  problema.  Per  quanto  sia  sem- 
plice questo  esempio,  tuttavia  è sufficiente  per  dare  una  idea 
chiara  del  genere  e del  significato  del  metodo  di  Lagrange.  Il 
meccanismo  della  soluzione  è stabilito  una  volta  per  sempre;  e. 
applicandolo  ad  un  caso  speciale  qualunque,  è quasi  inutile  d1 
riflettervi  ancora.  L"  esempio  che  abbiam  dato  è così  elemen- 
tare, die  si  poteva  risolvere  con  la  semplice  ispezione  della  fi- 
gura; così  si  ha  nell’applicazione  del  metodo  il  vantaggio  di  un 
controllo  facile. 

6.  Ora  noi  spiegheremo  ancora  con  un  esempio  l’uso  dell’e. 
quazione  (2),  che  esprime  il  principio  di  D‘ Alembert  sotto  la 
forma  che  gli  ha  dato  Lagrange.  Anche  qui  non  si  ha  alcun  proble- 
ma, se  le  masse  sono  fra  loro  indipendenti  ; ciascuna  di  esse  segue 
la  forza  che  le  è applicata;  le  variazioni  òx , ò//  z sono  total- 
mente arbitràrie,  e ciascun  coefficiente  si  può  separatamente  egua- 
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gliare  a zero.  Cosi  il  moto  di  n masse  è determinato  da  3 n equa- 
zioni differenziali  simultanee. 

Se  esistono  fra  le  coordinate  equazioni  di  condizione  F = o, 
esse  condurranno  alle  equazioni  DF  ^ o fra  gli  spostamenti  o 
variazioni,  con  cui  si  procederà  esattamente  come  si  è fatto 
neli’appiicazione  dell’equazione  (1).  È d’uopo  osservare  che  si 
deve  far  uso  delle  equazioni  F = o tanto  sotto  la  loro  forma 
finita,  quanto  sotto  la  loro  forma  differenziata,  come  si  vedrà 
bene  nell’esempio  che  segue. 

Un  punto  materiale  di  massa  m si  può  muovere  sopra  ima 
retta  y = ux  posta  in  un  piano  verticale  XY  (fig.  230)  ed  in- 
clinata sull’orizzonte  ; se  ne  domanda  il  moto.  L’equazione  (2)  in 
questo  caso  diviene: 


d-.r' 


tir- 


<l"!Ì 


X - m bbl  ò r + Y - »'  “77,1  = 0 ; 


(It- 


ti poiché  è:  X—o  e Y = — mg,  avremo  : 


<9) 


L’equazione  F = o qui  è : 


(10)  y = a x-, 

che  dà  per  equazione  DF  = o la  : 

òy  = «òr . 


Eliminando  òy  dall'equazioiie  (9),  essendo  òx  arbitraria,  si  ha: 


ma  derivando  la  (10)  due  volte  si  ha: 

d tn  rPt 

dt • ° dt*  ’ 
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e quindi: 


(11) 


= o . 


L’integrazione  di  questa  equazione  dà: 


— <r  t' 


ove  h e c sono  le  costanti  d'integrazione,  che  si  determinano 
mediante  la  posizione  e la  velocità  iniziale  del  punto  m Sarebbe 
facilissimo  ottenere  direttamente  questo  risultato. 

L'uso  dell’equazione  (1)  richiede  alcune  precauzioni,  quando 
la  condizione  F = o contiene  il  tempo.  Per  comprendere  la  via 
da  seguire  in  questo  caso,  si  riprenda  l’esempio  precedente  sup- 
ponendo che  la  retta  sia  animata  da  un  moto  verticale  di  tra- 
slazione verso  l'alto,  con  l’accelerazione  y.  Partiremo  ancora  dalla 
equazione  (9)  : 


L’equazione  F = o diviene  : 


(12) 


!i  = ny+y  ~ ■ 


Per  formare  DF  — o si  prenda  la  variazione  della  (12)  rispetto 
solo  ad  x ed  y , poiché  qui  si  tratta  degli  spostamenti  possibili 
in  ima  conformazione  in  ogni  istante  dato  del  sistema,  e non 
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degli  spostamenti,  che  si  producono  realmente  nel  tempo.  Quindi 
si  porrò  come  nel  caso  precedente: 

t)y  =-  aòjr  • 

e si  ottiene  come  prima: 


Ma  qui  la  relazione  fra  .r  ed  y è quella  che  dà  il  moto  reale. 
Per  ottenere  un’equazione  solo  in  .r,  bisogna  differenziare  la  (12)j 
rispetto  a t,  e cosi  abbiamo  : 


>1'!/ 
dt » 


rfV 

= a 4-  v 

dt » 


poi  sostituire  nella  (13),  che  diviene  : 


ed  integrando  si  ha: 


*=7+V(5,+v)f +w+c’ 

y = [ y - 1-^,  (0 + y)]  ■ 77  + aht  4-  <*e. 

Se  la  massa  m,  che  giace  sulla  retta  in  moto,  fosse  senza 
peso,  si  avrebbe: 


r 


— a 
1 4~a“ 


y- 


1 + «* 


t‘ 

J+bt+c, 

- + a.  b.t  + c. 


risultati  che  facilmente  si  potrebbero  ottenere,  considerando  che 
la  massa  m si  comporta  sulla  retta,  animata  dell’accelerazione  y 
verso  l’alto,  come  se  essa  fosse  animata  dell’accelerazione  y verso- 
li basso  sulla  retta  immobile. 
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7.  Le  considerazioni  seguenti  permetteranno  di  comprendere 
meglio  ancora  il  procedimento  di  utilizzare  l’equazione  (12)  negli 
esempi  precedenti.  L’equazione  (2),  che  non  è altro  che  il  prin- 
cipio di  D’Aleiubert,  esprime  che  tutto  il  lavora  possibile,  per 
uno  spostamento  dato  qualunque,  proviene  dalle  forze  applicate 
e non  dai  legami  del  sistema.  Ma  ciò  non  è vero  se  non  quando  si 
faccia  astrazione  dei  cambiamenti  dei  legami  nel  tempo.  Quando 


m 


i legami  variano  col  tempo,  essi  fanno  un  lavoro. 
Allora  si  può  applicare  l’equazione  (2)  agli  spo- 
stamenti effettivi  solo  a condizione  che  si  com- 
putino fra  le  forze  applicate  quelle  che  producono 
Fig.  231.  i cambiamenti  dei  legami. 

Sia  m una  massa  mobile  sopra  una  retta  pa- 
rallela ad  OY  (fig.  231);  supponiamo  che  la  posizione  di  questa 
retta  cambi  col  tempo,  e sia: 


0 


JL 


(M  ' 


x-y7,  > (F=°). 


la  sua  equazione.  Il  principio  di  D’ Alembert  dà  ancora  l'equa- 
zione (9);  ma  DF  = o dà  qui  òr=  o,  e l’equazione  (9)  si  ri- 
duce a: 

<15)  I 9 + dtA  <'*'/  ~ 0 ’ 

da  cui,  poiché  t)ij  è arbitrario,  ho: 

<Pil_ 

U + dT'=° 


/• 

y — — 9 o -f  + h ; 

alla  quale  bisogna  aggiungere  l’equazione  (14)  per  avere  il  va- 
lore di  x‘. 

t‘ 

x=y  2 • 
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È evidente  die  r equazione  (15)  non  dà  tutto  il  lavoro  fatto 


in  uno  spostamento  realmente  compiuto  nel  tempo  ; ma  solo  quello 
di  qualche  possibile  spostamento  sulla  retta  supposta  per  un 
istante  come  fissa. 

Immaginiamo  la  retta  senza  massa,  che  si  muova  parallela- 
mente  a se  stessa  mediante  la  forza  my  ; si  ottiene  invece  della  (2) 
l’equazione  : 


1 iVx 

my  - mdp 


da  cui  essendo  <V , òy  totalmente  arbitrarie,  otteniamo  le  due 
equazioni  : 


d‘x 

y~dF=°' 


d-i) 

~ y ~ dt*  = 0 ’ 


che  danno  i risultati  suesposti.  La  differenza  apparente,  che  si 
trova  nel  metodo  di  trattare  i problemi  come  questo,  deriva  da 
una  lieve  inconseguenza,  che  consiste  di  non  tenere  al  principio 
egualmente  conto  di  tutte  le  forze  che  si  hanno,  ma  di  conside- 
rarne una  parte  come  supplementare,  tanto  per  rendere  più  fa- 
cile il  calcolo. 

8.  Siccome  i diversi  principii  della  meccanica  esprimono  solo 
gli  aspetti  differenti  degli  stessi  fatti,  si  può  facilmente  dedurre 
gli  uni  dagli  altri  ; per  darne  un  esempio,  ricaveremo  il  prin- 
cipio delle  forze  vive  dall’equazione  (2)  precedente.  Quest’ultima 
contiene  solo  gli  spostamenti  istantanei  possibili  (virtuali);  ma 
quando  i legami  sono  indipendenti  dal  tempo,  gli  spostamenti 
reali  sono  pure  essi  virtuali  e ad  essi  si  può  applicare  il  principio. 
Quindi  allora  possiamo  sostituire  ai  ò.r,  òy,  òz  gli  spostamenti 
reali  dx,  dy,  de  e scrivere: 


2 1 Xd>/  -f  Y dy  = Zdz)  = m 2 
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Indichiamo  con  v la  velocità; 
il  secondo  membro  dà: 


sostituendo  a dx  la 


dr 

. dt  ece., 

di  ' 


[<Pr  dr  (Pii  dii  <Pz  dz 

Sm  . dt  4-  — - . — . dt  -| . — dt  1 = 

'dt*  dt  r dP  dt  ^ dP  dt 


1 

= — dirne’1  ; 

U 


da  cui  integrando  si  ha  : 

i 2 (Xdr  -f-  Ydy  -{-  Z dz)  — S — m («*  — va') , 


ove  v e n0  sono  rispettivamente  le  velocità  iniziale  e finale.  Si 
può  sempre  trovare  il  valore  dell’integrale  del  primo  membro, 
se  le  condizioni  del  problema  permettono  di  ricondurre  tutte  le 
variabili  ad  una  sola;  cosi  ad  esempio  «piando  si  conosce  il  corso 
del  moto  in  funzione  del  tempo,  ovvero  le  traiettorie  dei  punti 
mobili.  Questa  riduzione  è inutile,  quando  X,  Y,  Z sono  le  de- 
rivate parziali  di  una  stessa  l'unzione  U delle  coordinate: 


rfU  y_rfU 
dr  ' di i 


Z 


otti 
dz  ’ 


'come  è sempre  il  caso  quando  le  forze  sono  solo  centrali.  Il  pri- 
mo membro  allora  è un  differenziale  esatto,  e si  ha: 

■£(U  — U„)  = — 2m  ( v 1 — Do”) , 

cioè  la  differenza  dei  valori  della  funzione  di  forze  all’ inizio  ed 
alla  (ine  del  moto  è uguale  alla  differenza  corrispondente  delle 
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forze  vive.  Quindi  queste  ultime  allora  sono  anehe  funzioni  delle 
coordinate. 

Abbiasi  per  esempio  un  corpo  mobile  nel  piano  XY  con 
X = — y , Y — — x\  si  avrà  : 


I (—  i/dx  — x dy)  = — I <i  (xij)  = rollo  — x,y,  = — m (ns  — v„‘ ) . 


Ma  per  X = — Y = — x,  l'integrale  del  primo  membro  di- 
•diviene:  f (adx  -(-  xdtj).  Questo  integrale  lo  si  può  ottenere  se 
si  conosce  la  traiettoria  del  punto,  cioè  se  y è dato  in  funzione 
di  .r.  Se,  ad  esempio,  y = p.r '2,  esso  dà  : 


■/' 


— (a  -j-  2px")  d.r  — a (r0  — x) 


2p(x\  — x“ 


La  differenza  fra  i due  casi  è questa:  nel  primo  caso  il  la- 
voro è semplicemente  funzione  delle  coordinate,  vi  è una  fun- 
zione di  forze,  il  lavoro  elementare  è un  differenziale  esatto,  il 
lavoro  è dato  dai  valori  iniziali  e finali  delle  coordinate  del 
punto;  nel  secondo  caso  il  lavoro  dipende  dall’intiera  traiettoria 
del  punto  mobile. 

il.  Questi  semplici  esempi,  che  in  se  stessi  non  presentano 
difficoltà  alcuna,  bastano  per  illustrare  la  natura  generale  delle 
operazioni  della  meccanica  analitica.  Non  bisogna  attendersi  da 
•questa  meccanica  nuovi  schiarimenti  del  principio  sulla  natura  dei 
fenomeni  meccanici.  Al  contrario  la  conoscenza  dei  priucipii  deve 
essere  essenzialmente  completata  prima  che  possiamo  pensare 
alla  formazione  di  una  meccanica  analitica,  il  cui  unico  scopo 
consiste  nella  padronanza  pratica  più  semplice  di  tutti  i pro- 
blemi che  si  possono  incontrare.  Chi  non  riconosce  questa  si- 
tuazione, non  potrebbe  comprendere  l'importante  contributo  di 
Lagrange,  che  è essenzialmente  economico,  l’oinsot  non  ha  in- 
tieramente evitato  questo  errore. 

10.  È necessario  aggiungere  che  i lavori  di  Mòbius,  di 
Hamilton,  di  Grassmann  e di  altri  preparano  una  nuova  trasfor- 
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inazione  della  meccanica.  Questi  investigatori  hanno  sviluppato 
concetti  matematici,  che  si  adattano  alle  rappresentazioni  geo- 
metriche in  modo  più  esatto  e più  immediato  dei  concetti  della 
geometria  analitica  ordinaria.  I vantaggi  della  geometria  ana- 
litica e della  intuizione  geometrica  sono  cosi  riuniti;  ma  questa 
trasformazione  si  trova  evidentemente  ancora  al  di  fuori  dei  li- 
miti di  una  esposizione  storica. 

L' Ausdehnungdehre  (algebra  non  commutativa)  del  1844, 
nella  quale  Grassmann  espose  per  la  prima  volta  le  sue  idee,  è 
importante  sotto  molti  punti  di  vista.  L'introduzione  contiene  in- 
teressantissime osservazioni  sulla  teoria  della  conoscenza.  L'Aiis- 
dehmmgslehre  è svolta  come  una  scienza  generale,  di  cui  la 
geometria  non  è altro  che  un  caso  particolare  a tre  dimensioni; 
e ciò  fornisce  all  autore  il  modo  di  rifare  la  critica  dei  prineipii 
di  quest  ultima  scienza.  I concetti  nuovi  e fecondi  della  somma 
dei  segmenti,  del  prodotto  dei  segmenti,  ecc.,  sono  anche  appli- 
cabili alla  meccanica.  Grassmann  fa  anche  la  critica  dei  prineipii 
di  Newton  e crede  di  poterli  ridurre  ad  una  espressione  unica : 

“ Die  Gesammtkraft  (oder  die  Gesammthewegung),  die  einem 
\ erein  von  materiellen  Theilclien  zu  irgend  einer  Zeit  einwolint, 
ist  die  Sumrae  aus  der  Gesammtkraft  (oder  der  Gesammtbewe- 
gung),  die  ihm  zu  irgend  einer  frullerei)  Zeit  einwohnt,  und  den 
sammtlichen  Kriiften,  die  ihm  in  der  Zwischenzeit  von  aussen 
mitgetheilt  sind  ; wenn  namlieh  alle  Krafte  als  Streckeu  aufgefasst 
werden  von  oonstanter  Richtung  und  Liinge,  und  aufan  Masse 
gleiche  Punkte  bezogen  werden....  „.  Ecco  la  traduzione  La 
lorzn  complessiva  ( o il  moto  complessivo  ),  che  è inerente  ad 
un  aggregato  di  molecole  materiali  in  un  istante  qualunque,  e 
la  somma  della  forza  complessiva  (o  del  moto  complessivo), 
che  gli  è inerente  ad  un  istante  anteriore  qualunque,  e del- 
l’ insieme  delle  forze  che  gli  sono,  nell’intervallo,  comunicate 
dall  esterno,  supposto  che  tutte  le  forze  siano  date  come  seg- 
menti di  direzione  e di  lunghezza  costanti,  e che  siano  riferite 
a punti  di  masse  eguali  . . . „.  Grassmann  qui  intende  per  forze 
le  velocità. indistruttibili  impresse  alle  molecole  considerate.  Questa 
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concezione  è intieramente  assai  prossima  a quella  di  Hertz.  Le 
forze  ( velocità)  si  rappresentano  con  segmenti,  i momenti  con  le 
aree  contate  in  direzioni  determinate,  ecc.  ; e con  ciò  ogni  svi- 
luppo liesce  assai  comprensibile  e conciso,  Cìrassmann  per  altro 
considera  che  il  vantaggio  principale  del  suo  metodo  consiste  nel 
latto,  che  il  calcolo  è in  ciascun  istante  l'espressione  genuina 
del  processo  mentale,  mentre  questo  è lasciato  compiutamente 
da  banda  dal  metodo  ordinario  delle  coordinate  cartesiane.  La 
differenza  tra  1 analisi  e la  sintesi  da  capo  scompare,  e così  si 
trovano  riuniti  i vantaggi  dei  due  metodi.  L’ applicazione  del 
metodo  analogo  di  Hamilton,  fatta  più  indietro  a un  esempio 
icap.  IL  tj  n.  n.  5)  offre  il  mezzo  di  farci  un’idea  adeguata  di 
questo  vantaggio. 


I\  . La  scienza  come  economia  del  pensiero. 

1.  Ogni  scienza  si  propone  di  sostituire  e di  risparmiare  le 
esperienze  mediante  la  copia  e la  rappresentazione  dei  fatti  nel 
pensiero.  Questa  rappresentazione  invero  è più  maneggevole  della 
esperienza  stessa,  e può.  sotto  molti  rapporti,  esserle  sostituita. 
Questa  funzione  di  economia,  che  compenetra  tutto  l’essere  della 
scienza,  si  manifesta  già  chiaramente  anche  in  un  esame  gene- 
rale. Il  riconoscimento  di  questo  carattere  di  risparmio  fa  nello 
stesso  tempo  scomparire  ogni  misticismo  dal  campo  scientifico. 
La  comunicazione  della  scienza  mediante  l'insegnamento  ha  per 
iscopo  di  risparmiare  certe  esperienze  ad  un  individuo,  trasmet- 
tendogli quelle  di  un’altra  persona;  e così  le  esperienze  di 
intiere  generazioni  vengono  trasmesse  ad  intere  generazioni 
successive  per  mezzo  di  libri  raccolti  nelle  biblioteche  e così 
sono  risparmiate  ad  esse.  La  lingua,  che  è il  mezzo  di 
questa  comunicazione,  costituisce  naturalmente  anche  un  fat- 
tore di  risparmio.  Le  esperienze  sono  più  o meno  perfet- 
tamente scomposte  in  elementi  più  semplici  e più  fami- 
gliar!, ed  in  seguito  simbolizzale  a scopo  di  comunicazione,  ma 
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sempre  sacrificando  la  precisione  fino  ad  un  certo  punto.  Il 
simbolismo  del  linguaggio  articolato  è puramente  nazionale  e 
senza  dubbio  esso  rimarrà  per  molto  tempo  ancora  così.  La 
lingua  scritta  si  avvicina  gradatamente  all  ideale  di  una  scrit- 
tura universale  ; essa  non  è più  una  semplice  trascrizione  della 
lingua  parlata.  Le  cifre,  i segni  algebrici  e matematici,  i simboli 
chimici,  la  notazione  musicale,  la  scrittura  fonetica  (di  Brttcke), 
tutti  questi  simboli,  di  una  natura  già  assai  astratta  e di  un  uso 
quasi  intieramente  internazionale,  devono  in  sostanza  essere  con- 
siderati come  parti  attualmente  esistenti  di  questa  scrittura 
universale.  L’analisi  dei  colori  è stata  fisicamente  e fisiologica- 
mente spinta  così  innanzi,  che  un  sistema  internazionale  esatto 
dinotazioni  per  i colori  fisici  e le  sensazioni  di  colore  non 
presenta  più  le  difficoltà  di  principio. 

Infine  la  scrittura  cinese  è veramente  ideografica;  popoli 
diversissimi  la  comprendono  nello  stesso  senso  e la  leggono 
nelle  lingue  parlate  differentissime;  un  sistema  di  segui  più 
semplice  potrebbe  far  sì  che  la  scrittura  cinese  divenisse  univer- 
sale. La  semplificazione  della  grammatica  mediante  la  soppres- 
sione di  ciò,  che  essa  contiene  di  convenzionale  o di  regole 
dovute  a circostanze  storiche  accidentali,  e la  riduzione  delle 
forme  a ciò,  che  è indispensabile,  cose  quasi  realizzate  dalla 
lingua  inglese,  devono  evidentemente  precedere  la  fondazione 
di  una  lingua  scritta  universale.  Un  tal  sistema  avrebbe  d’altra 
parte  altri  vantaggi  oltre  la  sua  universalità:  la  lettura  di  uno 
scritto  sarebbe  inseparabile  dalla  sua  comprensione.  I nostri 
figli  leggono  spesso  cose,  che  essi  non  comprendono;  un  chinese 

può  leggere  solo  ciò,  che  comprende. 

2.  Quando  facciamo  nel  pensiero  la  riproduzione  di  fatti,  noi 
non  possiamo  riprodurli  compiutamente,  ma  solo  riproduciamo 
quell’aspetto  di  essi,  che  ci  è parso  più  importante,  guidati  in 
ciò  direttamente  od  indirettamente  da  un  interesse  pratico.  Le  no- 
stre riproduzioni  sono  sempre  astrazioni  invariabili;  ed  anche 
qui  possiamo  constatare  una  tendenza  alla  economia. 
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La  natura  è composta  degli  elementi  dati  dai  sensi.  L’uomo 
primitivo  innanzi  tutto  sceglie  certi  complessi  di  questi  elementi. — 
quelli  che  si  presentano  a lui  con  una  certa  stabilità  relativa  ed 
hanno  per  lui  maggiore  importanza.  Le  prime  e più  antiche 
parole  sono  i nomi  di  u cose  „ , e in  questa  mera  designazione 
si  riconoscerebbe  già  un’ astrazione  da  tutto  ciò  che  circonda 
quelle  cose  e dai  lievi  cambiamenti  continui  subiti  da  questi 
complessi,  i quali,  essendo  meno  importanti,  non  sono  osservati. 
Nella  natura  non  avvi  cosa  alcuna  invariabile.  Una  cosa  è un'astra- 
zione: un  nome  è un  simbolo  per  un  complesso  di  elementi, 
di  cui  non  si  considera  il  cambiamento.  Indichiamo  l' intiero 
complesso  con  uva  parola,  con  un  unico  simbolo,  quando  si  ha 
bisogno  di  richiamare  ad  un  tempo  tutte  le  impressioni,  che  la 
compongono.  Più  tardi,  giunti  ad  un  grado  superiore,  richia- 
miamo la  nostra  attenzione  su  questi  cambiamenti,  e quindi 
diviene  naturalmente  impossibile  di  conservare  ad  un  tempo  il 
concetto  d’ invariabilità,  per  poco  che  non  si  voglia  giungere  a 
nozioni  vacue  e contradditorie,  come  quella  della  “ cosa  in  sè  „. 
Le  sensazioni  non  sono  “ simboli  di  cose  „.  La  “cosa,,  è invece 
un  simbolo  mentale  per  un  complesso  di  sensazioni  di  una  sta- 
bilità relativa-.  I veri  elementi  del  mondo  non  sono  le  cose  (gli 
oggetti,  i corpi),  ma  bensì  i colori,  i suoni,  le  pressioni,  gli  spazi, 
le  durate  (ciò  che  comunemente  diciamo  sensazioni). 

Li)  scopo  dell’  iutiera  operazione  è puramente  quello  di  eco- 
nomizzare. Incominciamo  la  rappresentazione  dei  fatti  mediante  i 
complessi  comuni  e famigliati  più  durevoli  ; e dopo  avere  fatto 
questa  rappresentazione  la  completiamo  correggendo  i complessi 
non  comuni.  Ad  esempio:  si  parlerà  di  un  cilindro  perforato  o 
di  un  cubo  a spigoli  smussati  ; queste  espressioni  prese  alla 
lettera  implicano  per  tanto  contraddizione,  se  non  si  accetta  il 
modo  di  vedere  qui  esposto.  Qualunque  giudizio  è un'amplifica- 
zione od  una  correzione  di  una  rappresentazione  anteriore. 

IL  Quando  parliamo  di  cause  e di  effetti,  noi  arbitrariamente 
facciamo  risaltare  nella  rappresentazione  mentale  di  un  fatto, 
quegli  elementi  dei  quali  a noi  importa  osservare  la  connessione. 
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Nella  natura  non  avvi  nè  cause,  nè  effetti  : la  natimi  ha 
solo  una  esistenza  individuale  : la  natura  semplicemente  e. 
Le  ripetizioni  di  casi  simili,  in  cui  A è sempre  connesso 
a If,  cioè  le.  conseguenze  identiche  di  circostanze  identiche, 
nelle  (piali  consiste  precipuamente  l’essenziale  della  relazione 
di  causa  ed  effetto,  esistono  solo  nell'estrazione,  che  impie- 
ghiamo a scopo  di  riprodurre  i fatti  nel  pensiero.  Quando 
una  cosa  ci  è divenuta  famigliare,  non  sentiamo  più  il  bi- 
sogno di  porre  in  evidenza  la  connessione  delle  caratteristi- 
che, non  dirigiamo  più  la  nostra  attenzione  su  ciò,  che  si 
verificherà  di  nuovo;  allora  non  parliamo  più  nè  di  cause,  nè 
di  effetti.  Cosi  diciamo  in  principio  che  il  calore  èia  causa  della 
forza  espansiva  del  vapore;  quando  questa  relazione  ci  è dive- 
nuta famigliare,  rappresenteremo  ad  un  tempo  il  vapore  con  la 
sua  temperatura  e la  sua  tensione  corrispondenti.  Similmente  ci 
rappresenteremo  subito  l’acido  come  la  causa,  che  In  divenir 
rossa  In  tintura  di  tornasole:  in  seguito  questo  cambiamento  di 
colore  sarà  messo  fra  le  proprietà  dell’  acido. 

fiume  fu  il  primo  a porre  la  questione:  Come  può  una  cosa 
A agire  sopra  un’altra  B ? fiume  non  riconosceva  alcuna  cau- 
salità, ma  semplicemente  una  successione . nel  tempo,  che  per 
noi  è divenuto  abituale  e famigliare.  Kant  giustamente  osservò 
che  la  semplice  osservazione  non  può  insegnarci  la  necessità 
della  connessione  di  A e di  B.  Egli  suppone  un’  idea  innata, 
in  cui  è compreso  ogni  caso  fornito  dall'  esperienza.  Schopenhauer, 
che  in  sostanza  adotta  lo  stesso  modo  di  vedere,  distingue 
quattro  forme  del  “ principio  della  ragione  sufficiente  „ • la 
forma  logica,  la  forma  fisica,  la  forma  matematica  ed  infine  hi 
legge  di  motivazione.  Ma  queste  forme  differiscono  solo  per  la  ma- 
teria, cui  esse  si  applicano  la  quale  in  parte  appartiene  all  e- 
sperieuza  esterna  ed  in  parte  all’  esperienza  interna. 

La  spiegazione  naturale  e più  semplice  sembra  apparen- 
temente questa:  i concetti  causa  ed  effetto  nascono  innanzi  tutto 
da  uno  sforzo  che  si  fa  per  riprodurre  i fatti.  Primieramente  la 
connessione  di  A e B.  di  C e D,  di  E ed  F ecc.  si  presenta 


ooniH  abituale.  Ma  se  poi,  quando  possediamo  già  molte  espe- 
rienze. osserviamo  un  legame  fra  M ed  N,  spesso  si  verificherà 
die  riconosceremo  M come  composto  di  A,  ( '.  E ; ed  X come 
composto  di  B,  D,  F,  i cui  legami  già  ci  sono  famigliari,  e ci 
sembra  che  posseggano  una  più  alta  autorità.  La  nuova  espe- 
rienza si  illustra  mediante  tutte  le  altre  più  antiche.  Onde  avvi 
così  un  idea  „ , in  cui  è contenuta  ogni  esperienza  nuova, 
ma  essa  è sviluppata  mediante  l’esperienza  stessa.  L’idea 
della  necessità  della  connesione  Ira  causa  ed  effetto  probabil- 
mente deriva  dal  nostro  moto  volontario  e dai  cambiamenti, 
clic  produciamo  indirettamente  con  questo  movimento,  come 
Hnme  1 ha  asserito,  ma  senza  tuttavia  averlo  sostenuto.  L’auto- 
lita  dei  concetti  di  cnusa  ed  effetto  è potentemente  rafforzata 
dal  latto,  che  essi  si  sono  sviluppati  istintivamente  ed  involon- 
tariamente, e dal  latto  che  sentiamo  distintamente  di  non  avere 
in  nulla  noi  stessi  contribuito  alla  loro  formazione.  Inoltre  si  può 
dire  che  il  sentimento  di  causalità  non  è stato  acquistato  dal- 
1 individuo,  ma  si  è formato  durante  lo  sviluppo  della  specie. 
Quindi  causa  ed  effetto  sono  astrazioni,  il  cui  ufficio  consiste 
nell  economizzare  il  lavoro  mentale.  Alla  domanda:  perchè  e sse 
si  lormano V è impossibile  di  rispondere,  poiché  è precisamente 
mediante  I astrazione  delle  uniformità,  che  impariamo  a doman- 
darci “ perché  „. 

4.  Quando  si  considerano  i particolari  della  scienza,  il  suo 
carattere  di  economia  è ancora  più  appariscente.  Le  scienze,  che 
diconsi  descrittive  debbono  limitarsi  quasi  alla  descrizione  dei 
tatti  pai ticolari.  Quando  la  cosa  e possibile,  i caratteri  comuni 
a più  fenomeni  sono  una  volta  per  sempre  messi  in  rilievo.  Per 
quelle  scienze,  che  hanno  raggiunto  un  più  alto  grado  di  svi- 
luppo. le  regole  di  ricostruzione  di  un  gran  numero  di  fatti  si 
possono  comprendere  in  un'unica  espressione.  Invece,  per  esempio, 
di  numerare  uno  ad  uno  i diversi  casi  di  rifrazione  della 
luce,  possiamo  riprodurli  e prevederli  tutti,  quando  si  sappia  che 
il  raggio  incidente,  iJ  roggio  di  riflessione  e la  normale  siano 
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in  uno  stesso  piano  e che  sia  ^ — n.  Invece  di  tener  conto 
r sen  fi 

degli  innumerevoli  fenomeni  di  rifrazione  nei  diversi  mezzi  e 
sotto  angoli  differenti,  allora  si  ha  solo  da  osservare  il  valore  n, 
tenendo  conto  delle  relazioni  suesposte,  e ciò  è assai  più  facile' 
l^ui  la  tendenza  alla  economia  è evidente.  Nella  natura  non 
esiste  d'altra  parte  alcuna  legge  di  rifrazione,  ma  solo  molti 
casi  di  questo  fenomeno.  La  legge  di  rifrazione  è un  metodo 
di  ricostruzione  conciso,  riassuntivo,  fatto  per  nostro  uso  ed 
inoltre  unicamente  riguardante  il  lato  geometrico  del  fenomeno. 

5.  Le  scienze,  nelle  cpiali  è maggiormente  sviluppata  la 
caratteristica  dell’economia,  son  quelle  che  si  occupano  di  quei 
fenomeni  che  son  decomponibili  in  un  piccolo  numero  di  ele- 
menti tutti  valutabili  numericamente,  'come  ad  esempio  la  mec- 
canica, che  considera  solo  gli  spazi,  i tempi  e le  masse.  (Queste 
scienze  usufruiscono  di  tutta  1 economia  delle  matematiche. 
La  matematica  è una  economia  nel  calcolare.  I numeri  sono  segni 
di  ordinamento;  essi  stessi  sono  raggruppati  in  un  sistema  semplice 
a scopo  di  concisione  e di  risparmio.  Le  operazioni  sui  numeri  sono 
riconosciute  indipendenti  dalla  natura  degli  oggetti  ; esse  si  ap- 
prendono una  volta  per  sempre.  La  prima  volta,  che  si  debbono 
addizionare  7 oggetti  a 5 altri  oggetti  della  stessa  specie,  si 
conta  l’insieme  totale  di  essi;  ma  si  osserva  poi  che  si  può  fare 
tale  enumerazione  a partire  da  5 e contare  7 : infine  in  seguito 
a parecchie  ripetizioni  consimili  si  vede  che  possiamo  intiera- 
mente risparmiarci  l’enumerazione,  e dire  anticipatamente  il  suo 
risultato  come  già  noto. 

Tutte  le  operazioni  di  calcolo  hanno  per  iscopo  di  rispar- 
miare il  contar  diretto  e di  sostituirgli  il  risultato  di  processi 
di  enumerazioni  precedentemente  fatte.  Non  vogliamo  ricomin- 
ciare la  stessa  operazione  più  spesso  che  non  sia  necessario.  Già 
le  quattro  regole  deH’aritmetica  forniscono  numerose  prove  dell'e- 
sattezza di  questa  concezione.  Ritroviamo  la  stessa  tendenza 
nell’algebra,  in  cui  sono  esposte  una  volta  per  sempre  le  opera- 
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zloni  della  stessa  forma,  che  si  possono  eseguire  indipendente- 
mente dal  valore  dei  numeri,  (‘osi  ad  esempio  l'eguaglianza  : 


ci  insegna  che  in  tutti  i casi  futuri,  qualunque  siano  i numeri 
x ed  ;/,  si  potrà  sostituire  l’operazione  semplice  del  2°  membro 
all'  operazione  complicata  del  1°  membro,  berciò  risparmiamo  di 
eseguire  l'operazione  complicata  in  tutti  i casi  futuri.  La  mate- 
matica è il  metodo  col  quale  si  sostituiscono,  quando  è possibile, 
e nel  modo  più  economico,  le  nuove  operazioni  sui  numeri  me- 
diante altre  precedentemente  eseguite  e che  quindi  è inutile  di 
ricominciare.  In  questo  processo  può  accadere  di  servirsi  di 
risultati  di  operazioni  eseguite  secoli  prima. 

Calcoli  mentali  difficili  possono  spesso  essere  utilmente  sosti- 
tuiti da  calcoli  mentali  eseguiti  in  un  modo  meccanico.  Cosi,  ad 
esempio,  la  teoria  dei  determinanti  deve  la  sua  origine  all’osser- 
vazione. cioè  che  è inutile  di  ricominciare  ogni  volta  di  nuovo 
la  risoluzione  delle  equazioni  lineari  : 

<h  * + .'/  + «l  = o 

a * r h1  //  -|-  — o , 

che  danno  : 

c,  ò8  — c„  h,  _ P_ a,  c,  — a,  c, Jè 

a,  b,  — «a  ò,  N a,  6,  - a,  6,  N 

ma  questa  soluzione  si  può  subito  ottenere  mediante  i coeffi- 
cienti, purché  si  scrivano  secondo  uno  schema  determinato,  su 
cui  si  opererà  in  modo  meccanico,  cosi  : 


i a,  b,  1 

C.  /).  1 

a , rt 

N=  1 / P= 

II 

3- 

1 «J  | 

c*  1 
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Xelle  operazioni  matematiche  lo  spirito  può  anche  essere 
liberato  da  ogni  lavoro  ; perciò  basta  simbolizzare  mediante 
segni  di  operazione  meccanica  ogni  operazione,  die  sia  stata 
una  volta  precedentemente  eseguita;  e ciò  risparmia  la  funzione 
cerebrale  per  i problemi  più  importanti,  invece  di  prodigarla 
ai  casi,  che  non  sono  altro  che  una  ripetizione.  Il  mercante 
adopera  un  simile  processo  di  risparmio,  quando  invece  di  pren- 
dere direttamente  il  danaro  nelin  sua  cassa,  si  serve  di  buoni 
di  cassa.  11  lavoro  manuale  del  calcolatore  si  può  anche  soppri- 
mere mediante  l’uso  di  macchine  calcolatrici,  parecchie  delle 
quali  sono  già  usate  comunemente.  Le  idee  che  ora  abbiamo 
esposto  furono  già,  all’  inizio  del  secolo  XIX,  assai  chiaramente 
comprese  dal  matematico  Babbage,  inventore  di  una  di  queste 
macchine  (1). 

Un  risultato  numerico  non  richiede  sempre  un  calcolo  reale: 
vi  si  può  giungere  indirettamente.  Ad  esempio  si  vede  facil- 
mente che.  per  una  curva,  la  cui  area  limitata  all’ ordinata  di 
ascissa  ./•  è .rm,  un  incremento  m.rm  1 <! ./■  dell'area  corrisponde 
ad  un  incremento  d.r  dell’ascissa.  Allora  si  sa  anche  che 

/m  .r"1  ~ 1 fi  .r  — ,rm. 

cioè  si  riconosce  che  la  grandezza  .r'"  appartiene  all'incremento 
m 1 d x,  precisamente  come  si  riconosce  l'albero  dalla  sua 
corteccia.  In  matematica  ci  serviamo  molto  di  questi  risultati 
analoghi,  accidentalmente  trovati  per  inversione. 

Può  sembrare  strano  che  un  lavoro  scientifico  compiuto  da 
lungo  tempo  si  possa  costantemente  usare  di  nuovo,  mentre  non 
avviene  in  questo  modo  per  il  lavoro  meccanico.  Quando  un 
uomo,  che  tutti  i dì  deve  fare  una  certa  via,  ne  trova  per  caso 
una  pili  corta,  che  fa  da  qui  innanzi,  si  risparmia  infatti,  me- 
diante il  ricordo  che  ne  conserva,  una  parte  ilei  lavoro;  solo 
il  ricordo  non  è un  lavoro  propriamente  detto,  ma  una  / Zie- 


li  Anche,  come  si  sa,  Pascal  aveva  inventata  una  macchina  per 
calcolare  //,  d.  I. 
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lozione  di  un  certo  lavoro.  Le  cose  avvengono  esattamente 
nello  stesso  modo  nell'uso  dei  concetti  scientifici. 

(,'lii  studia  matematiche,  senza  cercarne  la  comprensione  nel 
modo  indicato,  deve  spesso  risentire  l’ impressione  sgradevole 
che  la  penna  e la  carta  siano  più  intelligenti  di  lui.  Le  mate- 
matiche, intese  a questo  modo  come  ramo  d'insegnamento,  sono 
appena  più  istruttive  dello  studio  della  Cabala  o dei  quadri 
magici  : e devono  necessariamente  conferire  allo  spirito  una 
tendenza  mistica,  i cui  effetti  si  faranno  eventualmente  sentire. 

<!.  Anche  le  scienze  fisiche  offrono  esempi  di  economia  del 
pensiero  intieramente  simili  a quelli  già  considerati.  Basterà 
indicarne  brevemente  qualcuno.  Il  concetto  di  momento  d’inerzia 
ci  risparmia  la  considerazione  delle  masse  parziali.  Mediante  il 
concetto  di  funzione  delle  forze  risparmiamo  la  fatica  di  ricercare 
(piali  siano  le  componenti  delle  forze:  la  semplicità  delle  dimo- 
strazioni, che  si  fondono  sull'  uso  di  questa  funzione,  è dovuta 
al  fatto  che  un  gran  numero  di  dimostrazioni  dovette  precedere 
la.  scoperta  delle  sue  proprietà.  La  diottrica  di  Gauss  ci  risparmia 
lo  studio  delle  superficie  rifrangenti  particolari  di  un  sistema 
diottrico  e sostituisce  adesso  la  considerazione  dei  fochi  principali 
e dei  punti  nodali  ; lo  studio  di  queste  superficie  ha  tuttavia 
dovuto  necessariamente  precedere  la  scoperta  di  questi  punti 
notevoli:  la  diottrica  di  Gauss  ci  risparmia  solo  la  ripetizione 
di  tale  studio. 

Dunque  si  deve  dire  che  non  esiste  risultato  scientifico,  che 
possa  essere  stato  ottenuto  da  principio  senza  l'aiuto  di  alcun 
metodo.  Ma  a causa  della  breve  durata  della  vita  e dei  limiti 
ristretti  delle  nostre  facoltà  intellettuali,  una  sapienza,  degna 
veiamen te  di  questo  nome,  può  solo  essere  acquistata  mediante 
la  piu  f/ronile  economia  mentale.  La  scienza  stessa  si  può  per- 
ciò considerare  come  un  problema  di  minimo,  che  consiste  uel- 
I esporre  i fatti  per  quanto  perfettamente  è possibile  con  il 
minor  dispendio  intellettuale. 

1.  Secondo  noi  ogni  scienza  ha  la  missione  di  sostituire 
1 esperienza.  Onde  essa  deve,  a questo  scopo,  da  una  parte 


rimanere  sempre  nel  dominio  dell’esperienza,  e dall  altra  uscirne, 
aspettandosi  sempre  da  questa  una  conferma  od  un’ intirmazione. 
Ove  non  è possibile  di  confermare  o d’infirmare,  la  scienza  non 
può  far  nulla.  Essa  agisce  ed  agisce  solamente  nel  dominio 
dell’esperienza  incompleta.  Come  esempi  di  questa  tendenza 
della  scienza  si  può  citare  la  teoria  della  elasticità  e quella 
della  conducibilità  del  calore;  entrambe  attribuiscono  alle  più 
piccole  particelle  dei  corpi  solo  le  proprietà  direttamente  osser- 
vabili sui  corpi  di  volume  maggiore.  Il  confronto  Ira  la  teoria 
e l’esperienza  si  può  sempre  spingere  più  innanzi  mediante  il 
perfezionamento  dei  processi  di  osservazione. 

L’esperienza  isolata  senza  le  idee,  che  1 accompagnano,  ei 
rimarrebbe  per  sempre  estranea.  Le  idee  più  scientifiche  sduo 
quelle,  che  rimangono  valide  nel  dominio  più  esteso , e com- 
pletano ed  arricchiscono  di  più  l'esperienza.  Nella  ricerca  si 
procede  mediante  il  principio  di  continuità;  poiché  esso  solo 
può  darci  una  concezione  utile  ed  economica  dell  esperienza. 

8.  Si  può  direttamente  osservare  le  oscillazioni  di  una  lunga 
verga  elastica,  fissa  ad  un’estremità  ; possiamo  vederle,  toccarle, 
rappresentarle  graficamente  ecc.  Per  una  verga  più  córta  le 
oscillazioni  sono  più  rapide  e non  si  possono  più  vedere  diret- 
tamente: la  verga  dà  un’immagine  confusa,  che  è una  espe- 
rienza nuova.  Solo  la  sensazione  del  tatto  rimane  ancora  simile 
alla  precedente;  noi  possiamo  far  descrivere  alla  verga  il  dia- 
gramma del  suo  movimento,  e attenendoci  alla  rappresentazione 
grafica  delle  oscillazioni,  prevedere  il  risultato  dell  esperienza. 
Per  una  verga  ancora  più  corta  si  modifica  anche  la  sensazione 
del  tatto.  Ora  la  verga  emette  un  suono;  quindi  si  produce 
un  fenomeno  nuovo.  Ma  tutti  i fenomeni  non  essendo  intiera- 
mente cambiati  in  una  volta,  ed  invece  essendosi  modificati  gli 
uni  dopo  gli  altri,  l’idea  di  oscillazione,  accompagnatrice  del- 
l’intiero fenomeno,  non  è legata  a nessuno  dei  fenomeni  parti- 
colari ; quindi  essa  rimane  ancora  sempre  utile  e conserva  la  sua 
funzione  di  economia.  Similmente  quando  il  suono  è divenuto 
cosi  alto  e le  oscillazioni  cosi  piccole,  che  i mezzi  di  osserva- 
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•/.ione  precedenti  non  possono  più  servire,  rimane  vantaggioso 
di  -immaginarci  la  verga  sonora  come  oscillante,  e possiamo  pre- 
dire le  oscillazioni  delle  linee  oscure  nello  spettro  della  luce 
polarizzata  con  una  verga  di  vetro.  Se  tutte  le  esperienze  si 
trasformassero  istantaneamente  ad  un  tempo  in  nuove,  mediante 
una  ulteriore  diminuzione  della  lunghezza  della  verga,  la  rappre- 
sentazione per  mezzo  delle  oscillazioni  perderebbe  la  sua  utilità. 
poiché  essa  non  offrirebbe  più  nessun  mezzo  di  completare  Je 
osservazioni  nuove  mediante  le  antiche. 

(Quando  alle  azioui  degli  uomini,  che  possiamo  osservare, 
aggiungiamo  nella  nostra  mente  sensazioni  ed  idee,  per  noi  non 
percettibili,  ma  simili  alle  nostre,  questa  rappresentazione  ha 
ancora  un  valore  economico,  poiché  essa  rende  l’esperienza  intel- 
ligibile, cioè  essa  la  completa  e la  risparmia.  Questa  rappresen- 
tazione non  deve  essere  per  questo  considerata  come  una  grande 
scoperta  scientifica,  poiché  essa  s’impone  a noi  in  modo  cosi 
potente,  che  ogni  fanciullo  la  può  di  nuovo  scoprire.  Precisa- 
mente  è questo  stesso  processo  che  seguiamo,  quando  immagi- 
niamo che  un  corpo  in  moto,  scomparso  dietro  una  colonna,  od 
una  cometa,  divenuta  invisibile,  continuano  a muoversi  secondo 
le  loro  traiettorie  con  tutte  le  proprietà  precedentemente  osser- 
vate, per  non  essere  meravigliati  dalla  loro  riapparizione  dall  al- 
tra parte.  Riempiamo  le  lacune  di  continuità  della  esperienza 
con  le  rappresentazioni  che  l’esperienza  stessa  ci  ha  suggerito. 

1).  Le  teorie  scientifiche  attualmente  accettato  non  si  pre- 
sentano tutte  in  modo  cosi  naturale  e inartificioso.  Quando  ad 
esempio  spieghiamo  i fenomeni  chimici,  elettrici,  ottici  me- 
diante le  teorie  atomiche,  questo  concezione  ausiliare  degli 
atomi  non  è stata  fornita  dal  principio  di  continuità:  essa 
invece  è stata  costruito  con  uno  scopo  determinato.  K impos- 
sibile di  discernere  gli  atomi;  come  tutte  le  sostanze,  essi 
sono  astrazioni.  Inoltre  si  attribuiscono  ad  essi  assolutamente 
proprietà  contradditorie  con  i fatti  osservati  fin  (pii.  Certamente 
.le  teorie  atomiche  possono  servire  ad  aggruppare  serie  di  fatti, 
ma  l’ investigatore  della  natura,  che  ha  approfondito  le  regole 
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date  ila  Newton,  considererà  queste  teorie  solo  come  ausiliari 
provvisori  e si  sforzerà  di  sostituire  ad  essi  una  concezione  più 
naturale. 

La  teoria  atomica  ha  nelle  scienze  tisiche  una  funzione  ana- 
loga a quella  di  certe  rappresentazioni  matematiche  ausiliari: 
essa  è un  modello  matematico  per  la  descrizione  dei  fatti,  tonando 
rappresentiamo  le  oscillazioni  con  una  formula  sinusoidale,  il 
fenomeno  del  raffreddamento  mediante  la  funzione  esponenziale, 
lo  spazio  percorso  nella  caduta  tini  gravi  mediante  il  quadrato 
del  tempo,  non  ricorre  alla  mente  di  alcuno  che  l’oscillazione 
in  sè  sia  legata  alla  funzione  esponenziale,  o che  il  fènomeno 
della  caduta  in  sé  sia  legato  alla  funzione  intera  di  2°  grado.  Si 
è semplicemente  notato  die  fra  le  grandezze  osservate  esi- 
stono relazioni  analoghe  a quelle  di  certe  funzioni  precedente- 
mente  famigliari,  e si  sono  utilizzate  queste  rappresenta- 
zioni più  famigliari  per  completare  comodamente  l’esperienza. 
I fenomeni  naturali,  che  nei  loro  rapporti  non  sono  identici  a 
funzioni  Leu  note,  sono  assai  difficili  a rappresentarsi  : i pro- 
gressi delle  matematiche  possono  fare  scomparire  queste  difli- 
coltà.  Ho  fatto  vedere  altrove  die  fra  questi  processi  matema- 
tici ausiliari,  possiamo  utilmente  servirci  dello  spazio  a più  di 
tre  dimensioni,  senza  che  occorra  d'altra  parte  considerarlo 
uull'altro  che  una  mera  astrazione,  (li. 


li  I lavori  di  I .obatsehewskv,  Bolyai,  Gauss,  Uiemuuit,  come  si 
sa,  hanno  stabilito  che,  ciò  die  noi  diciamo  spazio,  none  altro  che 
mi  caso  particolare  e sensìbile  del  caso  immaginabile  più  gene- 
rale di  una  moltiplicità  quantitativa  a più  dimensioni.  Lo  spazio 
della  vista  e del  tatto  e una  multiplicitù  tripla;  esso  ha  tre  dimen- 
sioni ; ogni  luogo  di  questo  spazio  è determinato  da  tre  caratteri- 
stiche indipendenti  fra  loro.  Ma  è possibile  di  immaginare  multi- 
plicità  spaziali  simili  a quattro  ed  a più  dimensioni.  La  specie  della 
moltiplicità  si  può  anche  immaginare  differente  da  quella  data  dal 
nostro  spazio.  Secondo  noi  tale  concezione,  che  è principalmente 
dovuta  al  lavoro  di  Bienni  n il,  è assai  importante.  Le  proprietà  del 
nostro  spazio  ci  si  presentano  subito  come  oggetti  ili  esperienza,  e 
tutte  le  pseudo-teorie  geometriche,  die  pretendono  di  stabilirle,  sono 
sovvertite.  ' 


509  — 


Avviene  così  per  tutte  le  ipotesi  fatte  a scopo  di  spiegar® 
nuovi  fenomeni.  Le  nostre  idee  sui  fenomeni  elettrici  procedono 
per  cosi  dire  da  sè  per  una  via  naturale,  quando  osserviamo 
che  tutto  ciò  avviene  come  se  fluidi  attrattivi  e repulsivi  si 
trovassero  sulle  superficie  dei  conduttori.  Ma  queste  rappreseli  fa- 
lcioni ausiliario  non  hanno  alcuna  relazione  con  il  fenomeno  in 
sè  stesso. 


I II  essere  sferico  e non  avente  alcun  altro  spazio  per  punto  di 
confronto  troverebbe  il  suo  spazio  omogeneo  ; potrebbe  supporlo  in- 
nmto  e la  sola  esperienza  potrebbe  convincerlo  del  contrario.  Ad 
esempio  conducendo  per  due  punti  di  un  cerchio  massimo  altri  cerchi 
massimi  perpendicolari  al  primo,  e percorrendo  i due  cammini  cosi 
tracciati,  questo  essere  sferico  probabilmente  non  si  aspetterà  che 
questi  cerchi  «'intersechino  in  qualche  punto.  Analogamente  nel 
nostro  spazio  l'esperienza  sola  può  insegnarci  se  esso  è finito,  se  le 
parallele  si  tagliano,  eoe.  L'importanza  ili  questa  nuova  concezione 
si  può  difficilmente  esagerare.  Il  progresso  che  Riemann  ha  fatto 
fare  alla  scienza  è paragonabile  a quello  che  i primi  viàggi  di  cir- 
cumnavigazione hanno  fatto  fare  alle  opinioni  che  si  avevano  sulla 
figura  della  Terra. 

Le  ricerche  teoriche  sulle  possibilità  matematiche,  di  cui  par- 
liamo, debbono  rimanere  estranee  ad  ogni  questione  ili  realità  at- 
occorre  più  di  rendere  responsabili  illustri  matematici 
delle  mostruosità,  che  sono  state  provate  dalle  loro  ricerche.  Lo  spazio 
della  vista  e del  tatto  è a tre  dimensioni  ; nessuno  ne  dubita.  Quando  i 
.•ra  pi  scompariranno  da  questo  spazio  o vi  s' introdurranno,  allora 
SI  i*h  discutere  hi  fjuestiorie  di  sapere,  se  sia  più  facile  e più  elfi- 
■ •are  di  considerare  io  spazio  dato  come  facente  parte  ili  uno  spazio 
a quattro  o più  dimensioni;  qnesta  quarta  dimensione  rimarrà  an- 
cora sempre  un'astrazione. 

Alcuni  hanno  fatto  servire  la  quarta  dimensione  per  ispiegare 
pretesi  fenomeni me  l' iutroduzione  del  corpi  dentro  vasi  ermeti- 

camente chiusi,  dei  nodi  fatti  o disfatti  nelle  corde  formanti  una 
inea  chiusa,  ecc.,  le  quali  cose  non  sono  altro  che  raggiri,  infatti 
In  quarta  dimensione  ci  fornisce  il  mezzo  di  spiegarli,  nello  stesso 
modo  elle  la  terza  dimensione  ei  permette  di  concepire  che  si  possa 
uscire  da  una  superfìcie  chiusa,  od  entrarvi,  senza  romperne  il  con- 
torno. h doloroso  che  certe  persone  si  permettano  di  utilizzare  con- 
cezioni scientifiche,  cui  troppo  spesso  non  annettono  alcun  «io-nifi- 
nato,  per  ingannare  incoscia mente  n no  il  pubblico. 

Prima  dei  lavori  di  Riemann  io  avevo  considerato  lo  spazio  a 
piu  di  tre  dimensioni  come  un  ausiliario  fisico  e matematico.  Tut- 
tavia spero  ehe  nessuno  non  si  servirà  di  ciò  che  ho  pensato,  detto 
" scritto  intorno  a questo  soggetto  per  sostenere  racconti  spiritici 
o storie  di  fantasmi  (Cfr.  Mach,  Die  Geschichte  unti  die  II ’urzel 
des  Satzes  con  der  Erhaltung  der  Arbeit). 
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10.  L’  idea  di  economia  del  pensiero  si  svolse  in  me  per 
mezzo  delle  mie  esperienze  professorali  nella  pratica  dell’inse- 
gnamento. Già  la  possedevo,  quando  nel  1861  incominciai  le  mie 
lezioni  come  privato  docente,  e credeva)  allora  di  essere  solo  a 
possederla;  e ciò  si  troverà  ben  perdonabile.  Ma  presentemente 
sono  invece  convinto  che  almeno  un  presentimento  di  questa 
idea  deve  essere  stato  sempre  un  possesso  comune  a tutti  gli 
investigatori,  che  hanno  riflettuto  sulla  ricerca  in  generale. 
Questo  modo  di  vedere  può  esprimersi  mediante  forme  differen- 
tissime. Così  potrei  segnalare  il  “ leitmotiv'  „ (1)  di  semplicità 
e di  bellezza,  così  sorprendenti  presso  Copernico  e Galileo, 
non  solo  come  estetica,  ma  ancora  come  economia.  Le  “ Re- 
gnine philosophandi  „ di  Newton  sono  pure  essenzialmente  in- 
fluenzate da  questo  punto  di  vista,  benché  il  principio  di  eco- 
nomia non  sia  esplicitamente  enunciato.  Mac-Corraac  in  un  in- 
teressante articolo  intitolato  “ Ah  epùsode  tu  thè  history  of 
phUosopliy  „ (The  open  Court,  -1  aprile  1896)  ha  dimostrato 
che  Adamo  Smith  nei  suoi  “ Essays  „ è giunto  assai  vicino,  al 
pensiero  dell’economia  nella  scienza.  Piò  recentemente  questa 
idea  è stata  novellamente  espressa,  benché  sotto  forme  diverse, 
da  me  in  un  discorso  sulla  conservazione  del  lavoro  (1871),  da 
Clifford  nelle  sue  “ Lectures  and  essays  „ (1872),  da  Kirehhoff 
nella  “ Mekcauìca  „ (1874)  e da  Avenarius  (187G).  lo  ho  par- 
lato nel  mio  Erhaltung  der  Arbeit  (p.  55,  nota  5)  di  una  con- 
versazione con  l’economista  E.  Hemnann,  in  cui  erano  state 
discusse  idee  simili;  ma  tuttavia  non  mi  è nota  alcuna  pubbli- 
cazione di  ipiesto  autore  su  questo  soggetto. 

11.  Io  potrei  qui  rinviare  l'esposizione  più  compiuta,  che  ho 
fatto  di  queste  idee,  alle  mie  Populàr-wissenschaftlichen  Vor- 
lesungen  (pp.  203  e seg.j  e ai  miei  Principien  der  Warmélehre 
( p.  294).  In  quest’ ultima  opera  le  osservazioni  di  Petzoldt  (V  ier- 
teljahrschz.  f.  wissensehaftl.  Philosophie,  1891 1 sono  pure  prese  in 


(1)  Testo  guidatore,  n.  d.  I. 
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considerazione.  Husserl  nella  prima  parte  delle  sue  ricerche  sulla 
logica  ( Lor/ische  Untersuchumjen,  1900)  ha  presentato  nuove  ri- 
flessioni contro  l'economia  del  pensiero.  T.a  mia  replica  a l’et- 
zoldt  risponde  in  parte  a (preste  critiche;  ed  io  penso  che  con- 
viene aspettare,  per  rispondervi  compiutamente,  la  pubi  ideazione 
del  resto  dell’  opera,  ed  allora  vedere  se  fosse  possibile  un 
accordo.  Tuttavia  farò  qualche  osservazione.  Come  investiga- 
tore della  natura  io  sono  uso  di  cominciare  la  ricerca  dal 
Caso  speciale,  di  lasciarlo  agire  su  di  me,  e di  assurgere  da 
esso  al  caso  più  generale.  Ho  seguito  questa  abitudine  an- 
che nei  miei  studi  sullo  sviluppo  della  conoscenza  fisica.  Io 
dovetti  così  procedere,  perchè  una  teoria  generale  della  teoria 
era  per  me  un  compito  troppo  diffìcile,  doppiamente  difficile,  in 
un  campo  in  cui  un  minimo  dei  principi  indubitabili,  gene- 
rali. indipendenti  fra  loro  ed  aH'infuori  dei  quali  tutto  si  può  de- 
durre, non  era  dato,  ma  doveva  subito  essere  scoperto.  Un  tal 
eòmpito  offrirebbe  assai  più  probabilità  di  riuscita  nella  scienza 
matematica.  Quindi  io  indirizzai  la  mia  attenzione  sui  fenomeni 
particolari:  adattamento  del  pensiero  ai  fatti,  adattamento  dei 
pensieri  gli  uni  agli  altri  (1),  economia  del  pensiero,  similitu- 


d Popolar  — wissenschaftl.  Vorlesungen,  p.  246,  ove  l’adatta- 
mento dei  pensieri  gli  uni  agli  altri  è descritto  come  oggetto  della 
teoria  propriamente  detta  Secondo  me  Grassmann  dice  in  sostanza 
la  stessa  cosa  nella  sua  introduzione  uWAmdehnungslehre  del  1814, 
p.  19:  “Die  oberate  Theilung  aller Wissenschafteii  ist  die  in  renile 
und  formale,  von  deven  die  ersteren  das  scili,  uls  das  dem  Denkeu 
selbststàndig  gegenubertretende.  in  Denkeu  ùhbilden  und  ihre  Wnh- 
rheit  Imboli  in  der  Uebereiustimmung  des  Denkens  mit  jevem  Scili  : 
die  letzteren  hiiigegen  das  dardi  das  Denkeu  stilisi  Destato  zuiu 
(regenstande  liaben,  nnd  ihre  Walirheit  haben  in  der  Uebereinstim- 
mung  der  Denkprocesse  nuter  siali  „. 

Ecco  la  traduzione:  “La  prima  divisione  di  tutte  le  scienze  è la 
divisione  in  reali  e formali,  secondo  la  quale  le  prime  costruiscono 
nel  pensiero  la  realtà  come  presenta ntesi  al  pensatore  con  una  osi-, 
steuza  sua  propria,  e trovano  la  loro  verità  nell'armonia  del  pen- 
siero con  quella  realtà:  e nella  quale  le  seconde  invece  studiano  le 
leggi  per  mezzo  del  pensiero,  e trovano  hi  loro  verità  nell’accordo 
dei  processi  mentali  fra  loro 
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dine,  esperi  mentazione  mentale,  stabilità  e continuità  del  pen- 
siero, eco. 

In  ciò  mi  fu  talvolta  profittevole  e disingannante  il  consi- 
derare il  pensiero  volgare  come  la  intiera  scienza  quale  feno- 
meno biologico  organico,  in  cui  per  conseguenza  il  pensiero  Io- 
nico doveva  essere  esaminato  come  un  caso  limile  ideale.  Io  non 
dubito  ini  istante  solo  che  si  possa  iniziare  la  ricerca  da  am- 
bedue i capi.  Io  stesso  ho  segnalato  i miei  studi  come  ab- 
bozzi (1)  di  conoscenza  psicologica.  Da  ciò  si  può  vedere  che 
io  faccio  distinzione  fra  questioni  psicologiche  e logiche,  come 
deve  farlo  del  resto  chi  cerca  di  spiegare  psicologicamente  i 
processi  logici.  Ma  chi  ha  letto  attentamente  l'analisi  logica  delle 
concezioni  di  Newton,  fatta  in  quest’opera,  potrà  difficilmente 
rimproverarmi  di  voler  fare  scomparire  la  differenza  fra  il  pen- 
siero naturale,  cieco , ed  il  pensiero  Ionico.  Analogamente  se 
l'analisi  logica  in  tutte  le  scienze  ci  fosse  presente,  intieramente 
finita,  la  ricerca  bio-psicologica  della  loro  evoluzione  resterebbe 
sempre  per  me  un  bisogno,  ciò  che  escluderebbe  che  si  analiz- 
zasse di  nuovo  queste  ultime  ricerche  dal  punto  di  vista  logico. 
Se  si  concepisce  l’economia  del  pensiero  come  puramente  teleo- 
logico, e quindi  come  un  “ leitmotiv  ,,  provvisorio,  la  riduzione 
di  questo  ad  una  base  più  profonda  (2),  lungi  da  essere  esclusa, 
è,  dal  fatto  stesso,  richiesta.  Ma  facendo  astrazione  di  ciò,  l'eco- 
nomia del  pensiero  è anche  un  ideide  topico  chiarissimo  che  con- 
serva il  suo  valore,  anche  dopo  un’analisi  logica  compiuta.  Può 
essere  dedotto  in  diversi  modi  il  sistema  di  una  scienza  dagli 
stessi  principi.  Ma  uno  di  questi  sviluppi  corrisponde  al  prin- 
cipio di  economia  meglio  di  un  altro,  come  l’ ho  spiegato  a pro- 
posito della  diottrica  di  Gauss  (3).  Per  quanto  presentemente 
posso  vedere,  io  non  credo  che  le  ricerche  di  Husserl  infirme- 
ranno questi  dati. 


li  Principini  der  Wiirnielehre  Prefazione  alla  1“  edizione. 
i,2)  Anali/se  der  Empfindungen,  2"  edit  pagg.  64  e 65 
(8)  Wiirmelehre  p.  3Ù4. 
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Il  fatto  che,  se  spesso  prima  e dopo  di  me  l’idea  dell’eco- 
nomia del  pensiero  è stata  con  vantaggio  applicata,  mentre,  come 
e naturale,  diminuisce  il  mio  apprezzamento  del  mio  merito  per- 
sonale, accresce  l’importanza  della  dottrina.  E precisamente  ciò 
che  per  Husserl  è un  abbassamento  del  pensiero  scientifico,  il  suo 
contatto  con  il  pensiero  volgare  (“  cieco?  „)  mi  sembra  come  un 
elemento  di  grandezza,  poiché  è precisamente  così  che  la  scienza 
getta  radice  nella  vita  profonda  dell’umanità  e reagisce  poten- 
temente su  questa. 


CAPITOLO  V. 

Relazioni  «iella  Meccanica  con  le  altre  scienze 


I.  Relazioni  della  Meccanica  con  la  Fisica. 

1.  Non  esistono  fenomeni  puramente  meccanici.  Quando  due 
masse  a vicenda  si  comunicano  accelerazioni,  allora  pare  che  si 
verifichi  semplicemente  un  fenomeno  di  moto.  Ma  di  fatto  ad 
un  tal  fenomeno  sono  sempre  associati  i cambiamenti  termici, 
magnetici  ed  elettrici  che,  nella  misura  in  cui  si  producono, 
modificano  il  fenomeno.  Inversamente  condizioni  termiche,  ma- 
gnetiche. elettriche  e chimiche  possono  produrre  un  moto.  Quindi 
i fenomeni  puramente  meccanici  sono  astruzioni  intenzionali  o 
forzate,  il  cui  scopo  consiste  nel  facilitarne  vieppiù  l’esame.  La 
stessa  cosa  si  verifica  per  tutte  le  altre  classi  di  fenomeni  fisici. 
A giusto  rigore  ogni  fenomeno  appartiene  a tutti  i rami  della  tìsica, 
che  sono  stati  separati  gli  uni  dagli  altri  per  ragioni  in  parte 
convenzionali,  in  parte  fisiologiche,  in  parte  storiche. 

2.  L’opinione  che  considera  la  meccanica  come  la  base  fon- 
damentale di  tutti  gli  altri  rami  della  tìsica,  e secondo  la  i]uale 
tutti  i fenomeni  fisici  debbono  avere  una  spiegazione  meccanica, 
è a nostro  parere  un  pregiudizio.  La  concezione  storicamente 
più  antica  non  deve  necessariamente  essere  la  base  della  com- 
prensione dei  fatti  scoperti  più  tardi.  A mano  a mano  che  i 
diversi  fenomeni  vengono  scoperti  e classificati  in  numero  sem- 
pre maggiore,  possono  sorgere  ed  instaurarsi  concezioni  diret- 
trici intieramente  nuove.  Presentemente  non  è ancora  possi- 
bile conoscere  quali  siano  i fenomeni  fisici,  che  penetrano  più 
profondamente  le  cose,  o conoscere,  se  il  fenomeno  meccanico 
non  sia  più  precisamente  il  più  superficiale  di  tutti,  e se  tutti 
non  siano  di  ima  aguale  profondità.  Anche  in  meccanica  non 
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ai  considera  più  la  legge  più  antica,  quella  della  leva,  come  la 
base  di  tutte  le  altre. 

La  concezione  meccanica  della  natura  ci  pare  come  un'ipotesi 
storicamente  assai  semplice,  giustificabile  e forse  molto  utile,  per 
un  tempo,  ma  in  complesso  del  tutto  artificiale.  Per  rimanere 
fedeli  al  metodo,  che  ha  condotto  i più  grandi  investigatori 
della  natura,  Galileo,  Newton,  Sudè-Carnot,  Faraday  e T.  R.  Maver, 
alle  loro  grandi  scoperte,  dobbiamo  restringere  la  nostra  scien- 
za fisica  all’espressione  dei  fatti  osservabili,  senza  costruire 
ipotesi  dietro  questi  fatti,  cioè  dove  nulla  più  esiste,  che  si 
possa  conoscere  o provare.  Quindi  dobbiamo  solo  scoprire  le 
connessioni  reali  dei  moti  delle  masse,  dei  cambiamenti  di  tem- 
peratura, dei  cambiamenti  di  valore  della  funzione  potenziale, 
dei  cambiamenti  chimici,  senza  immaginare  altro  dietro  questi 
elementi,  che  sono  le  caratteristiche  fisiche  direttamente  o indi- 
rettamente date  dalla  osservazione. 

Ho  già  altrove  (1)  svolto  questa  idea  rispetto  ai  fenomeni 
termici,  e l'ho  ad  un  tempo  abbozzata  per  quello  che  riguarda 
l’elettricità.  Nella  teoria  della  elettricità  qualunque  ipotesi  di 
fluido  o di  mezzo  è inutile  e deve  scomparire,  poiché  tutte  le 
condizioni  elettriche  sono  date  per  mezzo  dei  valori  del  poten- 
ziale V e delle  costanti  dielettriche.  Se  supponiamo  che  la  diffe- 
renza dei  valori  di  V è misurata  dalle  forze  (all’elettrometro)  ed 
invece  di  considerare  la  quantità  di  elettricità  consideriamo  V come 
il  concetto  primordiale,  o come  una  caratteristica  fisica  misurabile, 
la  quantità  di  elettricità  di  un  isolatore  unico  è dato  dalla: 


ove  r,  y,  z sono  le  coordinate  dell’elemento  di  volume  il  v;  e 


(1)  Mach,  Die  Geschichte  unz  die  Wurzel  des  Satdes  der  Erhal- 
tung  der  Arheit. 
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l’energia  è data  dalla: 


Così  Q e W si  presentano  come  concetti  dedotti,  non  conte- 
nendo più  alcuna  concezione  di  fluido  o di  mezzo.  Se  procedendo' 
in  questo  modo  in  tutti  i rami  della  fisica,  ci  limitiamo  alla 
espressione  quantitativamente  concettuale  dei  fatti,  tutte  le 
nozioni  inutili  ed  oziose  si  eliminano  immediatamente  con  tutti 
i pretesi  problemi,  che  vi  si  connettono. 

Queste  righe,  clic  furono  scritte  nel  1883,  potevano  allora 
essere  solo  apprezzate  ben  poco  dalla  maggior  parte  dei  fisici. 
Ma  si  osserverà  che  in  seguito  le  concezioni  tìsiche  si  sono  assai 
avvicinate  all'ideale  da  noi  propugnato.  Le  Untersuchuny  iiber 
die  Ausbreitung  der  elektrischen,  Kruft  (1892),  cioè  “ Ricerche 
sulla  propagazione  della  forza  elettrica  „ (1892)  di  Hertz,  offrono 
un  eccellente  esempio  di  questa  descrizione  dei  fenomeni  me- 
diante semplici  equazioni  differenziali. 

Per  giungere  ad  emanciparsi  dalle  rappresentazioni  conven- 
zionali o fondate  sopra  circostanze  storiche  secondarie  è utilissimo 
confrontare  fra  loro  i concetti  direttivi  nei  diversi  campi  della 
conoscenza  scientifica,  e di  cercare,  per  ciascun  concetto  dato  in 
un  ramo,  il  concetto  corrispondente  di  un  altro  ramo.  Così  troviamo 
che  le  temperature  ed  i potenziali  corrispondono  alle  velocità 
delle  masse  in  moto.  Un  valore  dato  della  velocità,  della  tem- 
peratura o del  potenziale  non  cambia  da  sè  stesso.  Ma  mentre 
per  i potenziali  e le  velocità  bisogna,  cercando  la  nostra  conce- 
zione odierna,  tener  solo  conto  delle  differenze,  il  significato  di 
temperatura  non  è intieramente  dato  dalla  differenza  con  altre 
temperature.  La  massa  corrisponde  alla  capacità  calorifica,  la 
quantità  di  calore  al  potenziale  di  una  carica  elettrica,  l’entropia 
alla  quantità  di  elettricità  e così  via.  La  ricerca  di  queste  ana- 
logie e di  queste  differenze  conduce  ad  una  fisica  comparata , 
che  un  dì  ci  permetterà  di  esprimere  sinteticamente  vastissimi 
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■domimi  di  fatti,  senza  addizioni  arbitrarie.  Allora  si  sarà  giunti 
ad  ottenere  una  tìsica  omogenea,  senza  ricorrere  all’artefizio  delle 
teorie  atomiche.  C'fr.  Principici)  <ter  Wàrmelehre  (pp.  396 
e seg.). 

Si  scorge  facilmente  che  mediante  le  ipotesi  meccaniche  non 
può  effettivamente  realizzare  alcun  risparmio  propriamente  detto 
del  pensiero  scientifico.  Anche  se  un’ipotesi  fosse  intieramente  suf- 
ficiente alla  descrizione  di  una  classe  di  fenomeni,  ad  esempio, 
i fenomeni  termici,  accettandola  non  abbiamo  fatto  altro  che  so- 
stituirla alla  relazione  reale  che  esiste  fra  i fenomeni  termici 
e meccanici.  I fatti  fondamentali  vengono  sostituiti  da  un  egual 
numero  di  ipotesi,  e ciò  evidentemente  non  è un  guadagno.  Quando 
un’ipotesi  può  considerevolmente  facilitare  l’intelligenza  di  nuovi 
fatti,  sostituendo  ad  essi  idee  già  famigliavi,  e cosi  la  sua 
•efficacia  è esaminata.  Si  errerebbe  quando  si  aspettasse  maggior 
luce  dall'ipotesi  che  dai  fatti  stessi. 

3.  Lo  sviluppo  della  concezione  meccanica  della  natura  è stato 
favorito  da  molte  circostanze.  In  primo  luogo  esiste  fra  tutti  i 
fenomeni  naturali  ed  i fenomeni  meccanici  un  legame  manifesto 
che  ci  menu  alla  spiegazione  dei  fenomeni  ancora  poco  noti  per 
mezzo  ilei  fenomeni  meccanici  meglio  conosciuti.  Inoltre  fu  pro- 
prio in  meccanica  a scoprirsi  le  prime  grandi  leggi  generali  e 
di  grande  estensione.  Una  di  queste  leggi  è il  teorema  delle 
forze  vive  l'fU,  — U0)  = 2’  — «»(»,*  — »„*),  secondo  il  quale  l'in- 
cremento di  forza  viva  di  un  sistema,  nel  passare  da  una  posi- 
zione ad  un’altra,  è uguale  all’incremento  della  funzione  di  forze 
(od  al  lavoro),  che  si  esprime  mediante  una  funzione  delle  po- 
sizioni iniziale  e finale.  Se  ora  consideriamo  il  lavoro,  che  il  si- 
stema può  fare,  ciò  che  Helmholtz  chiama  la  sua  forza  di  ten- 
sione S,  un  lavoro  qualunque  U,  realmente  eseguito  dal  sistema, 
allora  apparirebbe  come  una  diminuzione  della  forza  di  tensione 
primitiva  K;  si  ha:  S = K — U,  ed  il  teorema  delle  forze  vive 
assume  la  forma: 

o 1 

-’S  -p  — Ztn e*  = costante, 
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cioè  che  ogni  diminuzione  della  forza  di  tensione  è composta  da 
un  aumento  eguale  di  forza  viva.  Il  teorema  posto  sotto  questa 
forma  ha  assunto  il  nome  di  principio  della  conservazione  del- 
l’energia ; infatti  esprime  che  la  somma  della  forza  di  tensione 
(energia  potenziale)  di  un  sistema  e della  sua  forza  viva  (energia 
cinetica)  è costante.  Ma  siccome  nella  natura  un  lavoro  fatto- 
può  non  produrre  solo  forza  viva,  ma  .anche  una  quantità  di  ca- 
lore od  un  potenziale  di  una  carica  elettrica,  ecc.,  si  vede  in 
questo  principio  l’affermazione  dell’esistenza  di  un  fenomeno 
meccanico  a base  di  tutti  i fenomeni  naturali.  Tuttavia  essa  non 
esprime  altro  che  una  relazione  quantitativa  invariabile  fra  i fe- 
nomeni meccanici  ed  i fenomeni  di  altre  specie. 

4.  Sarebbe  un  errore  il  credere  che  un  esame  più  profondo- 
e più  generale  delle  scienze  della  natura  sia  principalmente  stata 
la  conseguenza  della  concezione  meccanica  dell'universo.  Questo 
esame  in  tutti  i tempi  è stato  la  caratteristica  dei  grandi  inve- 
stigatori ; esso  ha  contribuito  alla  costruzione  della  meccanica  e 
quindi  non  ha  potuto  essere  un  risultalo  di  quest’ultima.  Galileo 
ed  Huygens  hanno  sempre  alternato  la  considerazione  del  feno- 
meno particolare  con  quella  dell'insieme  complessivo,  ed  i risul- 
tati da  essi  ottenuti  sono  il  frutto  di  uno  sforzo  continuo  verso 
una  concezione  semplice  e logica.  Essi  giungono  a determinare 
la  relazione  fra  la  velocità  acquistata  nella  caduta  di  corpi  iso- 
lati o di  sistemi  e l’altezza  della  caduta,  solo  mediante  lo  studio 
più  accurato  dei  casi  particolari  dei  moti  di  caduta,  combinato 
con  la  considerazione  che  i corpi,  abbandonati  a sè  stessi,  ten- 
dono solo  a cadere.  A tal  uopo  Huygens  insisteva  sull- impossi- 
bilità del  moto  perpetuo;  quindi  egli  già  possedeva  il  punto  di 
vista  moderno;  sentiva  V incompatibilità  della  rappresentazione 
di  un  moto  perpetuo  e delle  rappresentazioni  comuni  di  fenomeni 
meccanici  naturali. 

Le  finzioni  di  Stevino  — come  quella  della  catena  chiusa 
giacente  sul  prisma  — sono  altrettanti  esempi  di  una  stessa  pe- 
netrazione di  spirito,  che  consiste  nell’applicazione,  ad  un  caso 
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particolare,  di  una  rappresentazione  formata  con  molte  esperienze. 
Lo  scorrimento  della  catena  chiusa  sembrò  a Stevino  che  fosse 
un  moto  di  caduta  senza  caduta,  un  moto  sema  scopo,  come  un 
atto  intenzionale,  che  non  rispondesse  a nessuna  intenzione,  una 
tendenza  verso  una  variazione  che  la  variazione  prodotta  non 
soddisfaceva  affatto.  Poiché  il  moto  è in  generale  connesso  alla 
caduta,  nel  caso  particolare  la  caduta  sarà  anche  annessa  al  moto. 
Chiaramente  (pii  si  vede  un’intenzione  della  dipendenza  reci- 
proca di  v ed  li,  espressa  dall'equazione  v — | 2gh  , ma  natu- 
ralmente sotto  una  forma  meno  precisa.  Con  il  suo  spirito  sottile 
di  ricerca  Stevino  scopri  nella  finzione  del  moto  della  catena  una 
contraddizione  che  sarebbe  sfuggita  ad  un  pensatore  meno  pro- 
fondo. 

Si  trova  nei  lavori  di  Sadi  Carnot  lo  stesso  processo  di  con- 
fronto fra  il  lavoro  e l’ insieme,  fra  il  particolare  ed  il  generale  ; 
ma  non  più  limitato  alla  meccanica.  (Quando  Carnot  scoprì  che 
la  quantità  di  calore  Q.  che  passa  dalla  temperatura  t alla  tem- 
peratura t'  per  un  lavoro  fatto  L,  può  dipendere  solo  dalla  tem- 
peratura ed  in  nessun  modo  dalla  uatnrn  dei  corpi,  il  suo  pen- 
siero seguì  esattamente  il  metodo  di  Galileo.  Così  ancora  procede 
J.  K.  Maver,  quando  enunciò  il  suo  principio  dell’equivalenza  del 
lavoro  e del  calore;  le  concezioni  meccaniche  della  natura  gli  fu- 
rono perfettamente  estranee:  egli  non  ne  ebbe  affatto  bisogno.  Chi 
si  fa  grucce  delle  concezioni  meccaniche  della  natura  per  giun- 
gere a comprendere  l’equivalenza  del  lavoro  e del  calore,  com- 
prende solo  a metà  il  progresso  realizzato  da  questo  principio. 
Ma  per  quanto  si  apprezzino  altamente  i lavori  originali  di  Maver, 
tuttavia  non  bisogna  per  questo  stimarne  meno  il  merito  dei 
fisici  di  professione  Joule,  Holmholtz,  Clausius,  Thomson,  che 
hanno  fatto  molto,  e forse  tutto,  per  stabilire  e perfezionare  la 
nuova  concezione  nei  suoi  particolari.  Supporre  che  essi  abbiano 
preso  a prestito  le  idee  di  Maver  ci  pare  del  tutto  inutile.  Chi 
ciò  afferma  avrebbe  l’obbligo  di  provarlo.  Parecchie  manife- 
stazioni simultanee  di  una  stessa  idea  non  sono  cose  nuove  nella 
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storia.  Xon  procederemo  più  oltre  in  questa  discussione  di  que- 
stioni personali  che  non  interessano  più  da  trent'  anni.  In  ogni 
caso  è veramente  deplorevole  che,  sotto  il  pretesto  di  giustizia, 
si  faccia  ingiuria  ad  uomini,  la  cui  vita  avrebbe  diritto  di  essere 
placida  ed  altamente  onorata,  anche  quando  essi  avessero  latto 
fare  alla  scienza  solo  un  terzo  dei  progressi,  che  questa  real- 
mente deve  a loro. 

I lavori  di  Mayer  sul  principio  trovarono  in  Germania  un  ac- 
coglienza assai  fredda,  scoraggiante,  ed  anche  ostile,  e non  fu- 
rono pubblicati  che  con  molta  difficoltà,  mentre  furono  rapida- 
mente apprezzati  in  Inghilterra.  Ma  1 abbondanza  dei  nuovi 
fenomeni  scoperti  li  fece  cadere  in  oblio;  fu  Tendali  che  nella 
sua  celebre  opera  u Heat  a mode  of  motton  „ 1 1 863 1 richiamò 
l' attenzione  sopra  di  essi  per  il  grande  elogio  che  egli  ne  fece. 
Ne  venne  in  Germania  una  reazione  che  raggiunse  il  suo  punto 
culminante  nello  scritto  di  Dflhring  intitolato  w Roberto  Mailer , 
il  Galileo  nel  xix  secolo  „ (1878).  Tosto  sembrò  che  1 ingiustizia, 
di  cui  era  vittima  Maver,  dovesse  venire  compensata  da  una  in- 
giustizia in  senso  inverso.  I valori  del  Mayer  trovarono  un  ap- 
provazione entusiastica  e senza  riserva  in  ima  recensione  di  Pop- 
per (Dos  A listali d,  1876,  n.  35),  che  è d’altronde  notevole  per  le 
suggestioni  che  contiene  nella  teoria  della  conoscenza.  Mi  sono 
sforzato  (“  Priucipien  der  Wiirme  „)  ossia  (w  Principi  del  ca- 
lore „)  di  dare  un’esposizione  precisa  ed  imparziale  delle  contri- 
buzioni degl’investigatori  alla  teoria  meccanica  del  colore.  Da 
essa  appare  che  ciascuno  di  essi  sia  caratterizzato  da  un  origi- 
nalità intellettuale  propria,  causa  delle  sue  scoperte.  Mayer  è 
il  lilosofo  della  scienza  del  calore  e dell’energia;  Ioule,  benché 
egli  pure  sia  condotto  al  principio  dell'energia  da  considerazioni 
filosofiche,  ne  fonda  la  teoria  sperimentale  ; ed  Helmholtz  ne  sta- 
bilisce la  teoria  dal  punto  di  vista  fisico.  Helmholtz,  Clausius  e 
Thomson  utilizzano  tutti  e tre  le  idee  di  f'arnot,  il  cui  pensiero 
segue  un  cammino  tutto  suo  proprio.  Uno  qualunque  degli  altri  in- 
vestigatori sopra  nominati  poteva  non  essere  allora  esistito,  il  corso 
della  scienza  ne  sarebbe  stato  rallentato,  ma  non  sarebbe  stato 
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arrestato.  (Cfr.  anche  l'edizione  delle  opere  di  Maver.  fatta  da 
Weyrauch  ; Stuttgart,  1893). 

5.  La  vasta  veduta,  che  si  esprime  nel  principio  della  con- 
servazione della  energia,  non  è propria  della  meccanica,  ma 
invece  è,  come  vedremo,  intimamente  connessa  al  pensiero  scien- 
tifico e sintetico  in  generale.  La  nostra  scienza  della  natura 
consiste  nella  riproduzione  mentale  dei  fatti  o nella  loro  espres- 
sione quantitativa  astratta.  Le  regole  di  questa  riproduzione  sono 
le  leggi  naturali.  La  legge  di  causalità  riposa  solo  sull’intima 
convinzione  della  possibilità  generale  di  regolo  di  ricostruzione; 
essa  esprime  soltanto  la  dipendenza  recìproca  dei  fenomeni. 
È inutile  mettere  specialmente  in  evidenza  lo  spazio  ed  il  tempo, 
poiché  tutte  le  relazioni  di  tempo  e di  spazio  sono  implicitamente 
espresse  nelle  altre  dipendenze  dai  fenomeni. 

Le  leggi  naturali  sono  equazioni  fra  gli  elementi  misurabili 
a.  fi.  y ...  iv  dei  fenomeni.  Siccome  la  natura  è variabile,  il  nu- 
mero di  queste  equazioni  è necessariamente  sempre  minore  di 
quello  degli  elementi  misurabili  presenti. 

Quando  conosciamo  tutti  i valori  di  a.  fi.  ó . . .,  mediante 
i quali  ad  esempio  i valori  di  A,  //,  y . . . sou  dati,  possiamo 
chiamare  causa  il  gruppo  a.  fi.  y,  ti . . . ed  elfetto  il  gruppo  A. 
p y...  e,  in  questo  senso,  possiamo  dire  che  l'effetto  è deter- 
minato in  un  modo  unirò  dalla  causa.  Il  principio  della  ragione 
sufficiente,  usato  per  esempio  da  Archimede  nel  suo  sviluppo 
delle  leggi  della  leva,  dice  anche  unicamente  che  l'azione  di  uu 
numero  dato  di  circostanze  non  può  essere  simultaneamente  de- 
terminato ed  indeterminato. 

Poniamo  due  circostanze  a e A fra  loro  in  relazione.  Tutte 
le  altre  circostanze  rimanendo  invariabili,  un  cambiamento  di  a 
sarà  accompagnato  da  un  cambiamento  corrispondente  di  A; 
ma  inversamente  un  cambiamento  di  A dà  origine  in  generale 
anche  ad  un  cambiamento  di  a.  Ritroveremo  la  considerazione 
di  questa  dipendenza  reciproca  in  Steviuo,  Galileo,  Huygens,  ecc.; 
questa  stessa  idea  ha  contribuito  alla  .scoperta  dei  fenomeni  in- 
versi  dei  fenomeni  noti.  Il  cambiamento  di  volume  del  gaz  me- 
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diante  il  cambiamento  della  temperatura  corrisponde  al  cambia- 
mento della  temperatura  mediante  il  cambiamento  del  volume  ; 
il  fenomeno  Seebeck  corrisponde  al  fenomeno  l 'elticr,  ecc.  In 
queste  specie  d’inversione  è indispensabile  di  portare  tutta  la 
nostra  attenzione  alla  forma  della  dipendenza.  La  ligura  232  fa 
vedere  chiaramente  che  ogni  cambiamento 
di  A è accompagnato  da  un  cambiamento 
notevole  di  « senza  che  sia  vera  l’inversa. 
Le  relazioni  fra  i fenomeni  elettromagnetici 
ed  i fenomeni  di  induzione,  scoperti  da 
Faraday,  ne  danno  un  eccellente  esempio. 
Si  faccia  passare  un  gruppo  di  circo- 
stanze a,  y,  ò . . . , che  determina  un  altro  gruppo  A,  p,  y ... 
dai  loro  valori  iniziali  ai  valori  finali  a',  ff , y,  ò'  • . . . ; le  cir- 
costanze del  secondo  gruppo  passano  nello  stesso  tempo  da  A, 
/i,  y . . . a A',  fi',  •/. . . Se  il  primo  gruppo  riprende  i valori  ini- 
ziali. pure  il  secondo  li  riprende.  In  ciò  precisamente  consiste 
“ l'equivalenza  della  causa  e dell’effetto  idea  di  cui  Mayer 
ha  molte  volte  segnalato  l’ importanza. 

Quando  il  primo  gruppo  può  sul  óre  solo  cambiamenti  perio- 
dici, i cambiamenti  del  secondo  sono  pure  conseguentemente 
periodici,  nè  possono  ossere  permanenti.  I metodi  intellettuali 
si  fecondi  seguiti  da  Galileo,  Huygens,  Sadi-C'arnot,  Mayer  e 
da  nitri,  si  riconducono  a questa  semplice  e potente  idea  che 
i cambiamenti  meramente  periodici  di  una  serie  di  circostante 
possono  solo  costituire  l’origine  di  cambiamenti  egualmente  pe- 
riodici di  un'altra  serie  e non  affatto  di  cambiamenti  continui 
e permanenti.  Le  formule  come  “ l’effetto  è equivalente  alla 
causa  „,  “ il  lavoro  non  si  può  creare  dal  unita  “ il  moto  per- 
petuo è impossibile ,,  non  sono  altro  che  formule  particolari, 
meno  determinate  e meno  chiare,  di  questa  idea,  che  non  appar- 
tiene solamente  alla  meccanica,  ma  che  appartiene  all  intiero 
dominio  del  pensiero  scientifico.  Così  scompare  ogni  misticismo 
metafisico,  che  potrebbe  àncora  collegarsi  al  principio  della  con- 
servazione dell’energia  (1). 


Fi,j.  232. 
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Tutte  le  idee  di  conservazione  come  il  concetto  di  sostanza 
hanno  il  loro  solido  fondamento  nella  economia  del  pensiero.  Un 
cambiamento  isolato,  senza  nessun  punto  di  sostegno  o senza 
nessun  punto  di  riferimento,  è inconcepibile  e non  immagina- 
bile. La  questione  che  si  fa  è quindi  di  sapere  qual’è  la  rappre- 
sentazione che  si  mantiene  durante  il  cambiamento,  qual’è  la 
legge  che  subisce,  V equazione  che  rimane  verificata,  il  valore  che 
rimane  costante?  Quando  si  dice  che  in  ogni  fenomeno  di  rifra- 
zione T indice  rimane  costante,  che  in  ogni  fenomeno  di  caduta 
dei  gravi  g rimane  eguale  a 9,81,  che  in  ogni  sistema  isolato 
l'energia  non  varia,  tutti  questi  teoremi  hanno  una  stessa  fun- 
zione di  economia,  che  è di  agevolare  la  riproduzione  dei  fatti 
nel  pensiero. 

Si  possono  confrontare  queste  righe,  scritte  nel  1H83,  con  gli 
sviluppi  di  Petzoldt  intorno  alla  tendenza,  alla  stabilità  nella 
vita  intellettuale  l 'Maxima,  Minima  unii  Aekonomie,  Viertel- 
jahrssehr.  f.  w.  Philos.,  1891). 

(i.  Qui  debbo  aggiungere  alcune  osservazioni  rispetto  a certe 
Memorie,  pubblicate  dopo  il  1883,  e riguardanti  il  principio  della 
conservazione  dell’energia,  quelle  di  J.  Popper  (Die  Physikali- 
schen  Grnndsdtze  der  elelct  lische  ti  Krnftiibertrayung , Vienna, 
1883),  (i.  Helm  ( Die  Lehre  non  der  Energie,  Lipsia,  1887), 
M.  Plank  ( Das  Princip  der  Erhaltuny  der  Energie,  Lipsia, 
1887),  F.  A.  Al  filler  (Das  Problem  der  Coni  innifàt  in  der  Ma- 
thematik  and  Mechanik , Marburgo,  188(i).  I lavori  di  Popper 
e di  Helm,  indipendenti  fra  loro,  vanno  cosi  bene  d’accordo 
nella  loro  tendenza,  ad  un  tempo  fra  loro  e con  le  mie  proprie 
ricerche,  che  ho  letto  poche  cose  che  ini  siano  state  cosi  sim- 
patiche come  queste,  senza  che  perciò  le  differenze  individuali 


(.1)  Per  abbattere  le  applicazioni  ili  questo  stesso  principio  all’u- 
niverso intiero,  basta  rammentarsi  che  ogni  principio  scientifico  è 
un'astrazione,  che  presuppone  la  ripetizione  ili  casi  simili. 
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svaniscono.  Questi  due  autori  si  incontrano  specialmente  nel 
loro  tentativo  di  una  energetica  generale,  rispetto  alla  quale 
si  troverà  una  indicazione  nel  tnio  scritto:  L eher  die  Erhaltung 
der  Arieti,  p.  54.  Da  allora  in  poi  questa  “ energetica  generale  „ 
è stata  trattata  partitainente  da  Helin,  Ostwald,  ecc. 

Già  nel  1872  ( Erhaltunt / der  Arieti,  pp.  42  e seg.),  ho  mo- 
strato che  la  convinzione  della  impossibilità  del  moto  perpetuo 
è fondata  sulla  credenza  generale  della  determinazione  unica  di 
un  gruppo  di  elementi  (meccanici)  a. /i,  y . . . mediante  un  altro 
gruppo  di  elementi  x,  y,  z...  Le  idee  di  Planck  (pp.  99,  138, 
139)  concordano  in  sostanza  colle  mie;  solo  la  forma  dell’esposto 
è alquanto  diversa.  Del  resto  ho  insistito  più  volte  su  ciò,  che 
tutte-  le  forme  del  principio  di  causalità  provengono  da  tendenze 
subbiettive,  a cui  la  natura  non  è necessitata  a confermarsi  ; 
ed  in  ciò  le  mie  idee  sono  assai  prossime  a quelle  di  Popper  e 
di  Helm. 

Plank  (pp.  21  e seg.,  p.  135)  ed  Helm  (pp.  25  e seg.)  par- 
lano del  principio  “ metafisico  „ che  Mayer  aveva  scelto  per  guida. 
Entrambi  riconoscono  che  Joule  doveva  essere  cosi  guidato 
da  idee  analoghe,  benché  non  le  abbia  espresse  (Plank,  pp.  23 
e seg.,  Helm,  p.  28);  hi  mia  opinione  è perfettamente  conforme 
alla  loro. 

Alcune  osservazioni  mi  paiono  necessarie  rispetto  ai  pretesi 
punti  di  vista  “ metafisici  „ di  Mayer,  a cui,  secondo  llelmholtz, 
gli  ardenti  fautori  delle  speculazioni  metafisiche  attribuiscono 
il  più  gran  valore,  ma  che  egli  stesso  considera  come  le  parti 
più  deitoli  di  tutto  l’esposto.  Per  mezzo  di  proposizioni  come 
queste:  “nulla  non  può  nascere  dal  nulla,,,  ••  1 effetto  è equi- 
valente alla  causa  „ ecc.,  è impossibile  di  nulla  dimostrare  ad 
altri.  Ho  dimostrato  altrove  con  esempio  (ErhaUung  der  Arieti \. 
quanto  siano  impotenti  queste  proposizioni  che  furono  accolte 
nella  scienza  fino  ad  un'epoca  ancora  assai  prossima  a noi.  Ma  nel 
caso  di  Mayer,  esse  non  ini  sembrano  siano  delotezze.  Esse  sono 
invece  in  lui  l’espressione  di  un  istinto  potente,  del  bisogno  non 
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soddisfatto  ancora  e mal  definito  di  una  concezione  sostanziale 
di  ciò  che  presentemente  chiamiamo  energia;  non  è esatto  ai 
miei  occhi  qualificare  questo  bisogno  di  metafisico.  Ora  si  sa 
che  a Mayer  non  mancava  la  forza  di  fare  la  luce  su  questo 
bisogno  intellettuale.  Mayer  non  si  comportò  diversamente  da 
Galileo.  Black,  Faraday  e da  altri  grandi  investigatori,  benché 
parecchi  di  questi  fossero  forse  più  discreti  e più  prudenti 
di  lui. 

Hr  già  precedentemente  affrontato  questo  punto  ( Beiti- . zar 
Ano/,  d.  Empfind,  la  ediz.,  188(i;  pp.  161  e seg.).  Mettendo  da 
banda  il  fatto,  che  io  non  condivido  il  punto  di  vista  di  Kant  e 
che,  in  un  modo  generale,  io  non  mi  pongo  in  nessun  punto 
di  vista  metafisico  — nemmeno  dal  punto  di  vista  di  Berkeley, 
come  pretesero  lettori  frettolosi  di  quella  fra  le  mie  opere,  che 
io  ho  ora  citato,  — le  mie  idee  si  accordano  con  quelle  di 
F.  A.  Mailer  (pp.  104  e seg.).  Si  troverà  il  principio  della  con- 
servazione dellVnergia  discusso  partitamente  nel  mio  lavoro  sui 
pr  incipit  del  calore. 


11.  Relazioni  della  Meccanica  con  la  fisiologia. 

1.  Ogni  scienza  trae  la  sua  origine  dai  bisogni  della  vita. 
Benché  le  vocazioni  particolari,  le  tendenze  e le  capacità  perso- 
nali di  ciascuno  dei  ricercatori  la  dividano  e la  suddividano  in 
tanti  rami,  tuttavia  è la  relazione  con  il  tutto  che  può  solo  dare 
a ciascuno  di  essi  la  freschezza  e la  forza  della  vita.  Questa 
connessione  solamente  permetterà  ad  un  investigatore  di  rag- 
giungere gli  scopi  che  si  è proposto  e di  preservarsi  da  mo- 
struosi sviluppi  unilaterali. 

La  divisione  del  lavoro,  la  specializzazione  dell’  investigatore 
ad  un  campo  ristretto  e l’ investigazione  in  questo  dominio  come 
un  lavoro  di  tutta  la  vita,  sono  le  condizioni  necessarie  per  un 
fecondo  sviluppo  scientifico.  Questa  specializzazione  e questa 
limitazione  solo  permettono  di  costituire  i metodi  particolari,. 
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intellettuali  ed  economici,  indispensabili  per  conquistare  questo 
dominio.  Ma  esse  espongono  ad  un  tempo  al  pericolo  di  so- 
vrastimare il  mezzo,  il  metodo,  che  è la  preoccupazione  costante, 
e di  considerarlo  come  lo  scopo  reale  della  scienza,  mentre  esso 
non  è che  uno  strumento. 

2.  11  grandissimo  sviluppo  formale  della  fisica,  sproporzionato 
rispetto  a quello  delle  altre  scienze  naturali,  ha  creato  uno  stato 
speciale  della  nostra  intellettualità.  Le  nozioni  astratte,  che  co- 
stituiscono la  supellettile  della  tìsica,  i concetti  di  massa,  forza, 
atomo,  i quali  hanno  solo  per  oggetto  di  richiamare  esperienze 
sistematiche  a scopo  di  economia,  ricevono  dalla  maggior  parte 
degli  investigatori  della  natura  un’esistenza  reale  al  di  là  del 
pensiero.  Inoltre  si  giunge  a credere  che  queste  masse  e questa 
forza  siano  le  cose  essenziali  da  ricercare,  e che  note  queste,  tutto 
ciò  che  ha  relazione  coll’equilibrio  e col  moto  delle  masse  si 
inferisca  naturalmente.  L’uomo  che  conoscesse  1 universo  solo  pei 
mezzo  del  teatro  e che  arrivasse  a scoprire  il  segreto  e il  mec- 
canismo della  scena,  potrebbe  probabilmente  pensare  che  I uni- 
verso reale  avesse  anche  delle  cordicine,  e che  basterebbe  di 
trovarle  per  acquistare  la  conoscenza  ultima  di  tutte  le  cose. 
Parimenti  non  dobbiamo  considerare  quali  basi  dell’universo  reale 
i mezzi  intellettuali  ausiliari,  di  cui  ci  serviamo  per  la  rappre- 
sentazione del  mondo  sulla  scena  del  pensiero. 

3.  Nella  esatta  conoscenza  dell’ordinamento  delle  scienze  par- 
ticolari in  relazione  alla  scienza  generale  si  trova  una  filosofia 
speciale,  che  si  può  esigere  da  ogni  investigatore.  La  mancanza 
di  concezioni  esatte  su  questo  punto  si  rivela  dall  apparizione 
dei  problemi,  i cui  enunciati  sono  assurdi  sia  che  si  conside- 
rino come  insolubili  o no.  Una  tale  usurpazione  della  tìsica  a 
danno  della  fisiologia,  una  concezione  erronea  delle  vere  rela- 
zioni di  queste  due  scienze,  si  manifesta  nel  problema  della  pos- 
sibilità o della  impossibilità  di  spiegare  le  sensazioni  mediante 
i movimenti  degli  atomi. 

Ù interessante  cercare  quali  condizioni  abbiano  potuto  con- 
durre a formulare  un  problema  cosi  straordinario.  Innanzi  tutto 
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•osserviamo  che  si  concede  una  maggiore  fiducia  alle  esperienze 
sulle  relazioni  di  tempo  e di  spazio,  che  si  attribuisce  ad  esse 
un  carattere  più  obbiettivo,  più  reale , che  alle  esperienze  sul 
calore,  sul  suono,  sul  colore,  ecc.  Una  ricerca  un  po’  esatta  im- 
pedirà tuttavia  di  cadere  in  errore  su  questo  punto  e proverà 
che  le  sensazioni  di  tempo  e di  spazio  sono  sensazioni  come  lo 
sono  quelle  di  colore,  di  suono  o di  odore,  ma  che  noi  vediamo 
più  chiare  e che  siamo  molto  più  esercitati  nella  conoscenza  delle 
prime  che  in  quella  delle  seconde.  Lo  spazio  ed  il  tempo  sono 
sistemi  ben  coordinati  di  serie  di  sensazioni.  Le  grandezze,  che 
incontriamo  nelle  equazioni  della  meccanica,  non  sono  altro  che 
i segni  ordinali  dei  termini  di  queste  serie,  che  debbono  essere 
messe  in  evidenza  nelle  nostre  rappresentazioni.  Le  equazioni 
rappresentano  le  dipendenze  reciproche  di  questi  segni  ordinali. 

Un  corpo  è un  insieme  relativamente  costante  di  sensazioni 
tattili'  e visuali,  associato  alle  stesse  sensazioni  di  spazio  e di 
tempo.  I principii  della  meccanica,  ad  esempio  quello  della  acce- 
lerazione reciproca  di  due  masse,  danno  direttamente  od  indi- 
rettamente la  relazione,  che  esiste  fra  queste  sensazioni  di  tatto, 
di  luce,  di  spazio  e di  tempo.  Essi  conservano  un  senso  intelli- 
gibile solo  mediante  i loro  contenuti  formati  dalle  sensazioni 
(e  spesso  assai  complicati). 

Dedurre  le  sensazioni  del  moto  delle  masse  equivale  perciò 
a spiegare  il  più  semplice  ed  il  più  vicino  mediante  il  più  com- 
plicato ed  il  più  lontano  — fatui  astrazione  iu  oltre  dal  fatto, 
che  i concetti  meccanici  siano  mezzi  di  risparmio,  che  sono  stati 
•sviluppati  solo  per  l’esposizione  dei  fatti  meccanici , e non  per 
quella  dei  tatti  fisiologici  e psicologici.  Per  impedire  che  siano 
posti  problemi  di  un  carattere  cosi  falso,  basta  ben  distinguere 
il  mezzo  dallo  scopo  della  ricerca  e di  limitarsi  alla  rappresen- 
tazione dei  fatti. 

4.  Una  scienza  qualunque  può  solo  riprodurre  complessi 
di  questi  elementi  comunemente  chiamati  sensazioni.  Un  ele- 
mento come  il  calore  di  un  corpo  A non  dipende  solo  da 
•elementi  come  quelli,  il  cui  insieme  costituisce  ad  esempio  una 
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fiamma  B,  ma  anche  dall'  insieme  degli  elementi  del  nostro  corpo,, 
ad  esempio  dall’insieme  degli  elementi  del  nervo  N.  Come  og- 
getto o semplice  elemento  X non  è essenzialmente,  ma  solo  con- 
venzionalmente diverso  da  A e da  B.  La  relazione  tra  A e B 
è una  questione  di  fisica,  quella  fra  A ed  N è una  questione 
di  fisiologia.  Nessuna  di  queste  due  questioni  può  esistere  iso- 
latamente; esse  esistono  insieme  entrambe.  Solo  per  eccezione 
può  essere  trascurata  o l'una  o l'altra.  Similmente  i fenomeni, 
che  in  apparenza  sono  puramente  meccanici,  sono  quindi  sempre 
ad  un  tempo  fisologici  e perciò  anche  elettrici,  chimici,  ecc. 
Onde  la  meccanica  non  comprende  la  base  dell'universo,  e nem- 
meno ne  abbraccia  una  parte  ; essa  ne  mostra  un  aspetto  sol- 
tanto. 


A P P E N D I C I 


APPENDICE  I. 

(Al  Gap.  [,  S r,  ini.  5,  *i;  § 11,  li.  3). 


Io  devo  qui  richiamare  l'attenzione  de’  miei  lettori  sopra  un 
interessante  scritto  di  (r.  Vailati,  (La  dimostrazione  del  prin- 
cipio della  leva  data  ila  Archimede,  Bollettino  di  bibliografìa  e 
storia  delle  scienze  matematiche,  maggio  e giugno  1904),  nel 
quale  l’autore,  insieme  ad  Hiilder,  prende  posizione  contro  la 
mia  critica  della  deduzione  della  legge  della  leva  di  Archimede, 
e contemporaneamente  si  oppone  in  parte  anche  ad  Hiilder.  Io 
credo  che  ciascuno  leggerà  con  vantaggio  le  considerazioni  del 
Vailati;  e confrontandole  con  ciò  che  io  ho  eletto  nel  Capitolo  I, 
4J6j  I e II,  sarà  posto  in  grado  di  formarsi  un  chiaro  giudizio 
sopri  i punti  controversi.  Il  Vailati  dimostra  che  Archimede  de- 
duce' la  legge  della  leva  appoggiandosi  sopra  cognizioni  anteriori 
(dedotto  dall'esperienza)  relative  al  centro  di  gravità.  Che  un 
tale  processo  sia  possibile,  soddisfacente  e magari  anche  molto 
fecondo  in  certi  gradi  di  sviluppo  per  l'indagine,  che  forse  sia 
questo  l’unico,  io  non  l’ho  inni  contrastato;  al  contrario  l'ho 
espressamente  riconosciuto  con  il  modo,  onde  io.  ho  esposto  le 
deduzioni  di  Stevino  e di  Galilei,  modellate  a questo  riguardo 
su  quelle  di  Archimede.  L’intiero  mio  libro  ha  però  per  iscopo 
di  convincere  il  lettore,  che  non  si  possono  concepire  facilmente 
leggi  della  natura  con  l'aiuto  di  supposizioni  evidenti,  ma  che 
esse  debbono  essere  dedotte  dall'esperienza;  io  avrei  mancato  a 
questo  scopo,  se  io  non  avessi  distrutto  l' impressione,  che  si  po- 
tesse dedurre  la  legge  generale  della  leva  dall’equilibrio  di  pesi 
eguali,  attaccati  a braccia  uguali.  Io  dovevo  adunque  mostrare 
dove  viene  introdotta  l’esperienza,  che  già  contiene  la  legge  ge- 


34 


— 530  — 


nerale  completa  della  leva.  Questa  esperienza  .si  trova  nella  sup- 
posizione fatta  nel  Gap.  L § I.  e nello  stesso  modo  si  trova  anche 
in  ognuna  delle  leggi  generali,  e senza  dubbio  giuste,  sul  centro 
di  gravità,  riportate  dal  Vadati.  Ciò  che  il  moderno  scienziato 
deve  analizzare  o marcare  nelln  deduzione  di  Archimede,  sta  pre- 
cisamente nel  fatto  che  la  relazione  di  proporzionalità  tra  i pesi 
ed  i bracci  di  leva  non  è ricavata  nel  modo  più  semplice  diret- 
tamente da  un’esperienza,  ma  viene  offerta  al  lettore  stupito 
come  trovato  mediante  un  giro  artifizioso.  La  stessa  deduzione 
di  leggi  semplici,  che  sembrano  quasi  evidenti,  può  piacere  al 
matematico,  specialmente  a coloro,  che  preferiscono  il  metodo  di 
Euclide,  e ad  ogni  altro,  che  la  pensi  allo  stésso  modo;  ma  par- 
tendo da  un  altro  punto  di  vista,  e avendo  di  mira  altri  scopi, 
noi  abbiamo  tutte  le  ragioni  di  distinguere  ed  apprezzare  diver- 
samente la  deduzione  e l’intuizione,  l’artificio  logico  ed  il  con- 
vincimento, e l’intima  veduta.  Se  al  lettore  è di  giovamento 
questa  discussione,  a me  importa  poco  di  avere  ragione  in  ogni 
parola. 


APPENDICE  IL 
(Al  Cap.  I,  § VI,  u.  8 . 

1’.  Duhem  espone  nel  suo  libro:  Lea  origines  de  la  Statirjue, 
Parigi,  1905,  T.  1.  il  pensiero  gin  sostenuto  da  Wohlwill,  che 
la  coltura  scientifica  moderna  è connessa  con  l'autiea  molto  più 
intimamente  di  (pianto  ordinariamente  si  erede.  Le  concezioni 
scientifiche  del  rinascimento  sono  derivate  da  uno  sviluppo  gra- 
duale molto  lento,  derivante  per  gradi  insensibili  da  quelle  del- 
l’antichità greca,  specialmente  delle  scuole  peripatetica  ed  ales- 
sandrina. Noto  subito  che  il  libro  di  Duhem  contiene  in  poco 
spazio  una  gran  quantità  di  cose  interessanti  e chiaramente  istrut- 
tive, alla  cui  conoscenza  si  può  giungere  solo  mediante  uno  studio 
faticoso  di  stampe  e manoscritti  antichi.  Per  questo  soltanto  il 
libro  è gin  ammirabile  e fruttuóso. 
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In  particolare  Duhem  attribuisce  a Giordano  di  Neinore,  scrit- 
tore del  XIII  secolo  come  volgarizzatore  e studioso  di  antiche 
concezioni,  e così  pure  ad  un  posteriore  elaboratore  del  Liber  Jor- 
dani  de  rottone  ponderiti,  che  egli  chiama  precursor  di  Leonardo 
da  \ inci,  una  grande  influenza  su  Leonardo,  Cardano  e Benedetti 
Le  più  importanti  correzioni  al  Liber  .lordimi  de  rat-ione ponderiti, 
che  Tartaglia  dà  per  sue  proprie  e che  egli  applica  anche  nei 
Quesiti  et  inventioni  diverse,  senza  nominare  Giordano  ed  i suoi 
commentatori  successivi,  sono  infatti  già  contenute  in  un  mano- 
scritto: Liber  .lordimi  de  rationi  ponderi»,  che  Duhem  ha  tro- 
vato nella  biblioteca  nazionale  di  Parigi.  Anche  i manoscritti  d 
Leonardo,  che  non  furono  sufficientemente  conservati  e protetti 
da  utilizzazioni  incoscienti,  hanno,  secondo  Duhem,  esercitato  la 
loro  azione  su  Cardano  e Benedetti.  Gli  autori  fin  qui  nominati 
esercitarono  la  loro  influenza  in  Italia,  prima  di  ogni  altro  su 
Galilei,  in  Olanda  su  Stevino;  per  ambedue  queste  vie  le  stesse 
idee  j ire  valsero  in  Trancia,  ove  esse  trovarono  terreno  propizio 
in  Roberval  e Descartes.  Secondo  ciò  adunque,  la  continuità  fra 
la  statica  antica  e la  moderna  non  sarebbe  stata  mai  interrotta. 

< 'onsideriamo  alcune  particolarità.  Aristotile  nota,  riguardo 
alle  leva,  nei  suoi  problemi  meccanici,  che  i pesi  in  equilibrio  sono 
inversamente  proporzionali  ai  bracci  di  leva,  od  inversamente 
proporzionali  agli  archi  descritti  in  uno  stesso  movimento  dagl; 
•estremi  dei  bracci.  Volendo  interpretarla  con  grande  larghezza, 
si  può  riguardare  questa  osservazione  come  l’espressione  incom- 
pleta del  principio  degli  spostamenti  virtuali.  In  Giordano  ne- 
merario  (Duhem,  /.  e.,  pp.  121,  122)  l’equilibrio  della  leva  viene 
connesso  al  fatto  che  le  lunghezze,  di  cui  si  sollevano  o si  ab- 
bassano i pesi,  che  stanno  in  equilibrio,  siano  inversamente  pro- 
porzionali ai  pesi  stessi.  Con  ciò  vengono  chiaramente  indicate 
le  condizioni  essenziali.  Giordano  sa  anche  che  un  peso  non  agisce 
sempre  egualmente,  e introduce,  sia  pur  solo  qualitativamente, 
il  concetto  della  i/ravitas  seca ndn m situs.  Secondimi  situs  r/ra- 
onis,  quando  in  eodeni  siiti  tninus  obliquile  est  descensus,  (l.  c„ 
p.  118).  Il  precursore  di  Leonardo  migliora  e completa  l’enun- 
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ciato  di  (bordano;  egli  riconosce  che  l'equilibrio  di  una  leva  ad 
angolo,  il  cui  asse  sta  sopra  i pesi,  è stabile,  ricorrendo  alla  con- 
siderazione di  possibili  innalzamenti  ed  abbassamenti.  Egli  sa 
anche  che  una  tale  leva  si  orienta  in  modo,  che  i pesi  siano  pro- 
porzionali alle  distanze  dalla  verticale  passante  per  l'asse;  giunge 
dunque  in  sostanza  all'uso  del  concetto  di  movimento.  La  gra- 
vitila sre  n rida  in  sitimi,  raggiunge  dunque  qui  una  forma  quan- 
tica, e viene  in  modo  splendido  usata  nella  risoluzione  del  pro- 
blema del  piano  inclinato,  quando  due  pesi  su  due  piani  incli- 
nati di  uguale  altezza,  ma  di  differente  lunghezza,  sono  uniti 
fra  loro  mediante  una  fune  ed  una  corrucola  in  modo,  che  uno 
deve  salire,  quando  l'altro  scende.  Questi  pesi  nel  caso  di  equi- 
librio sono  fra  loro  inversamente  proporzionali  agli  spostamenti 
virtuali,  misurati  sulla  verticale,  cioè  direttamente  proporzionali 
alle  lunghezze  elei  piani  inclinati,  t ’on  questo  dunque  il  piecur- 
sore  ha  già  messo  in  evidenza  gli  elementi  essenziali  della  statica 
moderna.  Lo  studio  dei  manoscritti  di  Leonardo,  solo  parzial- 
mente pubblicati,  dà  la  più  ricca  messe;  il  confronto  delle  sue 
diverse  note  occasionali  mostra  chiaramente  la  sua  conoscenza 
del  principio  degli  spostamenti  virtuali  o per  meglio  dire  del 
concetto  di  lavoro,  anche  se  non  lo  nomina  in  modo  speciale. 
« Quando  una  forza  sposta  (solleva?)  in  un  certo  tempo  un  corpo 
(un  peso?),  di  un  determinato  tratto,  la  stessa  forza  può  nello 
stesso  tempo  spostare  (sollevare?)  la  metà  del  corpo  (del  peso?) 
di  un  tratto  doppio  „. 

Questa  legge  viene  applicata  a macchine,  leve,  sistemi  di  car- 
rucole, con  cui  vien  meglio  precisato  un  significato  un  po’ dubbio 
delle  parole  riferite.  Se  si  ha  una  quantità  determinata  di  acqua, 
la  quale  può  cadere  ad  una  determinata  profondità,  si  può  con 
essn  (secondo  Leonardo)  far  funzionare  una  o due  ruote  uguali, 
ma  nel  secondo  caso  ottenere  solo  tanto,  quanto  si  ottiene  col 
primo.  11  geniale  Apersi  “ della  leva  potenziale  „ pone  Leonardo 
in  grado  di  ottenere  tutti  que’  concetti,  che  furono  più  tardi 
basati,  sul  concetto  di  momento.  I suoi  disegni  fanno  sospettare 
che  la  considerazione  della  carrucola  e dettasse  della  ruota  gli 
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abbiano  indicata  la  via  alla  sua  concezione  (vgl.  Medi.  p.  23  . 
Le  costruzioni  di  Leonardo  riguardanti  le  taglie  riposano  eviden- 
temente sul  concetto  della  leva  potenziale.  Meno  l'elice  fu  Leo- 
nardo nel  trattare  il  problema  del  piano  inclinato.  Vicino  a di- 
segni nei  quali  si  manifesta  un  giusto  modo  di  vedere,  si  tro- 
vano diverse  costruzioni  inesatte. 

Noi  dobbiamo  però  considerare  gli  scritti  di  Leonardo  come 
appunti,  i quali  fissano  le  diverse  idee,  punti  di  vista,  principii 
di  ricerche  non  aventi  la  pretesa  di  condurre  queste  ricerche 
secondo  un  principio  unico.  Se  dunque  Leonardo  non  potè  risol- 
vere problemi,  che  erano  già  completamente  risoluti  nel  Nili  se- 
colo, si  vede  come  bisogna  riconoscere  con  Duhem.  che  non  basta 
affatto,  che  un  concetto  sia  acquisito  una  volta  e reso  noto,  ma 
spesso  sono  necessari  anni  e secoli,  affinchè  esso  sia  generalmente 
riconosciuto  e compreso. 

Il  concetto  della  impossibilità  del  moto  perpetuo  si  trova 
sviluppato  già  in  Leonardo  con  grande  chiarezza.  Le  sue  con- 
siderazioni sulla  ruota  da  molino,  già  ricordate,  lasciano  già 
intravedere  ciò.  Nessuna  spinta  senza  vita  può  spingere  o tirare 
un  corpo  mosso  senza  accompagnarlo  ; queste  spinte  non  possono 
essere  altro  che  forza  o la  gravità.  Quando  la  gravità  spinge  o 
trae,  essa  produce  il  moto  solo  in  quanto  essa  tende  al  riposo; 
nessun  corpo  può  pel  suo  movimento  di  caduta  ritornare  all'al- 
tezza primitiva;  il  suo  moto  ha  quindi  “ un  termine  „ (1.  e.,  53). 
La  forza  è una  potenza  invisibile,  la  quale  si  manifesta  nei 
corpi  mediante  il  moto  (qui  si  deve  pensare  certo  a ciò  che  oggi 
si  chiama  forza  viva);  tanto  più  essa  è grande,  tanto  più  rapi- 
damente si  consuma  (1.  c.  p.  54).  Cardano  sostiene  un  modo  di 
vedere  simile,  nel  quale  si  può  sospettare  l'influenza  di  Leo- 
nardo, se  si  ha  motivo  di  negare  al  primo  un  modo  proprio  di 
vedere  (1.  c.  pp.  40,  47,  58).  Anche  il  concetto  di  Aristotile, 
che  solo  il  movimento  circolare  del  cielo  sia  eterno,  comparisce 
di  nuovo  in  Cardano.  Duhem  considerò  Cardano  non  come  un 
comune  plagiario;  secondo  lui  egli  ha  utilizzato,  tacendolo,  i 
lavori  dei  suoi  predecessori,  specialmente  quelli  di  Leonardo; 
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imi  li  lm  portati  in  migliore  connessione  e molti  corrisponden- 
temente allo  stato  della  scienza  nel  xvi  secolo.  Il  Cardano  non 
riesce  a risolvere  il  problema  del  piano  inclinato;  egli  pensa 
che  il  peso  del  corpo  sul  piano  inclinato  stia  a tutto  il  peso, 
come  l'angolo  di  elevazione  del  piano  sta  all'angolo  retto.  Mene- 
detti  si  inette  in  opposizione  a tutti  i predecessori,  ed  esercita 
una  buona  influenza  specialmente  per  la  critica  della  dottrina 
dinamica  di  Aristotile.  Del  resto  però  Menedetti  combatte  ciò 
che  è giusto  anche  parecchie  volte.  Nei  suoi  scritti  si  ritrovano 
i pensieri  di  Leonardo,  ad  ogni  modo  anche  alcuni  errori  di 
di  quest7  ultimo. 

Se  si  considerano  i trovati,  di  cui  si  è finora  discorso,  come 
sufficientemente  noti  ed  accessibili  ai  successori,  non  rimane 
certo  per  questi,  in  special  modo  per  Stevino  e (ialilei,  molto 
più  da  produrre  nel  campo  della  statica  (vgl.  Mech.  p.  20  e seg). 
La  soluzione  di  Stevino  del  problema  del  piano  inclinato  è certo 
del  tutto  originale,  ma  i risultati  delle  considerazioni  sue  e del 
Ualilei,  che  questo  ultimo  ricollega  agli  studi  di  Cardano,  erari 
però  già  noti  al  predecessore  di  Leonardo.  Stevino  partendo 
dalla  considerazione  del  piano  inclinato  giunge  alla  composizione 
e scomposizione  di  componenti  ortogonali  secondo  il  principio 
del  parallelogramma  : ritiene  questo  principio  anche  per  gene- 
rale, senza  però  poterlo  dimostrare.  Quest’ ultima  lacuna  è col- 
mata da  Roberval.  Egli  immagina  un  peso  R,  tenuto  in  equi- 
librio mediante  funi  tese  su  carrucole,  e caricate  con  pesi  1’.  Q. 
Se  ora  si  concepisce  una  corda  come  un’asta,  che  possa  girare 
attorno  alla  carrucola,  applicando  il  principio  di  Leonardo  della 
leva  potenziale,  e procedendo  ugualmente  rispetto  all’altra  corda, 
si  trovano  le  relazioni  fra  R e P e Q e tutte  le  leggi  che  val- 
gono per  il  triangolo  o per  il  parallelogramma  delle  forze  (I.  c.. 
p.  319».  Descartes  trova  nel  principio  degli  spostamenti  virtuali 
la  base  per  la  comprensione  di  tutte  le  macchine  ; egli  vede 
nel  lavoro,  cioè  nel  prodotto  del  peso  pel  tratto  di  caduta  (se- 
condo la  sua  denominazione  “ forza  .,)  la  causa  determinante,  la 
ragione  del  comportamento  delle  macchine,  il  perchè  e non  solo 
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il  come  di  ciò  die  avviene.  Questo  non  dipende  dalla  velocità, 
ma  dagli  spostamenti  in  alto  ed  in  basso:  poiché  è lo  stesso 
sollevare  100  libbre  di  due  piedi,  che  200  libbre  di  un  piede 
()•  c - P-  32&,  vgl.  Medi.  p.  50.  sentenze  di  Pascal).  La  non 
disconoscibile  influenza  di  tutti  i predecessori  da  Giordano  a 
Roberval  sui  suoi  pensieri  non  è da  Descartes  riconosciuta,  però 
le  sue  considerazioni  segnano  da  per  tutto  progressi  importanti: 
ed  egli  fa  risaltare  punti  essenziali.  Riguardo  alle  singole  par- 
ticolarità occorre  che  io  rimandi  il  lettore  al  magnifico  libro  del 
Dnhem.  Io  vorrei  cpii  solo  esprimere  la  mia  opinione  un  poco 
diversa  sui  rapporti  tra  la  scienza  naturale  antica  e la  moderna. 
Questa  scienza  si  accresce  in  due  modi;  in  primo  luogo  quando 
noi  riteniamo  in  mente  i fatti  ed  i fenomeni  osservati,  e cer- 
chiamo di  imitarli  nelle  dimostrazioni  e di  ricostruirli  col  pen- 
siero nel  susseguirsi  delle  osservazioni.  Questi  tentativi  di  costru- 
zione che  avvengono  o l’uno  dopo  l’altro,  o contemporaneamente, 
rivelano  sempre  certe  mancanze,  per  le  quali  la  corrispondenza 
di  esse,  sia  con  i fatti,  sia  fra  loro,  viene  turbata.  Sorge  allora 
il  bisogno  della  correzione  sui  fatti,  e nella  logica  connessione 
della  costruzione.  Questo  è il  secondo  processo  edificativo  della 
scienza.  Se  tino  si  riferisse  soltanto  a se  stesso  e dovesse  di 
nuovo  incominciare  solo  con  le  sue  osservazioni  o coi  suoi  pen- 
sieri, egli  non  potrebbe  giungere  molto  innanzi;  questo  vale 
tanto  per  ogni  singolo  uomo,  quanto  per  ogni  singolo  popolo. 

Noi  non  potremo  mai  stimare  abbastanza  l’eredità  che  i nostri 
predecessori  della  coltura,  i naturalisti,  gli  astronomi  ed  i ma- 
tematici greci  ci  hanno  lasciato.  In  possesso  di  un’immagine 
del  mondo,  sia  pure  incompleta  ed  armati  degli  insegnamenti 
logico-critici  dei  matematici  greci,  noi  siamo  proceduti  nella 
indagine  in  condizioni  favorevoli.  Questo  possesso  ci  facilita  la 
continuazione  del  lavoro,  e non  solo  l’eredità  scientifica,  ma 
anche  la  coltura  materiale. 

Xel  nostro  caso  speciale  debbono  essere  considerate  anche 
le  macchine  e i dispositivi,  e cosi  la  tradizione  del  loro  uso. 

< 'on  questa  eredità  materiale  noi  possiamo  con  facilità  appagarci 
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ripetere  ed  estendere  le  osservazioni,  che  hanno  condotto  gli 
antichi  scienziati  alle  loro  scoperte,  e così  imparare  a compren- 
dere bene  queste  ultime.  Mi  sembra  proprio  che  questa  eredità 
materiale,  che  eccita  sempre  nuovamente  l'attività  individuale, 
sia  stimata  troppo  poco  rispetto  alla  letteraria.  Si  può  forse 
ammettere  che  le  osservazioni,  siano  pure  manchevoli,  di  Ari- 
stotile e per  fino  quelle  più  esatte  dei  matematici  alessandrini, 
non  avrebbero  sempre  nuovamente  eccitato  .gli  uomini,  che 
osservano  e si  occupano  delle  macchine,  anche  se  non  ci  fossero 
state  conservate  mediante  scritti  ! Non  è forse  la  stessa  uosa 
per  il  riconoscimento  della  impossibilità  del  moto  perpetuo,  che 
si  deve  pure  presentare  a chiunque,  il  quale  non  fantasticamente, 
secondo  l'uso  degli  Alchimisti,  cerchi  miracoli  nella  meccanica, 
ma  al  contrario  come  indagatore  si  occupi  delle  macchine  'i 
Anche  se  queste  invenzioni  vengono  trasmesse  al  successore, 
questi  le  deve  sempre  prima  acquistare  da  sé.  Il  suo  unico 
vantaggio  consiste  in  quella  specie  di  rincorsa,  che  egli  ottiene 
nel  percorrere  più  rapidamente  la  stessa  via,  e mediante  questa 
rincorsa  egli  supera  il  predecessore.  Una  conoscenza  incompleta, 
formulata  in  parole,  offre  un  punto  di  appoggio  relativamente 
solido  al  pensiero  vago,  il  quale  può  partire  da  esso  per  inve- 
stigare i fatti,  e ritornare  ognora  ad  esso,  confrontando  ed  esa- 
minando. 

( 'he  nuove  esperienze  rinforzino  tale  punto  d'appoggio,  che 
lo  spostino  lentamente  o magari  ne  dimostrino  la  fallacia,  esso 
ci  ha  pur  sempre  recato  vantaggio  ed  aiuto.  Se  invece  il  pre- 
decessore è riguardato  come  una  grande  autorità,  egli  agisce 
suggestivamente  ed  i suoi  errori  sono  apprezzati  come  vedute 
profonde:  tutto  ciò  non  può  agire  che  come  un  impedimento  sui 
successori.  Sembrerebbe  secondo  alcune  ricerche  di  Wohlwill  e 
di  Duhem.  che  lo  stesso  (ìalilei  fino  alla  più  tarda  età  sia  stato 
talvolta  dal  peso  dell'eredità  peripatetica  impedito  di  percepire 
senza  turbamento  la  sua  propria  luce  di  gran  lunga  più  viva. 
Nel  valutare  l’importanza  di  uno  scienziato  bisogna  pur  badare 
non  solo  a qual  nuovo  uso  egli  abbia  fatto  degli  antichi  modi 


di  vedere,  ma  fra  quale  opposizione  dei  contemporanei  e dei 
successori  i suoi  modi  di  vedere  si  sian  fatti  valere.  Da  questo 
punto  di  vista  mi  sembra  che  Duhem  sia  andato  troppo  iti  là 
nella  sua  venerazione  per  Aristotile.  In  Aristotile  (De  eoelo. 
I-.  III.  C.  21)  per  esempio  si  trovano,  fra  considerazioni  poco 
chiare  e poco  incoraggianti,  questi  passi:  “Qualunque  sia  la 
forza  motrice,  il  più  piccolo  ed  il  più  leggero  riceveranno  dalla 
stessa  forza  più  moto.  La  velocità  del  corpo  meno  pesante  sta 
a quella  del  più  pesante,  come  il  corpo  del  più  pesante  sta  al 
più  leggero  „.  Se  si  fa  astrazione  dal  fatto  che  non  si  può  at- 
tribuire ad  Aristotile  una  retta  distinzione  tra  spazio,  velocità 
ed  accelerazione,  si  può  riconoscere  qui  l’espressione  di  un  fatto 
sperimentale  primitivo  giusto;  il  quale  in  definitiva  ha  condotto 
al  concetto  di  massa.  Però  già  da  tutto  il  contenuto  del  Gap.  II 
non  si  può  neppure  pensare  a riferire  questi  punti  al  solleva- 
mento di  pesi  mediante  macchine,  di  combinarli,  con  1 espres- 
sione di  Aristotile,  sopra  la  leva  e di  vedere  il  gerine  del  con- 
cetto di  lavoro.  (Duhem,  I.  c.  pp.  6-7.  Gfr.  \ ailati,  Bollettino 
di  Inlilioi/rnfiu  e storin  delle  scienze  matematiche , 1006  febbraio- 
marzo,  p. '3)  Duhem  biasima  poi  Stovino  per  la  sua  antipatia  per  i 
peripatetici.  Mi  sembra  però  che  Stevino  abbia  ragione,  quando 
egli  si  dichiara  contrario  ni  cerchi  “ mirabili  „ di  Aristotile,  i 
quali  nel  caso  dell’equilibrio  non  sono  neppur  descritti  dal  mo- 
bile. Questo  è altrettanto  giusto,  quanto  la  protesta  di  Gilberto 
e di  Galilei  contro  la  supposizione  dell’azione  di  un  semplice 
luogo  o punto.  Solo  dopo  una  pili  matura  concezione,  quando 
si  riconosce  il  lavoro  come  la  circostanza  determinante  della 
velocità,  la  deduzione  dinamica  dell’equilibrio  acquista  il  van- 
taggio di  una  più  grande  generalità  e razionalità.  Prima  di  ciò 
non  si  può  obbiettar  nulla  contro  le  deduzioni  generali  di 
Stevino  basate  sui  fondamenti  istintivi  dell’esperienza  e secondo 
l'esempio  di  Archimede. 
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APPENDICE  III. 

(Al  Cap.  IT,  § I,  n.  1 . 

Per  rendersi  conto  della  lentezza  con  cui  i nuovi  concetti 
sopra  l'aria  furono  compresi  dagli  uomini,  basta  leggere  l'arti- 
colo sull’aria,  clic  \ oltaire,  uno  degli  uomini  più  illuminati  de! 
suo  tempo  ! 17(54)  faceva  stampare  nella  Enciclopedia  del  suo 
Dictionnaire  philosophiqne  un  secolo  dopo  Cuericke.  Bovle  e 
Pascal  e non  molto  prima  delle  scoperte  di  Cavendish,  Priestley, 
\ ulta  e Lavoisier:  “Laria  non  sarebbe  visibile,  nemmeno  per- 
cettibile, tutte  le  funzioni  che  si  attribuiscono  all’aria  le  po- 
trebbero compiere  le  nebbie,  che  noi  percepiamo  e della  cui 
esistenza  nessuno  può  dubitare.  Come  potrebbe  l’aria  renderci 
possibile  I audizione  contemporanea  dei  diversi  suoni  di  una  ese- 
cuzione musicale?  Aria  ed  etere  vengono  posti  per  quel  che 
riguarda  la  sicurezza  della  loro  esistenza  allo  stesso  gradino  ... 


APPENDICE  IV. 

(Al  Cap.  H,  § I,  n.  8i. 

Luoghi  degù  scritti  in  Galileo. 

Diàlogo  sopra  i due  massimi  sistemi  del  mondo.  — Dialogo 
secondo. 

“ Sagk.  Ma  quando  l’artiglieria  si  pianta,  se  non  a perpendicolo, 
ma  inclinata  verso  qualche  parte,  qual  dovrebbe  essere  il  moto  della 
palla?  andrebbe  ella  forse,  come  nell’altro  tiro,  per  la  linea  per- 
pendicolare. e ritornando  anco  poi  per  ristessi»? 

" Skmpl.  Questo  non  farebbe  ella,  ma  uscita  dal  pezzo  segui- 
terebbe il  suo  moto  per  la  linea  retta,  che  continua  la  dirittura 
della  canna,  se  non  in  quanto  il  proprio  peso  la  farebbe  declinar 
da  tal  dirittura  verso  terra  „. 


— 539  — 

" Sagr.  Talché  la  dirittura  della  canna  è la  regolatrice  del 
moto  della  palla:  nè  fuori  di  tal  linea  si  muove,  o innoverebbe 
se  il  peso  proprio  non  la  facesse  declinare  in  giù... 

Discorsi  e dimostrazioni  matematiche  — Dialogo  terzo. 

" Attendere  insuper  licet.  quod  velocitatis  gradua  quicunnpie 
in  mobili  reperiatur.  est  in  ilio  suapte  natura  indelihiter  iin- 
presaus,  quod  in  solo  hori/.ontali  plano  contingit:  nani  in  pliuiis 
declivibus  adest  jam  causa  accelerationis  majoris,  in  acclivibus 
vero  retardationis.  Ex  quo  pariter  sequitur.  motum  in  horizon- 
tali  esse  quoque  aeternmn:  si  enim  est  aequabilis.  non  debi- 
liatur.  est  inulto  rninus  tollitur  ,.. 

Anche  se  (ìalilei  giunse  gradatamente  alla  conoscenza  della 
legge  d’inerzia,  anche  se  questa  gli  si  presentò  come  una  sco- 
perta puramente  casuale,  in  tutti  i brani,  riportati  dall’edizione 
padovana  del  1764.  la  limitazione  di  questa  legge  al  moto  oriz- 
zontale compare  corno  dovuta  alla  materia  trattata;  la  supposi- 
zione, che  Galilei  verso  la  line  della  sua  carriera  scientifica  non 
avesse  la  piena  conoscenza  di  questa  legge,  sembra  quindi  dif- 
ficile n sostenersi. 

APPENDICE  V. 
i Al  Gap.  II.  § I,  u 21). 

(ialilei  nei  suoi  giovani  anni  lui  sostenuto  l’opinione  che  un 
corpo  che  ne  muova  un  altro  direttamente  imprime  ad  esso  una 
torza,  che  diminuisce  a mano  a mano:  mentre  in  Aristotile  è l’aria 
che.  posta  contemporaneamente  in  moto  dal  corpo  agente  conserva 
questo  moto  per  un  tempo  più  lungo,  e lo  comunica  sempre  di 
nuovo  al  corpo  mosso.  Secondo  le  ricerche  di  Wohhvill,  (ì.  Fi- 
lopono  scrittore  del  \ I secolo,  combatte  pel  primo  espressamente 
quest’ultimo  modo  di  vedere,  che  è in  opposizione  ad  ogni  sano 
istinto.  Perchè  dovrebbe  la  inano  moventesi  toccare  la  pietra, 
se  è l’aria  che  s’incarica  di  tutto?  Questa  domanda  naturale  di 
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<;.  ['ilopono  non  mancò  (li  esercitare  la  sua  azione  su  Leonardo, 
Cardano,  Benedetti,  Giordano  Bruno  e Galilei.  Filopono  si  op- 
pone anche  decisamente  all’ipotesi,  che  i corpi  più  pesanti  ca- 
dano più  rapidamente,  richiamando  l'attenzione  contemporanea- 
mente alla  testimonianza  dei  sensi.  Finalmente  Filopono  presenta 
un  altro  tratto  tutto  moderno,  negando  ogni  forza  al  luogo  come 
tale  e attribuendo  invece  ai  corpi  la  tendenza  di  conservare  il 
loro  ordine.  (Mech.  p.  198.  E Wohlwill,  Ein  Vonjànger  Galilei s 
ini  17  Jahrhundert.  Phi/sikalische  Zeitschrift  non  Rieri, e and- 
Simon,  I.  Jahrg.  n.  1,  pp.  23-32). 

Inoltre  richiamiamo  l’attenzione  sulle  ricerche  di  Duhem  senza 
entrare  nelle  particolarità  interessanti  storicamente,  che  Duhem 
riporta.  {De  V accélération  proda  ite  par  mie  force  constante. 
Xotes  polir  servir  à l'histoire  de  lo  di/namiqne.  Congrès  Inter- 
national de  philosophie.  Genève  1905,  p.  859).  Aggiungiamo  qui 
solo  le  seguenti  considerazioni.  Secondo  la  dottrina  aristotelica, 
intesa  alia  lettera,  una  forza  costante  dovrebbe  produrre  una 
velocità  costante.  Poiché  però  la  velocità  di  caduta  sempre  cre- 
scente difficilmente  può  sfuggire  anche  ad  una  rozza  osserva- 
zione. sorge  la  difficoltà  di  mettere  questa  accelerazione  d'ac- 
cordo con  la  dottrina  esistente.  Avvicinandosi  al  suolo,  secondo 
le  idee  di  Aristotile,  il  corpo  diviene  più  pesante.  Anche  il 
viaggiatore  si  affretta  accostandosi  al  suo  punto  di  arrivo,  come 
si  esprime  Tartaglia.  L'aria  che  indubbiamente  è concepita  tal- 
volta come  impedimento  e poi  di  nuovo  come  motore,  dev  e ser- 
vire ora  a quello,  ora  a questo  ufficio  per  rendere  compatibile 
le  contraddizioni.  Lo  strato  di  aria  impedente  Ira  il  corpo  e il 
suolo  è (secondo  il  commentatore  Semplicio)  più  grnnde  al  prin- 
cipio della  caduta  che  non  alla  fine.  Il  “ precursore  „ di  Leo- 
nardo (v.  Appendice  li)  trova  di  nuovo  che  l’aria  una  volta 
posta  in  moto  è per  il  corpo  in  moto  un  ostacolo  pili  piccolo. 
L'osservatore  ingenuo  di  una  pietra  lanciata  obliquamente  od 
orizzontalmente.  la  quale  descrive  quasi  una  traiettoria  iniziale 
rettilinea,  doveva  ricevere  l’impressione  naturale,  che  la  gravità 
fosse  neutralizzata  dall  impulso  al  moto.  (Mech.  p.  155).  Di  (pii 
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la distinzione  fra  moto  naturale  e moto  violento.  Le  considera- 
zioni sul  lancio,  di  Leonardo,  Tartaglia,  Cardano,  Galilei  e Tor- 
ricelli mostrano  come  a poco  a poco  la  rappresentazione  di  una 
successione  dei  due  moti,  ritenuti  come  essenzialmente  diversi, 
si  venga  trasformando  in  quella  di  tui  miscuglio  e di  una  con- 
temporaneità di  ambedue.  Leonardo  conosce  la  caduta  accelerata 
dei  gravi,  intravede  il  crescere  della  velocità  proporzionalmente 
al  tempo,  che  egli  attribuisce  alla  resistenza  dell’aria  successi- 
vamente diminuente,  ma  non  sa  dedurre  la  giusta  dipendenza 
dello  spazio  dal  tempo.  Appena  verso  la  metà  del  secolo  XVI  com- 
pare l'idea,  che  la  gravità  eserciti  continuamente  impulsi  sul  corpo 
cadente,  impulsi  che  si  aggiungono  alla  forza  impressa  prima 
costante  e che  va  man  mano  diminuendo,  innesto  modo  di  vedere 
viene  sostenuto  da  A.  Piccolomini,  da  I.  C.  Scaliger  e da  I.  li. 
Benedetti. 

Già  Leonardo  nota  di  passaggio  che  la  freccia  non  è spinta 
dalla  corda,  che  la  tocca  solo  alla  massima  tensione  dell'arco, 
ma  anche  nelle  altre  posizioni.  (Duhcm.  /.  c.,  p.  882).  Solo  però 
(piando  Galilei  rinunciò  alla  diminuzione  graduale  spontanea  della 
vis  impressa  e ricondusse  questa  diminuzione  a resistenze  od  a 
forze  opposte,  e studiò  la  caduta  dei  gravi  sperimentalmente,  e 
senza  considerarne  le  cause,  poterouo  saltar  fuori  quantitativa- 
mente nette  le.  leggi  del  moto  uniformemente  accelerato. 

Dalla  esposizione  storica  di  Duhem  inoltre  emerge  che  De. 
scartes  indipendentemente  da  Galilei  ha  per  lo  sviluppo  dei 
concetti  fondamentali  della  moderna  dinamica  dei  meriti  molto 
maggiori  di  quello  che  viene  ordinariamente  ammesso  e che  ho 
ammesso  io  stesso  (Mach,  p.  274).  Io  gli  sono  veramente  ricono- 
scente per  questo  insegnamento. 

Descartes  si  occupò  dell’accelerazione  della  caduta  durante 
la  sua  dimora  in  Olanda  (1617-1619)  in  compagnia  di  Beckmann, 
riferendosi  alle  ricerche  di  Cardano,  e probabilmente  a quelle 
di  Scaliger  e di  Benedetti.  Egli  riconobbe  prima  della  pubbli- 
cazione di  (ialilei,  come  risulta  dalle  lettere  scritte  nel  1629  a 
Mersenne,  completamente  la  legge  di  inerzia,  la  legge  del  moto 
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uniformemente  accelerato  sotto  l’ influenza  di  una  forza  costante. 
Sbagliò  solo  riguardo  alla  legge  di  dipendenza  dello  spazio  da^ 
tempo.  Le  idee  di  Galileo  e di  Descartes  si  completano  a vi- 
cenda. Galilei  studia  la  caduta  dei  gravi  fenomenologicamente, 
senza  ricercare  la  causa  di  essa;  mentre  Descartes  deduce 
il  moto  dalla  forza  costante.  In  ambedue  le  ricerche  si  riconosce 
l'azione  di  un  elemento  costruttivo,  speculativo;  solo  che  questo 
in  Galilei  si  riferisce  strettamente  al  caso  concreto,  mentre  in 
Descartes  si  giova  di  risultati  molto  più  generali.  Descartes  ha 
osservato  ( Principii  di  filosofia),  la  trasmissione  del  moto,  la  per- 
dita di  moto  del  corpo  urtante  e l’acquisto  di  moto  da  parte  del 
corpo  urtato,  e trasse  da  ciò  i concetti  filosofici  generali  seguenti  : 
1.  Senza  cedere  moto  ad  altri  corpi  non  si  ha  perdita  di  moto 
i inerzia).  2.  Ogni  movimento  è originario,  oppure  trasmesso  da 
qualche  cosa.  3.  La  quantità  di  moto  originario  è indistruttibile. 
Ogni  moto  generante  in  apparenza  spontaneo,  cioè,  la  cui  ori- 
gine non  è percettibile,  egli  potè  rappresentarselo,  partendo  da 
questo  punto  di  vista  come  indotto  da  urti  impressi  invisibil- 
mente (vgl.  Medi,  p.  319). 

11  grande  vantaggio  che  io  forse,  in  opposizione  a Duhem. 
attribuisco  al  metodo  di  Galilei,  consiste  nella  esposizione  accu- 
rata e completa  del  semplice  fatto,  con  che  nulla  rimane  da  na- 
scondere sotto  il  nome  di  forza , sia  ancora  da  indovinare  me- 
diante la  pura  speculazione.  Su  questo  punto  le  opinioni  saranno 
ancora  al  giorno  d’oggi  divise. 


APPENDICE  VI. 

(Al  Cap.  II,  § VI,  n.  12). 

Gli  astronomi  hanno  trovato  necessario  di  studiare  la  questione 
della  connessione  del  “ sistema  inerziale  „ col  sistema  di  coor- 
dinate, usate  in  astronomia  (Vlg.  a questo  proposito:  A.  Auding, 
Ueber  Coordinateli  and  zeit,  Enciclopàdie  der  nuithematisclim 
Wissenschaften,  VI,  2,  Fase.  1-H.  Scaliger,  Ueber  die  sogenaunte 
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absolute  Bewegung,  Sitznngsbericht  der  Miinchener  Akademie 
mathem-nat urwissensch.  Classe.  Voi.  36.  Fase.  1,  1906).  Questa 
ultima  Memoria  termina  con  le  parole:  dopo  tutto  ciò  noi  potremo- 
con  mia  certa  sicurezza  esprimere  le  legge  che  un  sistema  em- 
pirico di  coordinate  usato  in  astronomia  uon  può  girare  attorno 
ad  un  “ sistema  inerziale  „ per  più  di  alcuni  e probabilmente 
pochi  secondi  di  arco  in  un  secolo. 

Quando  anche  il  “ sistema  inerziale  „ fosse  fissato  a suffi- 
cienza per  l'uso  pratico,  il  fisico  desidererà  ancora  sempre  di 
sapere  in  qual  modo  la  sua  determinazione  dipende  dalle  sin- 
gole masse  dell’universo.  Da  questa  tendenza  derivano  i lavori 
di  A.  Foppl  (L'eber  e inerì  Kreiselversuch  zur  Messa  ng  der  Um- 
dre/iungsgeschwindigkeit  der  Erde.  Sitznngsbericht  der  Miin- 
chener Akademie,  voi.  34,  1 fase.,  1904  — Ueber  absolute  and 
relative  Bewegung.  Ebenda.  3.  II.).  Nel  secondo  lavoro  Foppl 
parte  dalle  seguenti  idee:  Se  tutti  i corpi  celesti  assumessero 
delle  posizioni  rispettive  fisse,  noi  dovremmo  aspettarci,  secondo 
ciò  che  finora  si  sa,  che  un  corpo  lasciato  a se  stesso,  riferito 
ad  un  sistema,  legato  fissamente  a quei  corpi,  descriva  una 
traiettoria  rettilinea.  Separiamo  ora  ila  tutto  l’universo  un  corpo 
grande,  per  es.  la  Terra,  allora  un  corpo  lasciato  a se  stesso, 
si  comporterebbe  in  vicinanza  della  Terra  ancora  approssimati- 
vamente come  pel  caso  precedente.  Si  può  però  sperare  che  con 
una  sufficiente  finezza  di  ricerca  il  suo  movimento  venga  in- 
fluenzato in  modo  determinabile  dal  moto  relativo,  rispetto  alla 
massa  potente  e prossima  della  Terra.  Se  si  arriva  a stabilire 
la  specie  di  queste  “ forze  di  velocità  ,„  ci  si  presenta  la  pro- 
babilità di  capire  secondo  il  principio  della  sovrapposizione  la 
costruzione  di  tutto  il  “ sistema  inerziale  „.  Foppl  ritiene  pos- 
sibile che  le  eventuali  “ forze  di  velocità  „ in  certe  circostanze 
esercitano  delle  azioni  non  ancora  rimarcate.  Tenendo  conto  di 
questo  punto  di  vista  1 esperienze  riportate  nella  prima  Memoria 
di  Foppl  si  comprendono  facilmente.  Esse  mirano  a stabilire,  se 
il  comportamento  del  pendolo  di  Foucault,  rispetto  alla  volta 
celeste,  o piuttosto  quello,  molto  più  sensibile  di  un  giroscopio, 
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messo  in  moto  elettro-magnetieamente,  sia  influenzato  in  guisa 
dimostrabile  dalla  massa  terrestre  rotante?  Da  esperienze,  con- 
dotte però  non  con  tutta  la  precisione  che  si  può  raggiungere, 
Fòppl  deduce  che  una  tale  influenza  non  può  superare  il  2 0 
Se  anche  l’autore  suddetto  considera  il  risultato  delle  sue  espe- 
rienze fin  i[ui  effettuate  come  negativo,  egli  ritiene  però  la  loro 
continuazione  come  non  del  tutto  inutile.  Egli  viene  rinforzato 
in  questa  idea  dalla  comparsa  di  fenomeni  finora  incomprensi- 
bili, come  le  variazioni  della  gravità  con  il  tempo,  sospettate  da 
K.  R.  Koch  {Drude  s Annate»,  voi.  15,  1904,  p.  146),  e la  ri- 
marchevole deviazione  a sud  dei  corpi  cadenti,  dimostrata  da 
E.  H.  Hall  [Physical  Review,  XVII.  1903,  pp.  179,  245). 

Io  posso  solo  aggiungere  che  le  quattro  Note  ricordate  sono 
per  me  del  più  alto  interesse.  Io  auguro  ai  loro  autori  il  più 
grande  successo,  poiché  a qualunque  risultato  essi  giungano, 
questo  deve  chiarire  le  questioni  (pii  toccate.  Siccome  non  si  sa 
ancora  assolutamente  nulla  delle  “ forze  di  completamento  della 
velocità  „ presunte  da  Foppl,  sarebbe  forse  da  pensare,  se  espe- 
rienze con  moti  progressivi  (di  caduta)  non  potrebbero  dare  ri- 
sultati più  favorevoli,  che  non  quelli  ottenuti  con  masse  rotanti, 
nelle  quali  potrebbe  aver  luogo  la  soppressione  di  un’azione  par- 
ziale per  opera  delle  altre. 


APPENDICE  VII. 

(Al  Cap.  II,  § Vili,  n.  7 1. 

Venne  esposto  che  la  forma  attuale  della  nostra  meccanica 
è fondata  su  un  accidente  storico.  Questo  viene  illustrato  in 
modo  istruttivo  dalle  considerazioni  del  colonnello  E.  Hartmann: 
Définition  plnjsique  de  in  force.  Congrès  internationnl  de  phi- 
losophie.  (ieuève,  1905.  p.  728.  L'autore  mostra  l'applicabilità 
di  concetti  divergenti  dalle  concezioni  usuali. 
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Indicazioni  cronologiche  sopra  alcuni  dei  principali  fondatori 
della  meccanica  e dei  loro  scritti 
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1672) . 
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Boyi.k  (1627-1691).  Esperi menta  pìigsiro  medianica  (Londra. 
1(560). 

Huygkxs  (1629-1695)  The  laws  of  motion  on  thè  rolìision  of 
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Trans.,  1639. 
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tbéorèmes  des  èUments  de  mécha niques  (Parigi,  1687). 

Newton  (1642-1726).  Philosophiae  naturalis  principia  mathema- 
tica (Londra,  1686). 

Leibniz  (1646-1716).  A da  Eruditoruin  1686,  1695;  Leibnizii  et 
.Ioli.  Bentoniti  corner  cium  epistolicum  (Lausanne  et  Ginev.  174.">  . 

Giacomo  BkrNoulli  (1664-1705).  Opera  omnia  (Ginevra,  1762». 

Yarignon  (1654-1722).  Projet  d’ime  nonvelle  méchanique  (Parigi. 
1687). 

( < io  vanni  Bkhnodlli  <1667-1748i.  Ada  erudii.  1693:  Opera  omnia 
(Losanna,  1742». 

Maupkbtios  (1698-1759).  Aleni,  de  /' Acati,  de  Paris,  li40:  Aleni, 
de  l’Acad.  de  Berlin.  1745-1747:  Oeurres  (Parigi,  1752). 

Maclaurin  i1698-1746).  .4  complete  sgstem  of  fluxinns  (Edin- 
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Daniele  Bernoulli  (1700-1782),  Comvient.  Armi  Pe/rop.,  T.  I. 
H ttdrodi} namìca  (Strassburg,  1738». 

Eulero  (1707-1783).  Medianica  sire  motiis  scientia  (Pietroburgo, 
1736:  AI  et  li  od  us  inveniendi  ìineas  curvas  (Losanna,  1741):  Vide 
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Akademie. 

Clairaut  1713-1765).  Thèorie  de.  la  figure  de  la  terre  (Parigi, 
1743). 

D'Alkmbert  »17 1 7-1783).  Traile  de  dgnumique  (Parigi,  1743'. 

Lag  rance  (1736-1813).  Essai  d’une  nonvelle  inéthode  pour  dè- 
terminer  Ics  maxima  et  minima.  Mise.  Tauriu  , 1762:  Mécanique 
anah/tiijue  (Parigi,  1788). 

Lapi.ack  (1749-1827).  Mécaniipie  celeste  (Parigi,  1799  . 

Fonder  (1768-1830).  Thèorie  anulit.  de  la  cbalenr  (Parigi,  1822». 

Gauss  (1777-1856).  Principia  generalia  tbeoriae  figurar  fluido- 
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Belanger  (1790-1874).  Cours  de  mécanique  (Parigi,  1847). 
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